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先给出对于可积函数的一些直观想象.

在闭区间上有界的函数, 如果只有有限个不连续点, 这个函数是可积的. 事

实上可数个间断点, 即间断点能写成一列 {xn}, 那么这个函数是可积的. 可以

证明, 改变这些点, 或者说改变任意有限个点, 函数的积分值不变. 这条性质是

Lesbegue 定理的直观解释.

因此, 可积函数有三个直观理解上的性质, 可以用来辅助理解.

(1) 由黎曼可积的定义, 再怎么加细分割成长条, 面积和不会无穷大.

(2) 由 Darboux 上和的理论, 可积函数的振幅不会很大.

(3) 由 Lesbegue 定理, 可积函数几乎处处连续.

第 1 节 分区间

定理 1.1. 积分第一中值定理

设 f, g ∈ C[a, b],m ≤ f(x) ≤ M ,g(x) 在 [a, b] 上不变号, 则存在 ξ ∈ [a, b]，

使得 ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx

作业之中已经证明过此处 ξ ∈ [a, b], 可以加强为 ξ ∈ (a, b)

定理 1.2. 积分第二中值定理

设 f, g ∈ C[a, b], g(x) 在 [a, b] 上单调, 则存在 ξ ∈ [a, b], 使得

∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx

如果 g(x) 在 [a, b] 上单调递增, 且 g(x) ≥ 0, 则 ξ ∈ [a, b], 使得

∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx

如果 g(x) 在 [a, b] 上单调递减, 且 g(x) ≥ 0, 则 ξ ∈ [a, b], 使得

∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx

事实上这里的 ξ ∈ [a, b] 也可以加强为 ξ ∈ (a, b)

这里同学或许会有点困惑, 既然 ξ 范围都可以加强, 那为什么不直接给出

加强后命题的证明呢, 反正他的适用性也更强. 这是因为如果把条件中的 f, g ∈
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C[a, b] 减弱为 f, g ∈ R[a, b], 那么这个定理就只能给出 ξ ∈ [a, b].

对函数的定积分是一个数, 更准确的描述是, 与积分变量无关的数. 如果被

积函数带有参数, 那么就会得到一个以参数做自变量的数列或者函数, 如

an =

∫ 1

0

xn(1− x)ndx, f(x) =

∫ b

a

ex sin tdt

我们要利用积分中值定理来研究这些数列和函数的极限, 常见的一个手段

是分区间. 找到一个极小的区间, 这部分的积分值占据了函数的绝大部分.

例 1.3. 证明: lim
n→∞

∫ π/2

0

sinn xdx = 0.

请指出一下做法的不严谨之处.

证明. 由积分第一中值定理, 存在 ξ ∈ (0, π/2), 使得

∫ π/2

0

sinn xdx = sinn ξ

∫ π/2

0

dx = sinn ξ
π

2

由 sin ξ ≤ 1, 令 n → ∞, 得证.

错误在于 ξ 不是常数,而是随着 n的变化而变化的,应该记为 ξn.当 n → ∞

时, 不难证明有 ξn → π

2
, 因此 sinn ξn 是 1∞ 型的不定式. 回忆数列极限的内容,

我们知道, 从一个数列 {an} 的每一项满足 0 < an < 1 是得不出 lim
n→∞

ann = 0

的.

正确的做法应当如下所示.

证明. 对于给定的 ε ∈ (0, π),

0 ⩽
∫ π/2

0

sinn xdx =

∫ (π−ε)/2

0

sinn xdx+

∫ π/2

(π−ε)/2

sinn xdx

⩽ π

2
sinn π − ε

2
+

ε

2
→ ε

2
(n → ∞)

由 ε 的任意性, 得证.

注意其中的 ε 是与 n 无关的常数, 所以可以在保留 ε 的情况下, 令 n → ∞.

更详细的解释是, 可以理解为 lim
n→∞

π

2
sinn π − ε

2
dx = 0, 因此对于 (并不是

任意的,而就是这题开头)给定的 ε,存在 N ,使得 n > N 时,有 |π
2
sinnπ − ε

2
| <

ε, 然后再由 ε 的任意性得证.

例 1.4. 设 f(x) ∈ C[0, 1], 求证: lim
n→∞

n

∫ 1

0

xnf(x) dx = f(1).



1 分区间 3

证明. ∀ε > 0, 由 limx → 1−f(x) = f(1), 存在 δ > 0, 当 1 − x < δ 时, 有

|f(x)− f(1)| < ε. 又由 f(x) ∈ C[0, 1], 故 f(x) 在 [0, 1] 上有界, 设 |f(x)| ≤ M .∣∣∣∣n ∫ 1

0

xn(f(x)− f(1)) dx

∣∣∣∣ ≤ n

∫ 1

0

xn|f(x)− f(1)| dx

=n

∫ 1−δ

0

xn|f(x)− f(1)| dx+ n

∫ 1

1−δ

xn|f(x)− f(1)| dx

≤2Mn
(1− δ)n+1

n+ 1
+

ε

2
· n

n+ 1
≤ 2M(1− δ)n+1 +

ε

2

此处 ε,M 的选取与 n 无关, 故 lim
n→∞

2M(1− δ)n+1 = 0, 故 ∃N, ∀n > N , 有

2M(1−δ)n+1 <
ε

2
,从而

∣∣∣∣n ∫ 1

0

xn(f(x)− f(1)) dx

∣∣∣∣ < 2M(1−δ)n+1+
ε

2
< ε.

例 1.5. 设 f(x) ∈ D[0, 1], 求证:I = lim
n→∞

n

[
n

∫ 1

0

xnf(x) dx− f(1)

]
= −f(1)−

f ′(1).

证明. 设 I1 = lim
n→∞

n2

∫ 1

0

xn(f(x) − f(1)) dx, I2 = lim
n→∞

n

n+ 1
f(1), 有 I =

I1 − I2.

∀ε > 0, 由 lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′(1), 存在 δ > 0, 当 1 − δ < x < 1 时, 有∣∣∣∣f(x)− f(1)

x− 1
− f ′(1)

∣∣∣∣ < ε, 即

f(x)− f(1) < (x− 1)(f ′(1) + ε)

f(x)− f(1) > (x− 1)(f ′(1)− ε)

记 I3 = n2

∫ 1−δ

0

xn(f(x)− f(1)) dx, I4 = n2

∫ 1

1−δ

xn(f(x)− f(1)) dx, 有

|I3| ≤ 2Mn2

∫ 1−δ

0

xn dx = 2Mn2 (1− δ)n+1

n+ 1
≤ 2Mn(1− δ)n+1 → 0 (n → ∞)

|I4 + f ′(1)| ≤ n2

∫ 1

1−δ

xnε(1− x) dx → ε (n → ∞)

故存在 N, ∀n > N , 有 |I3| < ε, |I4 + f ′(1)| < 2ε, 从而 |I1 − f ′(1)| < 3ε, 即

证 I1 = −f ′(1). 又 I2 = −f(1), 故 I = I1 − I2 = −f ′(1)− f(1).

练习. 设 f(x) ∈ C[0, 1],f(x) ⩽ 1 且 f(x) = 1 当且仅当 x = x0, 设

0 < a ⩽ x0 ⩽ b < 1, a ̸= b, 求证: lim
n→∞

∫ b

a
fn(x)dx∫ 1

0
fn(x)dx

= 1.
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第 2 节 微分方程

2.1 微分方程的解是一族函数

微分方程 F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0求解的结果通常形如 y = y(x,C1, C2, · · · , Cn),

其中 C1, C2, · · · , Cn 是待定常数. 这里的常数个数与微分方程的阶数有关.

有的同学在理解时, 会认为求解微分方程和解方程一样, 是固定了 x 后, 解

出 y 的值, 这也是被 abuse of notation 误导了. 上面的 y = y(x,C) 如果写成

y = f(x,C), 那应该更好理解微分方程的解是一族函数, 而不是一个具体的数.

注记 2.1. 此处称 y = f(x,C) 为一族函数的原因是, 对于不同的 C, 得到的函

数是不同的. 可以这么说, 如果看 C 与 x 的关系, 发现 C 是与 x 无关的数, 所

以可以称为常数. 如果看 C 与 y = f(x,C) 中 y 的关系, 每一个 C 决定了一个

f(x,C), 从而 C 可以称作这一函数族的参数.

2.2 解微分方程的除 x 的合理性

例 2.2. xdx+ ydy = 0 与
dx

dy
= −y

x
是同一个微分方程吗?

上面的例题的结果促使我们将一阶微分方程写成将 x,y 视为等价的形式,即

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

当 Q(x0, y0) ̸= 0 时, 在 (x0, y0) 点附近, 方程等价于 dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
,

当 P (x0, y0) ̸= 0 时, 在 (x0, y0) 点附近, 方程等价于 dx

dy
= −Q(x, y)

P (x, y)
.

不加证明的给出以下定理

定理 2.3. 《常微分方程》柳彬 P106 推论 3.1 不要求掌握

设函数 f(x, y) = −P (x, y)

Q(x, y)
在区域 G 上连续, 且满足局部 Lipschitz 条件,

则对于任意一点 P0(x0, y0) ∈ G, 存在唯一的解 y = φ(x), 经过 P0, 且这个解作

为 G 中的曲线可以延伸至边界.

注记. 局部 Lipschitz 条件是指, 存在一个邻域 U(P0), 存在常数 L, 使得对于任

意的 (x, y1), (x, y2) ∈ U(P0), 有 |f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|.

这个定理说明了只要我 P (x, y),Q(x, y)的性质优良 (在 B1中可以不加验证

的认为足够优良), 那么方程 dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
的解是存在唯一的, 而且这个解用

连续性补上边界的缺失之后, 就是 P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 的解.
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例 2.4. 求 (x2 + 3y2)dx− 2xydy = 0 的解.

解. dy

dx
=

x2 + 3y2

2xy
, 令 u =

y

x
, 则 x

du

dx
+ u =

1 + 3u2

2u
, 解得 ln(1 + u2) =

ln |x|+ C0, 两边取指数, 并记 C1 = eC0 , 有 1 + u2 = C1x, 即 1 +
y2

x2
= C1x, 即

x2 + y2 = C1x
3.

后者的解去除了 x = 0 或 y = 0 的情况, 也就是说,dy
dx

=
x2 + 3y2

2xy
的

解是 g(x, y, C) = 0, xy ̸= 0 的图像, 其中 g(x, y, C) = x2 + y2 − Cx3. 而上

面的定理不仅保证了这个解存在唯一, 而且可以补上图像所缺的点. 也就是说

(x2 + 3y2)dx− 2xydy = 0 的解是 g(x, y, C) = 0 的图像.

B1 的作业和考试之中, 两边除 Q(x, y), 把方程变为 y′ =
dy

dx
= f(x, y) 的

形式, 这一操作是合理的. 而且也不用去分类讨论最终的图像有没有去除一些特

殊点, 直接认为求解所得的图像就是答案就好.

由此还发现了一个规律,如果方程的形式写为 y′ = f(x, y),那么解的形式可

以写为 y = F (x,C). 如果方程的形式写为 P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, 其中 x, y

看起来地位相同, 那么微分方程解的形式通常是隐函数 G(x, y, C) = 0, 这是一

条经验.

2.3 微分方程解中的常数

例 2.5. 指出下列微分方程解法中的不妥之处.

已知 y′′ sin2 x = 2y 有一个特解 y1 = cotx, 求通解.

y2(x) = cotx
∫

tan2xe−
∫
0dx = C1 cotx(

∫
sec2 dx−

∫
1dx) = C1 cotx(tanx+

C3)− C1 cotx(x+ C4) = (C5x+ C6) cotx+ C7 + C8x.

其中解不定方程时, 用拆成两个不定积分, 后面一步中增加了变元的数量,

实际上 C3, C4 可以只保留一个, 而且整体的答案没必要拆的这么细,C 保留在括

号里也是可以的.

例 2.6. 例 2.4 中, 有 ln(1+ u2) = ln|x|+C0 后取指数时, 为什么直接就把绝对

值去掉了?

我习惯于这么去想, 先利用平方通通换为隐式方程
(
1 +

y2

x2

)2

= Cx4, 解

得 (y2 + x2)2 = C ′x6, C ′ ⩾ 0. 这时候画一下图像会发现, 这个函数图像有

两支, 一支在 x > 0 的半个平面, 另一支在 x < 0 的半个平面. 他们分别是

x2 + y2 = Cx3, x > 0 和 x2 + y2 = −Cx3, x < 0.
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我给定 (x0, y0), x0 > 0将微分方程看成一个初值问题,就发现解只能在 x >

0 的半个平面. 因此可以取 x2 + y2 = C1x
3, C1 > 0, 如果给定 (x0, y0), x0 < 0,

那么解只能在 x < 0 的半个平面, 因此可以取 x2 + y2 = C2x
3, C2 > 0. 合起来

就是 x2 + y2 = Cx3.

微分方程的解不能写成 (x2 + y2)2 = Cx6, 因为在固定初值时, 解只能在某

一支上. 大部分有绝对值的题目要去掉绝对值的理由都是这个.

考试的时候对解进行开平方求某一支的时候, 不用写这么详细, 但是建议拿

图像判断一下, 写成过程就是分类讨论.

第 3 节 积分不等式

这部分常见于考试的压轴, 所以常见的方法是有必要掌握的.

3.1 命题方式

对

∫ 1

0

(a+ bx2 − f(x))2dx ⩾ 0, 展开得到

∫ 1

0

(a2 + b2x4 + f2(x)− 2af(x)− 2bx2f(x)) + 2abx2dx ⩾ 0

记 A =

∫ 1

0

f2(x)dx, B =

∫ 1

0

x2f(x)dx, C =

∫ 1

0

x2f(x)dx, 则有

a2 +
2

3
ab+

1

5
b2 +A− 2bB − 2aC ⩾ 0

A ⩾ 2bB + 2aC − a2 − 2

3
ab− 1

5
b2 := g(a, b)

g(a, b) 是一个关于 a, b 的二次函数, 这里涉及了一些多元微积分的知识, 我

们不加证明的认为, 当 g(a, b) 取得最大值时,g(a, b) 对 a, b 的偏导数为 0. 即

2C − 2a− 2

3
b = 0, 2B − 2

5
b− 2

3
a = 0

解得的 a, b 带回原不等式, 得到形如 C ⩾ λ1A
2 + λ2AB + λ3B

2 的不等式. 最后

得出某个形如

∫ 1

0

f2(x)dx ⩾ λ

∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

x2f(x)dx 的不等式.

把这个形式作为题目丢给你. 然而你做题的时候不是这么分析的, 你大概

顺着用 Cauchy-Schwarz 不等式的方法, 写出
∫ 1

0

f2(x)dx

∫ 1

0

(ax2 + b)2dx ⩾
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(∫ 1

0

f(x)(ax2 + b)dx

)2

.

这种题一是难在那个核心的

∫
(F (a, b, x))2dx ⩾ 0 是如何有关于 f(x) 的,

二这种题还会与微分中值, 泰勒展开, 其他不等式等等结合起来. 这里我列出尽

可能多的积分不等式的证明技巧,

3.2 拼凑法

拼凑法的常见思路大致有如下几种

• 拼凑转化为判别式 ∆ = b2 − 4ac ⩽ 0.

• 如果 m ⩽ f(x) ⩽ M , 拼凑 (f(x)−m)(M − f(x)) > 0

• 拼凑 Cauchy-Schwarz 不等式

例 3.1. Cauchy-Schwarz

设 f(x), g(x) ∈ C[a, b], 证明:

(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

⩽
∫ b

a

f2(x)dx

∫ b

a

g2(x)dx

证明.
∫ b

a

(f(x)− λg(x))2dx ⩾ 0, 展开得到

∫ b

a

f2(x)dx− 2λ

∫ b

a

f(x)g(x)dx+ λ2

∫ b

a

g2(x)dx ⩾ 0

利用 ∆ = b2 − 4ac ⩽ 0. 即证.

例 3.2. 设 f(x) 在区间 [a, b] 上连续且单增, 证明:

∫ b

a

xf(x)dx ⩽ a+ b

2

∫ b

a

f(x)dx

.

证明.
(
x− a+ b

2

)(
f(x)− f(

a+ b

2
)

)
⩾ 0, 两侧对 x 在 [a, b] 上积分, 有

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)(
f(x)− f(

a+ b

2
)

)
dx ⩾ 0

展开得到
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∫ b

a

xf(x)dx− a+ b

2

∫ b

a

f(x)dx− f

(
a+ b

2

)∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
dx ⩾ 0

其中

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
dx = 0. 即证.

例 3.3. 求最小的 k 使得

∫ 1

0

f2(x)dx ⩽ k

(∫ 1

0

f(x)dx

)2

对所有满足 1 ⩽ f(x) ⩽ 2 的可积函数都成立.

解. 对 (2− f(x))(f(x)− 1) ⩽ 0 积分得

3

∫ 1

0

f(x)dx− 2−
∫ 1

0

f2(x)dx ⩾ 0

因此只需要保证

−k

(∫ 1

0

f(x)dx

)2

+ 3

∫ 1

0

f(x)dx− 2 ⩽ 0

满足上式的必要条件为

∆ = 9− 8k ⩽ 0 ⇒ k ⩾ 9

8

.

3.3 利用微分中值定理

例 3.4. 设 f(x) 在 [0, 1] 上具有二阶连续导数,f(0) = f(1) = 0, 证明:

∫ 1

0

|f ′′(x)|dx ⩾ 4max |f(x)|

证明. 存在 x0 s.t. max
[0,1]

|f(x)| = |f(x0)| > 0,

由 langrange 中值定理, 存在 ξ1 ∈ (0, x0), 使得 f ′(ξ1) =
f(x0)

x0
, 存在 ξ2 ∈

(x0, 1), 使得 f ′(ξ2) = − f(x0)

1− x0
.
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∫ 1

0

|f ′′(x)|dx ⩾
∫ ξ2

ξ1

|f ′′(x)|dx ⩾
∣∣∣∣∣
∫ ξ2

ξ1

f ′′(x)dx

∣∣∣∣∣
= |f ′(ξ2)− f ′(ξ1)| =

∣∣∣∣ f(x0)

1− x0
− f(x0)

x0

∣∣∣∣
=

2

x0(1− x0)
|f(x0)| ⩾ 4|f(x0)|

例 3.5. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续可微, 且 f(0) = f(1) = 0, |f ′(x)| ⩽ M , 证明:

∫ 1

0

|f(x)|dx ⩽ M

4

证明. ∫ 1

0

|f(x)|dx =

∫ 1/2

0

|f(x)|dx+

∫ 1

1/2

|f(x)|dx

由 Taylor 公式二阶展开,∫ 1/2

0

|f(x)|dx =

∫ 1/2

0

|f(0) + f ′(ξ)x|dx

⩽ M

∫ 1/2

0

|x|dx =
M

8∫ 1

1/2

|f(x)|dx =

∫ 1

1/2

|f(1) + f ′(ξ)(x− 1)|dx

⩽ M

∫ 1

1/2

|x− 1|dx =
M

8

相加即证.

例 3.6. 设 f(x) 在 [a, b] 上有连续的导函数, 且 f(
a+ b

2
) = 0, 证明:

∫ b

a

|f(x)f ′(x)|dx ⩽ b− a

4

∫ b

a

|f ′(x)|2dx

证明. 令 F1(x) =

∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

x

f ′(t)dt

∣∣∣∣∣ = |f(x)|, 有

F1(x) ⩽
∫ a+b

2

x

|f ′(t)|dt ⇒ F ′
1(x) ⩽ −|f ′(x)|

因此有
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∫ a+b
2

a

|f(x)f ′(x)| =
∫ a+b

2

a

F1(x)|f ′(x)|dx ⩽
∫ a+b

2

a

F1(x)F
′
1(x)dx

=− 1

2
F 2
1 (x)

∣∣∣ a+b
2

a
=

1

2

(∫ a+b
2

a

|f ′(t)|dt

)2

⩽1

2

∫ a+b
2

a

|f ′(t)|2dt ·
∫ a+b

2

a

dt =
b− a

4

∫ a+b
2

a

|f ′(t)|2dt

同理有 ∫ b

a+b
2

|f(x)f ′(x)| =
∫ b

a+b
2

F2(x)|f ′(x)|dx ⩽
∫ b

a+b
2

F2(x)F
′
2(x)dx

=
1

2

(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|dt

)2

⩽1

2

∫ b

a+b
2

|f ′(t)|2dt ·
∫ b

a+b
2

dt =
b− a

4

∫ b

a+b
2

|f ′(t)|2dt

相加即证.

例 3.7. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上可微,|f ′(x)| ⩽ M ,
∫ b

a

f(x)dx = 0, 证明:

∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ⩽ M

8
(b− a)2

证明. 设 |F (x0)| = max
[a,b]

|F (x)|, 则 F ′(x0) = f(x0) = 0.

不妨设 a ⩽ x0 ⩽ a+ b

2
, 则有

|F (x0)| =
∣∣∣∣∫ x0

a

f(x)− f(x0)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ x0

a

f ′(ξ)(x− x0)dx

∣∣∣∣ ⩽ M

∫ x0

a

(x0 − x)dx =
M

8
(b− a)2.

3.4 练习

练习 3.8. 设 f(x) 在 [0, 1] 上单调递减, 证明: 对任意的 α ∈ (0, 1), 有

∫ α

0

f(x)dx ⩾ α

∫ 1

0

f(x)dx

证明.
∫ α

0

f(x)dx ⩾
∫ α

0

f(α)dx = αf(α)∫ 1

α

f(x)dx ⩽
∫ 1

α

f(α)dx =
1− α

α
αf(α) =

1− α

α

∫ α

0

f(x)dx.
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相加即证.

练习 3.9. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续可微, 证明:

max
[0,1]

|f(x)| ⩽
∫ 1

0

|f ′(x)|dx+

∫ 1

0

|f(x)|dx

证明. 设 |f(x0)| = max
[0,1]

|f(x)|, 则 f(x) =

∫ x

x0

f ′(t)dt+ f(x0).

由 f(x0) = f(x)−
∫ x

x0

f ′(t)dt, 两侧积分并取绝对值, 有

|f(x0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x0)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dt−
∫ 1

0

∫ x

x0

f ′(t)dtdx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 1

0

|f(x)|dx +∣∣∣∣∫ 1

0

(∫ x

x0

f ′(t)dt

)
dx

∣∣∣∣
后者有

∣∣∣∣∫ 1

0

(∫ x

x0

f ′(t)dt

)
dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

x0

|f ′(t)|dt
∣∣∣∣ dx ⩽

∫ 1

0

∫ 1

0

|f ′(t)|dtdx =∫ 1

0

|f ′(t)|dt, 即证.

练习 3.10. 设 f(x) 在 [a, b] 上连续可微, 证明:

max
[a,b]

f(x) ⩽
∫ b

a

|f ′(x)|dx+
1

b− a

∫ b

a

|f(x)|dx

证明. 设 f(x0) = max
[a,b]

f(x), 则 f(x) =

∫ x

x0

f ′(t)dt+ f(x0).

由 f(x0) = f(x)−
∫ x

x0

f ′(t)dt ⩽ f(x)+

∣∣∣∣∫ x

x0

f ′(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ f(x)+

∫ b

a

|f ′(x)|dx.

两侧在 [a, b] 上积分即证.

练习 3.11. 设 f(x) 在 [a, b] 上连续可微,f(a) = 0, 证明:

∫ b

a

f2(x)dx ⩽ (b− a)2

2

∫ b

a

f ′2(x)dx

证明. f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt =

∫ x

a

f ′(t)dt, 则 f2(x) =

(∫ x

a

f ′(t)dt

)2

.

由 Cauchy积分不等式,f2(x) =

(∫ x

a

f ′(t)dt

)2

⩽
(∫ x

a

f ′2(t)dt

)(∫ x

a

dt

)
=

(x− a)

∫ x

a

f ′2(t)dt ⩽ (x− a)

∫ b

a

f ′2(t)dt.

两侧在 [a, b] 上积分即证.
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练习 3.12. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续,0 ⩽ f(x) ⩽ 1, 证明:

2

∫ 1

0

xf(x)dx ⩾
(∫ 1

0

f(x)dx

)2

证明. 设 g(x) = 2

∫ x

0

tf(t)dt−
(∫ x

0

f(t)dt

)2

, 则 g(0) = 0.

g′(x) = 2xf(x)− 2

∫ x

0

f(t)dtf(x) = 2f(x)

(
x−

∫ x

0

f(t)dt

)
.

h(x) = x−
∫ x

0

f(t)dt, 有 h(0) = 0, 且 h′(x) = 1 − f(x) ⩾ 0, 即 h(x) 单调

递增,h(x) ⩾ 0.

故 g′(x) ⩾ 0, 即 g(x) 单调递增,g(x) ⩾ 0.

练习 3.13. 设 f(x)在 [0, 1]上可微,且 f(0) = 0, f ′(x) ⩾ 0,对于 0 < α < β < 1,

求证: ∫ 1

0

f(x)dx ⩾ 1− α

β − α

∫ β

α

f(x)dx

证明. 设 g(x) =

∫ x

α
f(x)dx

x− α
,g′(x) =

f(x)(x− α)−
∫ x

α
f(t)dt

(x− α)2
.

h(x) = f(x)(x − α) −
∫ x

α

f(t)dt, 有 h(α) = 0, 且 h′(x) = f(x) + (x −

α)f ′(x)− f(x) = (x− α)f ′(x) ⩾ 0, 即 h(x) 单调递增,h(x) ⩾ 0.

故 g′(x) ⩾ 0, 即 g(x) 单调递增,g(x) ⩾ g(β) =

∫ β

α
f(x)dx

β − α
.

练习 3.14. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续可微,f(0) + f(1) = 0, 证明:

∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ 1

2

∫ 1

0

|f ′(x)|dx

证明. f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt, f(x) = f(1)−
∫ 1

x

f ′(t)dt,

两式相加并积分, 有

2

∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

(∫ x

0

f ′(t)dt−
∫ 1

x

f ′(t)dt

)
dx

∣∣∣∣
⩽
∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0

f ′(t)dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

x

f ′(t)dt

∣∣∣∣ dx
⩽
∫ 1

0

∫ x

0

|f ′(t)|dt+
∫ 1

0

∫ 1

x

|f ′(t)|dtdx =

∫ 1

0

|f ′(t)|dt.
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练习 3.15. 设 f(x) 在 (0,+∞) 上连续可微, 且对任意的 x, y ⩾ 0, 有 |f ′(x) −

f ′(y)| ⩽ |x− y|, 证明:

(f ′(x))
2 ⩽ 2f(x)

证明. f(x+ y) = f(x) +

∫ x+y

x

f ′(t)dt

f(x+ y) ⩽ f(x) + yf ′(x) +

∫ x+y

x

|f ′(t)− f ′(x)|dt

⩽ f(x) + yf ′(x) +

∫ x+y

x

|t− x|dt

= f(x) + yf ′(x) +
1

2
(t− x)2|x+y

x

= f(x) + yf ′(x) +
1

2
y2

取 y = −f ′(x) 即证 f ′(x) ⩽ 0 的情况,

f ′(x) ⩾ 0 的情况对 f(x− y) 展开即证.

练习 3.16. 设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶连续可导, 证明:

max
[0,1]

|f ′(x)| ⩽ |f(1)− f(0)|+ max
[0,1]

|f ′′(x)|

证明. 设 |f ′(x0)| = max
[0,1]

|f ′(x)|.由微分中值,存在 ξ ∈ (0, 1), f ′(ξ) =
f(1)− f(0)

1− 0
=

f(1)− f(0).∫ 1

0

|f ′′(x)|dx ⩾
∣∣∣∣∫ u

x0

|f ′′(x)|dx
∣∣∣∣ ⩾ |f ′(u)− f ′(x0)|.

从而 |f(1)−f(0)|+
∫ 1

0

|f ′′(x)|dx ⩾ |f ′(u)|+ |f ′(x0)−f ′(u)| ⩾ |f ′(x0)|.

上面的这些例题所用工具整理如下:

1. Cauchy-Schwarz 不等式

2. Langrange 中值定理

3. f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt

4. 由 f(x) ⩽ g(x) 对两边进行积分

5.
∫ b

a

|f(x)|dx ⩾
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣
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