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作为形式化的语言, 数学分析语言想要以形象化的去推理, 也是从性质得出

灵感的. 但是需要强调的是, 考试的难度会远小于所给的性质定理结论的形式化

证明, 这门课程是数学分析 B1, 强调的是基本的概念和计算, 所以我们在复习的

时候, 要把握住这个重点, 不要被一些细节问题所困扰.

本讲义用于期末复习, 计划以知识点串讲的方式讲述知识点之间的联系, 以

题目讲解考试题型. 受篇幅影响, 可能会较少的涉及到非考试相关内容. 同时如

果一个知识点出现在多个地方, 我会结合这个地方的特征重复性的提及这些内

容.

第 1 节 极限与连续

我们对于一个概念的理解, 其实是从这个概念的性质以及算例中开始的. 比如收

敛数列是由 ε − δ 语言定义的, 但是我们判断一个数列收敛与否, 想象其点列的

结构其实是更加方便的.

极限与连续的主要知识点为

知识点 1.1. 极限

1. ε−N 语言定义收敛数列

2. 否定定义证明不收敛

3. Stolz, 两边夹求收敛

4. 常见无穷大量的比较: lnn ≪ nα ≪ an ≪ n! ≪ nn, α > 0, a > 1

5. Cauchy 准则

6. lim
n→∞

(1 + 1/n)n = e.

7. 实数完备性公理

8. Henie 定理等求极限技巧

1.1 ε−N 语言

究竟应该什么时候用?

其中 ε−N 语言无论是在数列极限, 函数极限, 连续性, 定积分的定义, 一致

收敛的函数列都会有涉及, 下半学期的这种判别主要以二级定理的判别法为主.
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具体而言, 当判断级数的收敛性, 绝对收敛性, 函数列的一致收敛性, 反常积

分的收敛性时, 要么可以直接用函数的性质要么可以用判别法, 这种题目中使用

ε−N , ε− δ 语言这种精细的操作一定是所有基础的判别尝试完了之后的无奈之

举.

例 1.2. 2020-2021,1,(2)

计算

∫ 1

0

lnxdx.∫ 1

0

lnxdx = lim
ε→0+

∫ 1

ε

lnxdx

= lim
ε→0+

[x lnx|1ε −
∫ 1

ε

x
1

x
dx]

= lim
ε→0+

[−ε ln ε+ 1− ε]

= 1.

此处不需要很精细的去说明 x lnx的连续性,不用从 ε−δ语言出发, lim
x→0+

x lnx =

0 这个结论我们已经很熟悉了.

例 1.3. 2021-2022,9,(1)

设 {an} 是实数列, a1 = 1, 且
∞∑

n=1

|an| 收敛. 证明:
∞∑

n=1

an cosnx 在

(−∞,+∞) 上一致收敛.

|an cosnx| ≤ |an|, 由 Weierstrass 判别法 定理 7.31 知
∞∑

n=1

an cosnx 在

(−∞,+∞) 上一致收敛.

Cauchy 判别法有好几个, 这里全列出来

定理 1.4. 数列的 Cauchy 准则

数列 {an} 收敛的充要条件是: 对任意 ε > 0, 存在 N ∈ N, 使得 n,m > N

时, |an − am| < ε.

定理 1.5. 函数的 Cauchy 准则

函数 f(x) 在 x0 处收敛的充要条件是: 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得

x, y ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 时, |f(x)− f(y)| < ε.

定理 1.6. 级数的 Cauchy 准则

级数
∞∑

n=1

an 收敛的充要条件是: 对任意 ε > 0, 存在 N ∈ N,∀n > N, ∀p, 有

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| < ε.
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定理 1.7. 函数列的 Cauchy 准则

函数列 {fn(x)} 在 E 上一致收敛的充要条件是: 对任意 ε > 0, 存在 N ∈

N,∀n > N, ∀p, ∀x ∈ E, 有 |fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+p(x)| < ε.

Cauchy 准则的使用情况其实是很少的, 因为他是与收敛等价的. 这个定理

很强, 而越强的定理, 放缩的越精细的定理, 往往使用的情况越少. 但是后面两个

Cauchy 准则的表述要能默写出来.

也就是说, 我们在考虑级数的收敛性, 绝对收敛性, 函数列的一致收敛性, 反

常积分的收敛性时, 可以把 Cauchy 准则,ε− δ 语言放在最后尝试.

但是有一种题型的 ε − δ 语言已经成为了定式, 这种虽然精细, 不易现场想

出来的操作, 最好背一下过程, 以便在考试中能够快速的完成.

题型 1.8. 2022-2023,7

设 f 是 [0, 1] 上的连续函数, 求极限 lim
n→∞

∫ 1

0

xnf(x)dx.

2020-2021,8

设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上连续, 且 f(x) 不恒为零,g(x) 恒正, 定义

In =

∫ b

a

(f(x))ng(x)dx, 证明数列 {In+1

In
} 收敛, 并求其极限.

这种题目的固定过程我也放在第八次习题课讲义之中, 如果做不出来, 可以

参考那里的解答. 根据出一年隔一年的规律, 合理怀疑今年会考 (bushi).

1.2 Stolz 定理

Stolz 定理一定不能反着用, 一定不能反着用, 一定不能反着用.

再来看一遍 Stolz 定理的叙述:

定理 1.9. Stolz 定理

设 {an}, {bn} 是两个数列, 且 lim
n→∞

bn = +∞, 若 lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= A, 则

lim
n→∞

an
bn

= A. 其中 A 可以是 +∞.

也就是我们在知道后者收敛或趋于定号无穷大的情况下, 可以用 Stolz 定理

求前者的极限. 单纯考 Stolz 的几乎不太会再出现了, 基本只会藏在级数的题目

里.

删去

我认为的是, 期中的时候倒数第二题那种利用 Stolz 的很细致的放缩, 是不

会再出现的. 关于这个定理只会成为相当不重要的一步, 而不是整个题目的重点.

也不用担心卡在 Stolz 定理上, 如果谈及 Stolz 定理的证明那就更不可能考了.
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1.3 常见无穷大量的比较

这一部分主要是养成一个直觉, 我从作业感觉大家的理解已经很到位了. 这

里再拿一个例子来说明一下.

例 1.10. 作业习题 7.1,2,(13)

研究
∞∑

n=1

lnn
4
√
n5
的敛散性.

由于 lnn 的增长速度太慢了, 他满足 lnn = o(nα), α > 0, 又总是存在

α <
1

4
使得 nα = o(n

1
4 ), 所以 lnn = o(n

1
4 ), 所以 lnn

4
√
n5

= o(
1

n
), 所以

∞∑
n=1

lnn
4
√
n5

收敛. 这也说明,
∞∑

n=1

lnn

nβ
, β > 1 都是收敛的. 当然过程不是这么写的, 过程可以

看群里作业答案.

可以这么说, 数列与函数的高阶大或者高阶小的判定, 数列极限函数极限的

判定, 是为级数的收敛性, 绝对收敛性, 函数列的一致收敛性, 反常积分的收敛性

准备的.

数列极限, 函数极限的求值是为微分学求值, 或者说进而为级数求值准备的.

因此我觉得没必要在专门去再刷一遍期中前的那些作业数列求值题起码不用动

手算, 只用说看一眼有思路就行.

第一章的闭区间套定理, 单调有上界必收敛, 二分法, 闭区间连续函数的性

质等证明这些证明思路太困难了, 而且他也属于完完全全的上学期的知识点. 而

且期末考试的宗旨是不主动考上半学期的内容, 除非顺带着涉及了. 因此复习时,

这几个实数的等价表示前后的定理, 掌握要求都属于能背出来定理的数学表示

就行.

第 2 节 单变量微分学

单变量微分学的主要知识点为

知识点 2.1. 单变量微分学

1. 导数的定义, 性质, 和计算

2. 微分概念, 微分中值定理

3. 单调性, 极值, 凹凸性, 拐点,Taylor 展开.
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期末考试对于导数和微分的定义和性质, 要能叙述出一阶微分的形式不变

性是什么含义, 其中 ∆y, dy 的区别是什么? 要能判断 xα sin 1

xβ
在 x = 0 处的可

微性.

解. 一阶形式微分不变性

∆y = f(x + ∆x) − f(x) = A∆x + o(∆x),∆x → 0. 称 A∆x 为函数

f(x) 在 x 处的一阶微分, 记作 df(x), 即 dy = A∆x, df(x) = A∆x. 也就是说

∆y = dy + o(∆x).

一阶形式微分不变性: 无论 y 是中间变量还是自变量, z = f(y) 的微分具有

相同的形式 df(y) = f ′(y)dy. 定理 3.11, P96

期末考试这部分概念不会猛猛与其他知识点结合, 考的比较单一

例 2.2. 2017-2018,7

已知函数 f(x) 在区间 (a, b) 上可导,x0 ∈ (a, b), 定义函数

g(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ (a, b)\{x0}

f ′(x0) x = x0

g(x) 在 x0 可导, 且 f(x) 在 x0 二阶可导, 求证:g′(x) 在 x0 连续.

拿定义写 g′(x) 的具体值.

高阶的导数得掌握, 由期中的那种题目可以看出很多同学对高阶导数的计

算不是很了解, 这是很不利于后面计算 Taylor 级数,Maclaurin 级数的. 基础的

lnx, ex, sinx, cosx 的高阶导数要能快速的写出来, 其中 sinx 的高阶导数不用写

分类讨论形式的, 要写成 sin(n) x = sin(x + n
π

2
) 的形式. 到稍微有一些难度的

arcsinx, x lnx,

∫ x

0

sin t

t
dt 的高阶导数也要能写出来.

例 2.3. 高阶导数的计算

2013-2014,1(2) 求
(
(x2 + 1) sinx

)(n).
2015-2016,3 设 f(x) = x ln(1 + x2), 求 f (n)(0).

2017-2018,6 求函数 f(x) = ln(1 + x) 在 x = 2 处的 Taylor 级数展开式.

2018-2019,1 设 f(x) =
ex

1− x
, 求 f (n)(0).

2020-2021,5 将 f(x) =
1

x2 + 3x+ 2
在点 x0 = −4 处展开成 Taylor 级数.

2023-2024,1(6) 求 (1 + x2) ln(1 + x2) 的 Maclaurin 级数.

((1 + x2) ln(1 + x2))′ = 2x ln(1 + x2) +
2x3

1 + x2
, 然后再求导.
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第 3 节 不定积分与定积分

不定积分与定积分的主要知识点为

知识点 3.1. 不定积分与定积分

1. 求解不定积分, 定积分

2. 定积分的性质, 定积分的应用

3.1 定积分的求解

1. 原函数

2. 还原法

3. 分布积分法

4. 分部积分

5. 分段函数

例 3.2.

I =

∫ π

0

x sinx

sinx+ | cosx|dx解.

I =

∫ π

0

x sinx

sinx+ cosx dx

=

∫ π

0

(π − x) sinx

sinx+ cosx dx (令y = π − x)

=
1

2

(∫ π

0

x sinx

sinx+ cosx dx+

∫ π

0

(π − x) sinx

sinx+ cosx dx

)
=

1

2

∫ π

0

π sinx

sinx+ cosx dx

=
1

2

∫ π/2

0

sinx

sinx+ cosx dx+
1

2

∫ π/2

0

cos y
cos y + sin y

dy (令x = y +
π

2
)

=
(π
2

)2

3.2 和积分有关的极限

和积分有关的极限题主要是两类, 一类是和式的极限, 要求能正确将和式的

极限表达成一个定积分, 一般都是将区间 n 等分, 另一类是含有变限积分的未定

式的极限, 要正确处理藏在积分内部的 x.
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例 3.3. 已知 f ′(x) 连续，f(0) = 0，f ′(0) ̸= 0，求 lim
x→0

∫ 1

0
f(x2t) dt∫ 1

0
f(xt) dt

.

lim
x→0

∫ 1

0
f(x2t) dt

x
∫ 1

0
f(xt) dt

= lim
x→0

∫ x2

0
f(t) dt

x2
∫ x

0
f(t) dt

.

利用 L’Hôpital 法则，有：

lim
x→0

∫ x2

0
f(t) dt

x2
∫ x

0
f(t) dt

= lim
x→0

2xf(x2)

2x
∫ x

0
f(t) dt+ x2f(x)

.

同时我们有：

lim
x→0

∫ x

0
f(t) dt
f(x2)

= lim
x→0

f(x)

2xf ′(x2)
= lim

x→0

f ′(0)x+ o(x)

2x(f ′(0) + o(x2))
=

1

2
.

lim
x→0

x2f(x)

2xf(x2)
= lim

x→0

x2(f ′(0)x+ o(x))

2x(f ′(0) + o(x2))
=

1

2
.

最终可得：

lim
x→0

∫ 1

0
f(x2t) dt∫ 1

0
f(xt) dt

= 1.

3.3 可积性

关于黎曼可积，一般不会考察，如果复习时间不够的话这一块就不需要看

了. 这一块主要是搞明白几个概念，达布和以及振幅. 我们简单梳理一下这几个

概念. 对于一个分割我们可以定义上和和下和，上和是小区间的长度乘以被积函

数在小区间上的上确界再求和，下和是小区间的长度乘以被积函数在小区间上

的下确界再求和. 达布上和是所有上和的下确界，上和随着分割的加细会减小，

这保证了我们可以让分割的细度趋于 0 从而达到下确界. 达布下和同理, 注意对

任意有界函数，达布上和和达布下和都是良定的，也就是都是有限的, 但是达布

上和和达布下和不一定相等，黎曼可积的函数就是达布上和等于达布下和的函

数. 函数在某个区间上的振幅就是函数在这个区间上的上下确界之差，由黎曼可

积的概念不难理解，可积的函数就是振幅求和随着分割细度趋于 0 而趋于 0 的

函数. 需要会的一类题目是若 f(x) 在区间 [a, b] 上可积，那么很多关于 f 的函

数例如 f2, ef , ln f 等都是可积的.

作为题目, 只需要考虑振幅即可.

定义 3.4 (课本 5.2.1 节). 振幅:
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对于给定的分割 T , 设函数 f(x) 在区间 [xi−1, xi] 上的上确界和下确界分

别为 Mi 和 mi, 即

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x).

并记 ω = M −m,ωi = Mi −mi, 其中 M = sup
x∈[a,b]

f(x),m = inf
x∈[a,b]

f(x), 称 ωi

为函数 f(x) 在区间 [xi−1, xi] 上的振幅.

定理 3.5 (定理 5.22). 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上有界, 则 f(x) 在区间 [a, b]

上可积的充要条件是:

lim
||T ||→0

n∑
i=1

ωi∆xi = 0

例 3.6. 2022-2023 6. 已知 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积, 证明 ef (x) 在 [a, b] 上也

是黎曼可积.

给定分割 T = {x0, x1, · · · , xn}, 设 f(x) 在 [xi−1, xi] 上的振幅为 ωi,

则 ef (x) 在 [xi−1, xi] 上的振幅为 Ωi = eMi − emi = eMi(1 − emi−Mi) ⩽
eM1− e−ωi ⩽ eMωi.

故
n∑

i=1

Ωi∆xi ⩽ eM
n∑

i=1

ωi∆xi → 0, ||T || → 0.

3.4 定积分的应用

公式要么会推, 要么能背下来.

3.4.1 弧长公式

参数方程形式:

平面曲线 L 表示为参数方程:

x = x(t)

y = y(t)

(t ∈ [α, β]), 则 L 的弧长为:

L =

∫ β

α

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

这个可以推出: 1. 直角坐标系下的弧长公式,y = f(x), 则令 x(t) = t, y(t) =

f(t), 则 L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

3. 极坐标系下的弧长公式,r = r(θ), 则令 x = r(θ) cos θ, y = r(θ) sin θ, 则

L =

∫ β

α

√
(r(θ))2 + (r′(θ))2dθ.
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3.4.2 面积

参数方程形式:

平面曲线 L 表示为参数方程:

x = x(t)

y = y(t)

(t ∈ [α, β]), 则

1. 曲线 L 与 x 轴围成的曲边梯形面积为:

S =

∫ β

α

|y(t)x′(t)|dt.

2. 曲线 L 与 x 轴围成的曲边梯形面积为:

S =

∫ β

α

|y(t)x′(t)|dt.

3. 曲线封闭, 则封闭图形的面积为:

S =

∣∣∣∣∣12
∫ β

α

(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt

∣∣∣∣∣ .
由这个也可以推出 y = f(x) 的面积公式.

第 4 节 微分方程

不会考的特别难, 因为前面的背死公式太为难人了, 而且计算量又很容易过大,

因此大概率就只考一下常系数微分方程.

其中要注意待定系数法:

例 4.1. f(x) = eλxPm(x) 型

求解非齐次方程 y′′ + py′ + qy = eλxPm(x) 时候, 可设特解为:

y∗ = xkPm(x)eλx
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其中: 

eλx照抄,

Pm(x)为m次一般多项式,

k =


0, 当λ不是特征根,

1, 当λ是特征单根,

2, 当λ是特征重根.

例 4.2. f(x) = eλx
[
Pl(x) cosωx+Qn(x) sinωx

]
型

求解非齐次方程 y′′ + py′ + qy = eλx
[
Pl(x) cosωx+Qn(x) sinωx

]
时候, 可

设特解为:

y∗ = xkeλx
[
Pm(x) cosωx+Qm(x) sinωx

]
其中：

eλx照抄,

m = max{l, n}, Pm(x)和Qm(x)分别为m次一般多项式,

k =

0, 当λ+ ωi不是特征根,

1, 当λ+ ωi是特征根.

也不用考虑的这么完善, 把下面这两个做了感觉一下就行, 完整形式的待定

系数计算量太大了.

例 4.3. 非齐次方程的求解

2023-2024 2. 求解微分方程 y′′ − 3y′ + 2y = ex 的通解.

2021-2022 4. 求解微分方程 y′′ + 3y′ + 2y = 2x 的通解.

2020-2021 3. 求微分方程 y′′ + 4y = 9x sinx 的通解.
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