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第一章  集合与映射 

 

习  题  1.1  集合 

 

⒈ 证明由 个元素组成的集合n T a a an={ 1 2， ， ， }有 个子集。 2n

解  由 个元素组成的子集的个数为 ， 。 k k
nC ∑

=
=+=

n

k

nnk
nC

0
2)11(

⒉ 证明： 

   (1) 任意无限集必包含一个可列子集； 

   (2) 设 与A B都是可列集，证明 也是可列集。 A B∪

证 （1）设T是一个无限集，先取 Ta ∈1 。由于T是无限集，必存在 ，

。再由T是无限集，必存在

Ta ∈2

12 aa ≠ Ta ∈3 ， 13 aa ≠ ， 23 aa ≠ 。这样的过

程可以无限进行下去，于是得到可列集 { },,,, 21 naaaS = ， 。 TS ⊂

（2）设 ，{ },,,, 21 naaaA = { },,,, 21 nbbbB = ，则 可表示为 A B∪

A B∪ { },,,,,,, 2211 nn bababa= 。 

⒊ 指出下列表述中的错误： 

   (1) { } ； 0 = ∅

   (2) ； a ⊂ { , , }a b c

   (3) { , ； }a b ∈{ , , }a b c

   (4) { , 。 ,{ , } }a b a b = { , }a b

解 （1） 是由元素 构成的集合，不是空集。 }0{ 0

（2） 是集合 的元素，应表述为a { , , }a b c ∈a { , , }a b c 。 
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（3） 是集合{ , 的子集，应表述为{ ba, } , }a b c { }⊂ba, { , , }a b c 。 

（ 4） 是由 和 为元素构成的集合，所以

，但

}},{,,{ baba ba, { , }a b

⊃}},{,,{ baba { , }a b ≠}},{,,{ baba { , }a b 。 

⒋ 用集合符号表示下列数集： 

   (1) 满足 x
x
−
+

≤
3
2

0的实数全体； 

   (2) 平面上第一象限的点的全体； 

   (3) 大于 0并且小于 1的有理数全体； 

   (4) 方程 的实数解全体。 0cotsin =xx

解（1） 。 { }32| ≤<− xx

（2） 。 { }00|),( >> yxyx 且

（3）{ }Qxxx ∈<< 且10| 。 

（4）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+= Zkkxx ,

2
| ππ 。 

⒌ 证明下列集合等式： 

   (1) ； A B D A B A D∩ ∪ ∩ ∪ ∩( ) ( ) (= )

C   (2) ( ) 。 A B A BC C∪ ∩=

证（1）设 ，则)( DBAx ∪∩∈ Ax∈ ，并且或者 Bx∈ ，或者 。于是

或者 ，或者 ，即

Dx∈

BAx ∩∈ DAx ∩∈ )()( DABAx ∩∪∩∈ ，因此 

)()()( DABADBA ∩∪∩∪∩ ⊂ ； 

设 ，则或者)()( DABAx ∩∪∩∈ BAx ∩∈ ，或者 DAx ∩∈ 。于是 ，

并且或者 ，或者 ，即

Ax∈

Bx∈ Dx∈ )( DBAx ∪∩∈ ，因此 

                )()()( DABADBA ∩∪∩∪∩ ⊃ 。 
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（2）设 ，则CBAx )( ∪∈ BAx ∪∈ ，即 Ax∈ 且 Bx∈ ，于是 ，因

此 

CC BAx ∩∈

CCC BABA ∩∪ ⊂)( ； 

设 ，则CC BAx ∩∈ Ax∈ 且 Bx∈ ，即 BAx ∪∈ ，于是 ，因此 CBAx )( ∪∈

                      。 CCC BABA ∩∪ ⊃)(

⒍ 举例说明集合运算不满足消去律： 

   (1)  ≠> A B A C∪ ∪= B C= ； 

   (2)  ≠> A B A C∩ ∩= B C= 。 

   其中符号“ ≠> ”表示左边的命题不能推出右边的命题。 

解  （1）设 { }cbaA ,,= ， { }dcbB ,,= ， { }dcC ,= ，则 A B A C∪ ∪= ，但 。  CB ≠

（2）设 ， ，{ }cbaA ,,= { }edcB ,,= { }dcC ,= ，则 A B A C∩ ∩= ，但 。 CB ≠

⒎ 下述命题是否正确?不正确的话，请改正。 

   (1) BAx ∩∈   ⇔ Ax ∈  并且 Bx ∈ ； 

   (2) BAx ∪∈   ⇔ Ax ∈  或者 Bx ∈ 。 

解（1）不正确。 BAx ∩∈  ⇔  Ax ∈  或者 Bx ∈ 。 

  （2）不正确。 BAx ∪∈  ⇔  Ax ∈  并且 Bx ∈ 。 
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习  题 1.2  映射与函数 

 

1. 设 },,{ γβα=S ,T ，问有多少种可能的映射 ? 其中

哪些是双射? 

a b c= { , , } f ：S T→

解 有 种可能的映射，其中有2733 = 6!3 = 种是双射，它们是 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

c
b
a

f
γ
β
α

: ， ， ， ， ， 。 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

b
c
a

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

a
c
b

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

c
a
b

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

b
a
c

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

a
b
c

f
γ
β
α

:

2. (1) 建立区间[ , 与[ , 之间的一一对应； ]a b ]0 1

   (2) 建立区间 ( , 与)0 1 ( ,−∞ )+∞ 之间的一一对应。 

解（1）  ]1,0[],[: →baf

         
ab
axyx

−
−

= ； 

  （2）  ),()1,0(: +∞−∞→f

         )cot()
2
1tan( xxx ππ −=− 。 

3. 将下列函数 和f g构成复合函数，并指出定义域与值域： 

   (1) y f u= =( ) loga u , u g x= =( ) x 2 3− ; 

   (2) y f u= =( ) arcsin u , u g x= =( ) e x； 

   (3) y f u= =( ) u 2 1− ,u g x= =( ) sec x； 

   (4) y f u= =( ) u ,u g x= =( )
x
x
−
+

1
1
。 

解（1） ，定义域：)3(log 2 −= xy a ( ) ( )+∞−∞− ,33, ∪ ，值域： ； ),( +∞−∞

  （2） ，定义域：xy 3arcsin= ( ]0,∞− ，值域： ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

2
,0 π
； 

  （3） xy tan= ，定义域： ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∈ 2
,

2
ππππ kk

Zk
∪ ，值域： [ )+∞,0 ； 
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  （4）
1
1

+
−

=
x
xy ，定义域： ( ) [ )+∞−∞− ,11, ∪ ，值域： [ ) ( )+∞,11,0 ∪ 。 

4. 指出下列函数是由哪些基本初等函数复合而成的： 

   (1) y
x

=
+

arcsin
1

12
;              (2) 3 21 log ( 1)

3 ay x= − 。 

解（1） ，uy arcsin=
v

u 1
= ， ； 12 += xv

（2） 3

3
1 uy = ， ， 。 vu alog= 12 −= xv

5. 求下列函数的自然定义域与值域： 

   (1) （ ）； xy a sinlog= 1>a

   (2) y x= cos ； 

   (3) y x= − −4 3 2x ； 

   (4) y x
x

= +2
4

1
。 

解（1）定义域： ( )ππ )12(,2 +
∈

kk
Zk
∪ ，值域： ( ]0,∞− ； 

  （2）定义域： ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

∈ 2
2,

2
2 ππππ kk

Zk
∪ ，值域： [ ]1,0 ； 

  （3）定义域： ，值域：[ 1,4− ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
5,0 ； 

  （4）定义域： ( ) ( )+∞∞− ,00, ∪ ，值域： ⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
+∞,

2
233

。 

6. 问下列函数 和f g是否等同？ 

   (1) f x( ) = 2log ( )a x ， g x( ) = 2loga x； 

   (2) f x( ) = 2 2sec tanx x− , g x( ) = 1； 

   (3) f x( ) = sin cos2 2x x+ , g x( ) = 1。 

解 （1）函数 和f g不等同； 
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（2）函数 和f g不等同； 

（3）函数 和f g等同。 

7. (1) 设 ,求 ； f x x x x( )+ = − + −3 2 3 53 2 1 f x( )

  (2) 设
13
13

1 +
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− x
x

x
xf ,求 。 f x( )

解（1）令 tx =+ 3 ，则 3−= tx ，代入等式，得到 

1)3(5)3(3)3(2)( 23 −−+−−−= ttttf 9777212 23 −+−= ttt ， 

所以 ； 9777212)( 23 −+−= xxxxf

  （2）令 t
x

x
=

−1
，则

1−
=

t
tx ，代入等式，得到 

( )
1

1
3

1
1

3

+
−

−
−=

t
t

t
t

tf
14
12

−
+

=
t
t
，所以

14
12)(

−
+

=
x
xxf 。 

8. 设 f x( ) =
+
1

1 x
,求 ， , 的函数表达式。 f f f f f f f f f

解（1）
2
1)(

+
+

=
x
xxff ； 

32
2)(
+
+

=
x

xxfff ； 

53
32)(

+
+

=
x
xxffff 。 

9.  证明：定义于 上的任何函数都可以表示成一个偶函数与一

个奇函数之和。 

( ,−∞ +∞)

证  显然
2

)()( xfxf −+
是偶函数，

2
)()( xfxf −−
是奇函数，而 

2
)()()( xfxfxf −+

=
2

)()( xfxf −−
+ 。 

10.  写出折线 ABCD所表示的函数关系 y f x= ( )的分段表示，其中

，A = ( , )0 3 B = −( , )1 1 ，C = ( , )3 2 ，D = ( , )4 0 。 

 6



解  

[ ]

( ]
( ]⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈+−

∈−

∈+−

=

4,382

3,1
2
5

2
3

1,034

xx

xx

xx

y 。 

y 

     
( , )1 1   

 

 

   O              x    2   x 

               图 1.2.8                    图 1.2.9 

 

11.  设 表示图1.2.8中阴影部分面积，写出函数f x( ) y f x= ( ) , x ∈[ , ]0 2

的表达式。 

解  
[ ]

( ]

2

2

1 0,1
2

1 2 1 1,2
2

x x
y

x x x

⎧ ∈⎪⎪= ⎨
⎪− + − ∈
⎪⎩

。 

12.  一玻璃杯装有汞、水、煤油三种液体，比重分别为13.6，1，0.8

克／厘米
３(图1.2.9)，上层煤油液体高度为5厘米，中层水液体高度

为4厘米，下层汞液体高度为2厘米，试求压强 P与液体深度 x之间

的函数关系。 

解  
[ ]
( ]
( ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∈−
∈−
∈

=
11,92.112118.1332
9,59898
5,04.78

)(
xx
xx
xx

xP 。 

13. 试求定义在[ , 上的函数，它是[ , 与[ , 之间的一一对应，]0 1 ]0 1 ]0 1
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但在[ , 的任一子区间上都不是单调函数。 ]0 1

解  。 
⎩
⎨
⎧
−

=
为无理数

为有理数

xx
xx

xf
1

)(
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第二章  数列极限 

 

习  题 2.1  实数系的连续性 

 

1.  (1) 证明 6不是有理数； 

(2) 3 + 2是不是有理数? 

证（1）反证法。若 6是有理数，则可写成既约分数
n
m

=6 。由 ，

可知 是偶数，设 ，于是有 ，从而得到 是偶数，这与

22 6nm =

m km 2= 22 23 kn = n

n
m
是既约分数矛盾。 

（2） 3 + 2不是有理数。若 3 + 2是有理数，则可写成既约分数

3 2+
n
m

= ，于是 2

2
2623

n
m

=++ ，
2
5

2
6 2

2
−=

n
m

，即 6是有理数，与

（1）的结论矛盾。 

2. 求下列数集的最大数、最小数，或证明它们不存在： 

    ； A x x= ≥{ | }0

    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <<=

3
20|sin πxxB ； 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<∈= + mnnm
m
nC 并且N, 。 

解  ；因为 ，有0min =A Ax∈∀ Ax ∈+1 ， xx >+1 ，所以 不存在。 Amax

1
2

sinmax ==
πB ；因为 Bx∈∀ ， ⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛∈∃

2
,0 πα ，使得 αsin=x ，于是有

B∈
2

sinα ， x<
2

sinα ，所以 Bmin 不存在。 
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Cmax 与 都不存在，因为Cmin C
m
n
∈∀ ，有 C

m
n

∈
+1

， C
m
n

∈
+
+

1
1

， 

1
1

1 +
+

<<
+ m

n
m
n

m
n

，所以 与 都不存在。 Cmax Cmin

3. A B, 是两个有界集，证明： 

    (1) 是有界集； A B∪

(2) 也是有界集。 S x y x A y B= + ∈ ∈{ | , }

证 （1）设 Ax∈∀ ，有 1Mx ≤ ， Bx∈∀ ，有 2Mx ≤ ，则 BAx ∪∈∀ ，有

{ }21,max MMx ≤ 。 

（2）设 ，有Ax∈∀ 1Mx ≤ ， Bx∈∀ ，有 2Mx ≤ ，则 Sx∈∀ ，有 21 MMx +≤ 。 

4. 设数集 S有上界，则数集T x x S= − ∈{ | }有下界，且supS = Tinf− 。 

证   设数集 S 的上确界为 ，则对任意Ssup ∈x T x x S= − ∈{ | }，有

，即 ；同时对任意Sx sup≤− Sx sup−≥ 0>ε ，存在 Sy∈ ，使得 ε−> Sy sup ，

于是 ，且Ty∈− ε+−<− Sy sup 。所以 Ssup− 为集合 T 的下确界，即

。 ST supinf −=

5. 证明有界数集的上、下确界唯一。 

证  设 既等于Ssup A，又等于 B，且 BA < 。取 0
2

>
−

=
ABε ，因为 B为

集合 的上确界，所以存在S Sx∈ ，使得 ABx >−> ε ，这与 A为集合 的

上确界矛盾，所以

S

BA = ，即有界数集的上确界唯一。同理可证有界

数集的下确界唯一。 

6. 对任何非空数集 S，必有 sup S ≥ inf S。当 sup S = inf S时，数集 S有什

么特点? 

解   对于任意的 ，有Sx∈ SxS supinf ≤≤ ，所以 。当SS infsup ≥

sup S = inf S时，数集 S是由一个实数构成的集合。 
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7. 证明非空有下界的数集必有下确界。 

证  参考定理2.1.1的证明。 

8. 设 S }3|{ 2 <∈= xxx 并且Q ，证明： 

   (1) S没有最大数与最小数； 

(2) S在Q内没有上确界与下确界。 

证 （1） S
p
q
∈∀ ， 0>

p
q

，则 3
2

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
p
q

， 2<
p
q

。取有理数 充分小，

使得

0>r

2
2 34 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−<+

p
qrr ，于是 <++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ r

p
qr

p
qr

p
q 22

22

342
2

<++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
rr

p
q

，

即 Sr
p
q

∈+ ，所以 没有最大数。同理可证S S没有最小数。 

（2）反证法。设 S在 内有上确界，记Q
m
nS =sup （ 且 互

质），则显然有

+∈Nnm, nm,

20 <<
m
n

。由于有理数平方不能等于3，所以只有两种

可能： 

（i） 3
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
n

，由（1）可知存在充分小的有理数 ，使得0>r 3
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + r

m
n

，

这说明 Sr
m
n

∈+ ，与
m
nS =sup 矛盾； 

（ii） 3
2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
n

，取有理数 充分小，使得0>r 34
2

2 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−

m
nrr ，于是

>+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

22 2 rr
m
n

m
nr

m
n 34 2

2

>+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ rr

m
n

，这说明 r
m
n
− 也是 的上

界，与

S

m
nS =sup 矛盾。所以 S没有上确界。 

同理可证 S没有下确界。 
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习  题  2.2  数列极限 

 

1. 按定义证明下列数列是无穷小量： 

⑴
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

1
1

2n
n

；  ⑵ { ( ) }； ( . )−1 0 99n n

⑶
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ + −n

n
51
；  ⑷

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++++

3

321
n

n
； 

⑸
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n
3

2

；  ⑹
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

!
3
n

n

； 

⑺
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

nn
n!
；  ⑻

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−

+
+

+
−

nnnn
n

2
1)1(

2
1

1
11

。

证 （1） )20( <<∀ εε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
2N ，当 时，成立Nn > ε<<

+
+

<
nn

n 2
1

10 2 。 

（2） )10( <<∀ εε ，取
lg

lg 0.99
N ε⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

，当 时，成立 Nn >

lg
lg0.99( 1) (0.99) (0.99)n n

ε

ε− < = 。 

（3） )20( <<∀ εε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
2

1N ，当 时，成立1Nn >
2

1 ε
<

n
；取 2 5

2logN
ε

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
，

当 时，成立2Nn > 5 n−

2
ε

< ；则当 { }21,max NNNn => 时，成立
1 5 n

n
ε−+ < 。 

（4） )10( <<∀ εε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1N ，当 时，成立 Nn >

ε<<
+

=
+++

<
nn

n
n

n 1
2

1210 23 。 

（5）当 时，有11>n
2 2 2n

3 33 (1 2) 2n n
n

n n
C

= <
+ nnn

n 1
)2)(1(8

6
<

−−
= 。于是 0>∀ε ，

取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1,11maxN ，当 时，成立Nn > ε<<<

n
n

n
1

3
0

2
。  
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（6）当 ，有5>n
555

2
13

2
1

!5
3

!
3 −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅≤

nnn

n
。于是 )30( <<∀ εε ，取 

lg
35 1lg
2

N

ε⎡ ⎤
⎢ ⎥

= + ⎢
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥，当 时，成立Nn > ε<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅<<

−5

2
13

!
30

nn

n
。 

（ 7）记
2
n
的整数部分为 ，则有m

m

nn
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<

2
1!
。 )10( <<∀ εε ，取

lg2 41lg
2

N ε
⎡ ⎤
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，当 时，有Nn > lg1 12 lg
2

Nm ε
> − > ，于是成立 

ε<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<

m

nn
n

2
1!0 。 

（8）首先有不等式
nnnnn

n 1
2
1)1(

2
1

1
110 <−+−

+
+

+
−< 。 )10( <<∀ εε ，

取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1N ，当 时，成立Nn > ε<<−+−

+
+

+
−<

nnnnn
n 1

2
1)1(

2
1

1
110 。 

2. 按定义证明下述极限： 

⑴ lim
n→∞

2 1
3 2

2
3

2

2

n
n

−
+

= ；  ⑵ lim
n→∞

n n
n

2

1
+

= ； 

⑶ lim
n→∞

( )n n n2 1
2

+ − = ；  ⑷ lim
n→∞

3 2nn + = 1； 

⑸ lim
n→∞

xn =1,其中
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+
=

− ，

，

是奇数

是偶数

n

n
n

nn
x

n
n

,101

, 。 

证 （1） 0>∀ε ，取 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ε
1N ，当 时，成立 Nn >

               ε<<
+

=−
+
−

222

2 1
)23(3

7
3
2

23
12

nnn
n

。 

（2） 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε2
1N ，当 时，成立 Nn >

 13



ε<<
++

=−
+

nnnnn
nn

2
111

2

2
。 

（3） 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε8
1N ，当 时，成立 Nn >

ε<<
++

=−−+
nnnn

nnnn
8
1

)(22
1)(

22
2 。 

（4）令 n
n an +=+ 123 ，则 ， 。当 时，

有

0>na 221)1(23 nn
n

n aCan +>+=+ 3>n

nnn
nan

3
)1(
)13(2
<

−
+

< ，所以 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 2

9
ε

N ，当 时，成立 Nn >

ε<<=−+
n

an n
n 3123 。 

（5） )10( <<∀ εε ，取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

εε
1lg,1max 2N ，当 时，若 是偶数，

则成立

Nn > n

ε<=−
n

xn
11 ；若n是奇数，则成立 ε<=− nnx

10
11 。 

3. 举例说明下列关于无穷小量的定义是不正确的： 

   (1) 对任意给定的 ε > ，存在0 N，使当n N> 时成立 ； xn

n n

< ε

(2) 对任意给定的 ε > ，存在无穷多个 ,使｜ ｜＜ε。 0 x x

解  （1）例如 ，则nxn −= { }nx 满足条件，但不是无穷小量。 

（2）例如
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
是偶数

是奇数

n
n

nn
xn 1 ，则{ }nx 满足条件，但不是无穷小量。 

4. 设 k是一正整数，证明： lim
n→∞

xn = a的充分必要条件是 。 lim
n→∞

xn k+ = a

证  设 ，则lim
n→∞

xn = a 0>∀ε ， N∃ ， Nn >∀ ，成立 ε<− axn ，于是也成

立 ε<−+ ax kn ，所以 lim
n→∞

xn k+ = a； 

设 lim
n→∞

xn k+ = a，则 0>∀ε ， 'N∃ ， 'Nn >∀ ，成立 ε<−+ ax kn ，取
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kNN += ' ，则 ，成立Nn >∀ ε<− axn ，所以 lim
n→∞

xn = a。 

5. 设 = ，证明：lim
n→∞

x n2 lim
n→∞

x n2 1+ = a lim
n→∞

xn = a。 

证  由 = ，可知lim
n→∞

x n2 lim
n→∞

x n2 1+ = a 0>∀ε ， 1N∃ ， 1Nn >∀ ，成立 ε<− ax n2 ； 

， ，成立2N∃ 2Nn >∀ ε<−+ ax n 12 。于是取 { }12,2max 21 += NNN ， ，

成立

Nn >∀

ε<− axn 。 

6. 设 ，且 ,证明：xn ≥ 0 lim
n→∞

xn = a ≥ 0 lim
n→∞

xn = a。 

证  首先有不等式 axax −≤− 。由 lim
n→∞

xn a= ，可知 0>∀ε ， ，

，成立

N∃

Nn >∀ 2ε<− axn ，于是 ε<−≤− nnnn axax 。 

7. { }是无穷小量，{ }是有界数列，证明{ }也是无穷小量。 xn n n ny x y

证  设对一切 ，n Myn ≤ 。因为{ }是无穷小量，所以xn 0>∀ε ， ，

，成立

N∃

Nn >∀
M

xn
ε

< 。于是 Nn >∀ ，成立 ε<nn yx ，所以{ }也是

无穷小量。 

xn yn

8. 利用夹逼法计算极限： 

   (1) lim
n→∞

n

n

1

1
3
1

2
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++ ； 

   (2) lim
n→∞

⎜
⎝

⎛
+ 1
1

n
 + 1

2n +
 + ⋯ + ⎟⎟

⎠

⎞
+ nn
1  ； 

   (3) lim
n→∞ ∑

+

=

2

2

)1( 1n

nk k
； 

   (4) lim
n→∞

1 3 5 2 1
2 4 6 2
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

( )
( )
n

n
。 

解（1）由 nn
n

n
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++<

1
1

3
1

2
111  与 1lim =

∞→

n
n

n ，可知 
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lim
n→∞

11
3
1

2
11

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

n

n
。 

（2）由 ⎜
⎝

⎛
+

<
+ 1

1
nnn

n  + 1
2n +

 + ⋯ + 
1

1
+

<⎟⎟
⎠

⎞
+ n

n
nn

， 1lim =
+∞→ nn
n

n
 

与 1
1

lim =
+∞→ n
n

n
，可知 

 lim
n→∞

⎜
⎝

⎛
+ 1
1

n
 + 1

2n +
 + ⋯ + 11

=⎟⎟
⎠

⎞
+ nn

。 

（3）由
n

n
kn

n n

nk

221
1
222

2

2

)1( +
<<

+
+

= ∑
+

=
 与 222lim =

+
∞→ n

n
n

，可知 

lim
n→∞ ∑

+

=

2

2

)1( 1n

nk k
2= 。 

（4）应用不等式 )12)(12(2 +−> kkk ，得到
12

1
)2(642
)12(5310

+
<

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

<
nn

n
，

由 0
12

1lim =
+∞→ nn

，可知 

lim
n→∞

0
)2(642
)12(531
=

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅
n

n
。 

 9. 求下列数列的极限： 

⑴ lim
n→∞

3 4
1

2

2

n n
n
+ −
+

1 ;  ⑵ lim
n→∞

n n n
n n

3 2

3

2 3
2 3
+ − +

− +
1 ; 

⑶ lim
n→∞

3
3 1

3

1 3

n

n

n
n
+

+ ++ ( )
;  ⑷ lim

n→∞
( ) sin

nn 2 1 1
2

+ −
π

n ; 

⑸ lim
n→∞

n n n( + −1 ) ;  ⑹ lim
n→∞

n n n( )24 1 1+ − + ; 

⑺ lim
n→∞

1
n

n
!
;  ⑻ lim

n→∞
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 22

11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 23

11 ⋯ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

11
n
；

⑼ lim
n→∞

lgn n n ;  ⑽ lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++ n

n
2

12
2
3

2
1

2 。 
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解（1） lim
n→∞

3 4 1
∞→

=
n
lim

1

2

2

n n
n
+ −
+

3
11

143

2

2
=

+

−+

n

nn 。 

（2） lim
n→∞

n n n
n n

3 2

3

2 3 1+
∞→

=
n
lim

2 3
+ −

− + 2
1

312

1321

32

32
=

+−

+−+

nn

nnn 。 

（3） lim
n→∞ 31

3

)1(3
3

++
+

+ n
n

n

n

∞→
=

n
lim

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

+

+1

3

3

3
)1(13

3
1

n

n

n

n

3
1

= 。 

（4）因为 lim
n→∞

112 =+n n ， 1|
2

sin| ≤
πn

，所以 

lim
n→∞

( ) sinn
nn 2 1 1
2

+ −
π

0= 。 

（5） lim
n→∞

n n n( )+ −1
∞→

=
n
lim =

++ nn
n

1
lim
n→∞

=
++ 111

1

n
2
1
。 

（6） lim
n→∞

n n n( )24 1 1+ − +
)11)(11(

])1(1[lim
24 2

22

++++++

+−+
=

∞→ nnnn

nnn
n  

)11)(11(

2lim
24 2 ++++++

−
=

∞→ nnnn

nn
n  

=
++++++

−
=

∞→
)1111)(1111(

2lim

2
4

2 nnnn

n 2
1

− 。 

（7） lim
n→∞

1 1lg1 lg lg
2 n

n

+ + +
= −∞，所以 

lim
n→∞

=n
n!
1 0。 

（8） lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 22

11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 23

11 ⋯ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

11
n
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∞→
=

n
lim =

+−
⋅

−
−

⋅⋅
⋅

⋅
⋅

⋅
⋅

22222
)1)(1(

)1(
)2(

4
53

3
42

2
31

n
nn

n
nn lim

n→∞
=

+
n

n
2

1
2
1
。 

（9） 21 lg nn n n n< < ， lim
n→∞

12 =n n ，所以 

lim
n→∞

lgn n n = 1。 

（10）设 nn
nx
2

12
2
5

2
3

2
1

32
−

++++= ，则 12 2
12

2
5

2
312 −

−
+++= nn

nx ，两式

相减，得到 nnn
nx
2

12)
2

1
2
1

2
11(1 22

−
−+++++=

−
。由 

∞→n
lim 2)

2
1

2
1

2
11( 22 =++++

−n ， 0
2

12lim =
−

∞→ nn

n
，
可知 

3lim =
∞→

nn
x 。

  
 

10. 证明：若 （ ），且0>na ,2,1=n 1lim
1

>=
+

∞→
l

a
a

n

n

n
，则 。 0lim =

∞→ nn
a

证 取 ，由lr <<1 1lim
1

>=
+

∞→
l

a
a

n

n

n
，可知 NnN >∀∃ , ，成立 1

1
>>

+

r
a
a

n

n ，于

是
1

1
10

−−

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<<

Nn

Nn r
aa 。由

1

1
1lim 0

n N

Nn
a

r

− −

+→∞

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

可知 

0lim =
∞→ nn

a 。 

11．证明：若 （ ），且0>na ,2,1=n a
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim ，则 aan
nn
=

∞→
lim 。 

证  由 n
n

nn
n a

a
a
a

a
aaa

12

3

1

2
1

−

⋅⋅⋅⋅= 及 a
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim ，可知 

aan
nn
=

∞→
lim 。 

12. 设 (a a )存在，证明： lim
n→∞

an1 2+ + +

   (1) lim
n→∞

1
21 2n

a a nan( )+ + + = 0； 

   (2) lim
n→∞

( ! )n a a an
n⋅ 1 2

1

 = 0  ( , i = 1,2,⋯,n)。 ai > 0
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解（1）设 ，nn Saaa =+++ 21 lim
n→∞

aSn = ，则由 可知 ka nS Sk
k

n

n
k

n

= =

−

∑ ∑= −
1 1

1

k

lim
n→∞

0]
1

11[limlim1 1

11
=−=

−
⋅

−
−= ∑∑

−

=∞→∞→=
aaS

nn
nSka

n

n

k
knnn

n

k
k 。 

（2）由 n
naaan

1

21 )!(0 ⋅< )2(1
21 nnaaa

n
+++≤ 与（1），即得到 

lim
n→∞

( ! )n a a an
n⋅ 1 2

1

 = 0。   

13. 已知 lim
n→∞

an = a， lim
n→∞

bn b= ，证明： 

lim
n→∞

a b a b a b
n

abn n n1 2 1 1+ + +
=− 。 

证  令 nnnn bbaa βα +=+= , ，由 lim
n→∞

an = a， lim
n→∞

bn b= ，可知 lim
n→∞

0=nα ，

lim
n→∞

0=nβ 。设 ，+∈∀ Nn Mn ≤β 。因为 

+=
+++ − ab

n
bababa nnn 1121 ∑

=

n

k
kn

b
1
α ∑

=
+

n

k
kn

a
1
β ∑

=
+−+

n

k
knkn 1

1
1 βα ，

 

∑
=

+− ≤
n

k
knkn 1

1 ||1 βα ||
1
∑
=

n

k
kn

M α ，
 

由 01lim
1

=∑
=∞→

n

k
kn n

α ， 01lim
1

=∑
=∞→

n

k
kn n

α
 
及 01lim

1
=∑

=∞→

n

k
kn n

β ，得到
 

lim
n→∞

a b a b a b
n

abn n n1 2 1 1+ + +
=− 。 

14. 设数列{ a }满足n lim
n→∞

a a a
n

n1 2+ + +
= a  −∞( ＜ ＜a )∞+ 。证明： 

lim
n→∞

a
n

n = 0。 

证  因为 =
+++ −

∞→ n
aaa n

n
121lim lim

n→∞
a

n
aaa

n
n n =

−
+++

⋅
− − )

1
1( 121 ，所以 

lim
n→∞

a
n

n = lim
n→∞ n

aaa n+++ 21( 0)121 =
+++

− −

n
aaa n 。 
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习  题  2.3  无穷大量 

 

1. 按定义证明下述数列为无穷大量： 

   (1) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

12
12

n
n

；               (2) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

na
1log  ； )1( >a

   (3) { }；             (4) nn tanarc−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+

+
+ nnn 2

1
2

1
1

1
。 

证（1） ，取 ，当 时，成立0>∀G ]3[ GN = Nn > Gn
n

n
>>

+
+

312
12

。 

（2） ，取 ，当 时，成立0>∀G ][ GaN = Nn > Gn
n aa >=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ log1log 。 

（3） ，取0>∀G ]
2

[ π
+= GN ，当 时，成立Nn > Gnn >− arctan 。 

（4） ，取 ，当 时，成立 0>∀G ]2[ 2GN = Nn >

   G
n

n
nnn

>>++
+

+
+ 22

1
2

1
1

1
。 

2. (1) 设 lim
n→∞

an = +∞ (或 )，按定义证明： −∞

lim
n→∞

a a a
n

n1 2+ + +
= +∞ (或−∞ ); 

   (2) 设a ＞0， = 0 ，利用（1）证明：  n lim
n→∞

an

lim
n→∞

(a a an
n

1 2

1

)  = 0。 

证（1）设 ，则+∞=
∞→

nn
alim GaNnNG n 3:,0,0 11 >>∀>∃>∀ 。对固定的 ，1N

:,2 1 NnNN >∀>∃
2

121 G
n

aaa N <
+++

，于是 

≥
+++

n
aaa n21

n
aaa nNN +++ ++ 21 11 GGG

n
aaa N =−>

+++
−

22
3121

。 

同理可证当 时，成立lim
n→∞

an ∞−= lim
n→∞

a a a
n

n1 2+ + +
−∞= 。 
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（2） n
naaa

1

21 )ln(
n

aaa nlnlnln 21 +++
= ，由 −∞=

∞→
nn

alnlim ，可知 

−∞=
∞→

n
nn

aaa
1

21 )ln(lim ，从而 

lim
n→∞

(a a an
n

1 2

1

)

n n

 = 0。 

3. 证明： 

(1) 设{ }是无穷大量，｜ ｜≥ >x y δ 0，则{ }是无穷大量； xn ny

  (2) 设{ }是无穷大量，limxn n→∞
yn = b≠0，则{ }与xn yn

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

y
x
都是无穷大

量。 

证  （1）因为{ }是无穷大量，所以xn 0>∀G ，N∃ ， Nn >∀ ，成立
δ
Gxn > 。

于是 ，成立Nn >∀ Gyx nn > ，所以{ }也是无穷大量。 xn yn

（2）由 ≠0，可知 'lim
n→∞

yn = b N∃ ， 'Nn >∀ ，成立 by
b

n 2
2

≤≤ 。因为{ }

是无穷大量，所以 ，

xn

0>∀G "N∃ ， "Nn >∀ ，成立
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

> Gb
b
Gxn 2,2max 。

取 ， ，成立{ }",'max NNN = Nn >∀ Gyx nn > 与 G
y
x

n

n > ，所以{ }与xn yn

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

y
x
都是无穷大量。 

4. (1) 利用 Stolz定理，证明： 

lim
n→∞

1 3 5 2 1 4
3

2 2 2 2

3

+ + + + +
=

( )n
n

； 

   (2) 求极限 lim
n→∞ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+++++
3
4)12(531

3

2222

n
nn 。 

解（1） lim
n→∞

=
+++++

3

2222 )12(531
n

n lim
n→∞ 3

4
)1(

)12(
33

2
=

−−
+
nn

n
。 
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（2）lim
n→∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+++++
3
4)12(531

3

2222

n
nn

∞→
=

n
lim 2

3222

3
4])12(31[3

n
nn −++++  

∞→
=

n
lim

22

332

)1(33
)1(44)12(3

−−
−+−+

nn
nnn

∞→
=

n
lim 4

36
124
=

−
−

n
n

。 

5. 利用 Stolz定理，证明： 

    (1) lim
n→∞

loga n
n

 = 0  ( )； a > 1

(2) lim
n→∞

n
a

k

n  = 0  ( ，a > 1 k是正整数)。 

证 （1） lim
n→∞

loga n
n

= lim
n→∞

0
1

log =
−n
n

a 。 

（2） lim
n→∞

n
a

k

n = lim
n→∞

=
−

−−
−1
)1(

nn

kk

aa
nn lim

n→∞ )1(
)(

1
1

−−
−

aa
nP

n
k ， 

其中 为关于n的 次多项式；重复上述过程 次即得到 )(1 nPk− 1−k k

lim
n→∞

n
a

k

n = lim
n→∞

=
−−

−

)1(
)(

1
1

aa
nP

n
k lim

n→∞
=

−−
−

22
2

)1(
)(

aa
nP

n
k

∞→
=

n
lim 0

)1(
)(0 =
−− kkn aa
nP

。 

6.  (1) 在 Stolz定理中，若 lim
n→∞

x x
y y

n n

n n

−
−

−

−

1

1
= ∞，能否得出 lim

n→∞

x
y

n

n
= ∞的结 

论? 

    (2) 在 Stolz定理中，若 lim
n→∞

x x
y y

n n

n n

−
−

−

−

1

1
不存在，能否得出 lim

n→∞

x
y

n

n
不存

在的结论? 

解 （1）不能。考虑例子 , x nn
n= −( )1 y nn = ， lim

n→∞

x x
y y

n n

n n

−
−

−

−

1

1
 

∞→
=

n
lim ∞=

−−
1

)12()1( nn
， 但 lim

n→∞

x
y

n

n

n

n
)1(lim −=

∞→
极限不存在。 

（2）不能。考虑例子 , ，x nn
n= − + − + + − −1 2 3 4 1 1( ) y nn =

2 lim
n→∞

x x
y y

n n

n n

−
−

−

−

1

1
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12
)1(lim

1

−
−

=
−

∞→ n
nn

n
极限不存在，但 lim

n→∞

x
y

n

n
0= 。 

7. 设 0＜ ＜1， ，证明 λ lim
n→∞

an = a

lim
n→∞

(a a )a an n n
n+ + + +− −λ λ λ1

2
2 0 =

−
a

1 λ
。 

证 记 ，则1−= λk n
n

n
n

n
n

nn k
aakakaaa 01

1

01
+++

=+++ −
−

− λλ ，利用 Stolz 

定理， 

lim
n→∞

( )a a a an n n
n+ + + +− −λ λ λ1

2
2 0 n

n
n

n
n

n k
aakak 01

1

lim
+++

= −
−

∞→
 

)1(
lim 1 −

=
−∞→ kk

ak
n

n
n

n λ−
=

1
a
。 

8. 设 ,当 时有极限。{ }为单调递增的正数数列，且

 (n ）。证明： 

A an k
k

n

=
=
∑

1
n → ∞ pn

p → +∞n → ∞

lim
n→∞

p a p a p a
p

n n

n

1 1 2 2 0
+ + +

=  。 

证  设 ，作代换AAnn
=

∞→
lim 1−−= kkk AAa ，得到 

=
+++

n

nn

p
apapap 2211

n

nnn
n p

ppAppAppAA )()()( 11232121 −− −++−+−
− ， 

对上式求极限，在求后一分式的极限时应用 Stolz定理， 

lim
n→∞

n

nn

p
apapap +++ 2211  

n

nnn
nnn p

ppAppAppA
A

)()()(
limlim 11232121 −−

∞→∞→

−++−+−
−=

 

−= A lim
n→∞

1

1)(

−

−

−
−

nn

nnn

pp
ppA

0=−= AA 。 
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习  题 2.4  收敛准则 

 

1． 利用 lim
n→∞

e
n

n

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 求下列数列的极限： 

⑴ lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

11 ;  ⑵ lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1
11 ; 

⑶ lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
11 ;  ⑷ lim

n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

11 ; 

(5) lim
n→∞

n

nn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 2

111 。    

解（1） lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

11
∞→

=
n
lim =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−−− 1)1(

1
11

1
11

nn

n

e
1
。 

（2） lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

1
11

∞→
=

n
lim =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−+ 11

1
11

1
11

nn

n

e。 

（3） lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
11

∞→
=

n
lim =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

2

2
11

n

n
e。 

（4） lim
n→∞

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

11
∞→

=
n
lim =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn

n

1

2

2

11 1。 

（5）当 时，有 2≥n

nnn

nnnn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

11111
2

11 2 。 

由 lim
n→∞

e
n

n

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

2
11 与 lim

n→∞
e

n

n

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 ，即得 lim
n→∞

e
nn

n

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 2

111 。 

2. 利用单调有界数列必定收敛的性质，证明下述数列收敛，并求出

极限： 

   (1) =x1 2 , =xn+1 2 + xn ,n = 1 2 3, , , ； 
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   (2) =x1 2 , =xn+1 2xn , n = 1 2 3, , , ； 

   (3) =x1 2 , =xn+1

−
+

1
2 xn

,n = 1 2 3, , , ； 

   (4) =1, =x1 xn+1 4 3+ xn ,n = 1 2 3, , , ； 

   (5) 0＜ ＜1, =1x1 xn+1 nx−− 1 ,n = 1 2 3, , , ； 

   (6) 0＜ ＜1, = (2 ),nx1 xn+1 xn nx− = 1 2 3, , , 。 

解 （1）首先有 =10 x< 22 < ，设 20 << kx ，则 10 +< kx = 22 <+ kx ，由

数学归纳法可知 ，n∀ 20 << nx 。由 

=−+ nn xx 1 2 + xn 12 −+− nx
1

1

22 −

−

+++

−
=

nn

nn

xx
xx

， 

可知数列 保持同号；再由}{ 1 nn xx −+ 012 >− xx ，可知 n∀ ， ，

所以 是单调增加有上界的数列，因此收敛。设 ，对等式

=

01 >−+ nn xx

}{ nx axnn
=

∞→
lim

xn+1 2 + xn 两端求极限，得到方程 aa += 2 ，解此方程，得到 ，

因此 

2=a

2lim =
∞→

nn
x 。 

  （2）首先有 =10 x< 22 < ，设 20 << kx ，则 10 +< kx = 22 <kx ，由数

学归纳法可知 n∀ ， 。由20 << nx =−+ nn xx 1 nx2 nx− 0)2( >−= nn xx ，

可知 是单调增加有上界的数列，因此收敛。设 ，对等式

=

}{ nx axnn
=

∞→
lim

xn+1 nx2 两端求极限，得到方程 aa 2= ，解此方程，得到 （另

一解 舍去），因此 

2=a

0=a

2lim =
∞→

nn
x 。 

  （3）首先有 121 −>=x ，设 1−>kx ，则  = 1+kx 1
2

1
−>

+
−

kx
，由数学
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归纳法可知 ， 。由n∀ 1−>nx =−+ nn xx 1 =−
+
−

n
n

x
x2
1 0

2
)1( 2

<
+
+

−
n

n

x
x

，可知

是单调减少有下界的数列，因此收敛。设

}{ nx

axnn
=

∞→
lim ，对等式 =xn+1

−
+

1
2 xn

两端求极限，得到方程
a

a
+
−

=
2

1
，解此方程，得到 1−=a ，因此 

1lim −=
∞→

nn
x 。 

  （4）首先有 = ，设10 x< 41 < 40 << kx ，则 10 +< kx = 434 <+ kx ，由数

学归纳法可知 n∀ ， 。由40 << nx =−+
22

1 nn xx 234 nn xx −+ 0)1)(4( >+−= nn xx ，

可知 是单调增加有上界的数列，因此收敛。设 ，对等式

=

}{ nx axnn
=

∞→
lim

xn+1 4 3+ xn 两端求极限，得到方程 aa 34 += ，解此方程，得到 ，

因此 

4=a

4lim =
∞→

nn
x 。 

  （5）首先有 ，设10 1 << x 10 << kx ，则 10 +< kx = 111 <−− kx ，由数学

归纳法可知 ， 。由n∀ 10 << nx =−+ nn xx 1 011 <−−− nn xx ，可知 是

单调减少有下界的数列，因此收敛。设

}{ nx

axnn
=

∞→
lim ，对等式 =xn+1 nx−− 11

两端求极限，得到方程 aa −−= 11 ，解此方程，得到 0=a （另一解

舍去），因此 

1=a

0lim =
∞→

nn
x 。 

  （6）首先有 ，设10 1 << x 10 << kx ，则 10 +< kx = 1)2( <− kk xx ，由数学

归纳法可知 ， 。由n∀ 10 << nx =−+ nn xx 1 0)1()2( >−=−− nnnnn xxxxx ，可

知 是单调增加有上界的数列，因此收敛。设 ，对等式

= (2 )两端求极限，得到方程

}{ nx axnn
=

∞→
lim

xn+1 xn nx− )2( aaa −= ，解此方程，得到

（另一解 舍去），因此 

1=a

0=a
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1lim =
∞→

nn
x 。 

3. 利用递推公式与单调有界数列的性质，证明： 

   (1) lim
n→∞

2
3

3
5

4
7

1
2 1

0⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+
+

=
n
n

； 

   (2) lim
n→∞

a
n

n

!
= 0   (a＞1)； 

   (3) 
∞→n

lim 0!
=nn

n
。 

证 （1）设
12

1
7
4

5
3

3
2

+
+

⋅⋅⋅⋅=
n
nxn ，则 ，0>nx 1

32
21 <
+
+

=+

n
n

x
x

n

n ，所以 是

单调减少有下界的数列，因此收敛。设

}{ nx

axnn
=

∞→
lim ，对等式 =xn+1 nx

n
n

32
2
+
+

两端求极限，得到 aa
2
1

= ，于是 0=a ，因此 

lim
n→∞

2
3

3
5

4
7

1
2 1

0⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+
+

=
n
n

。 

（2）设
!n

ax
n

n = ，则 ，且当 时，0>nx an > 1
1

1 <
+

=+

n
a

x
x

n

n ，所以 从

某一项开始是单调减少有下界的数列，因此收敛。设 ，对等

式 =

}{ nx

xxnn
=

∞→
lim

xn+1 nx
n

a
1+
两端求极限，得到 0=x ，因此 

lim
n→∞

a
n

n

!
= 0。 

（3）设 nn n
nx !

= ，则 ，0>nx 111
1

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+

n

n

n

nx
x

，所以 是单调减少有

下界的数列，因此收敛。设

}{ nx

axnn
=

∞→
lim ，对等式 1

11 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += n

n

n x
n

x 两端求极

限，得到 ，于是 ，因此 eaa = 0=a

lim
n→∞

a
n

n

!
= 0。 

4. 设 =xn+1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

n
n x

x 2
2
1 , ，分  = 1 与n = 1 2 3, , , x1 21 −=x 两种情况求
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lim
n→∞

xn。 

解 对 ，易知 ， ，且当 时，11 =x n∀ 0>nx 2≥n 2≥nx 。由 

01
21 ≤+−=−+

n

n
nn x

x
xx ，可知数列{ }nx 单调减少有下界，所以收敛。设

，对等式 =axnn
=

∞→
lim xn+1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

n
n x

x 2
2
1

两端求极限，得到 )2(
2
1

a
aa += ，解得

2=a （ 2−=a 舍去），因此 

lim
n→∞

2=nx 。 

对 ，易知 ，21 −=x n∀ 2−≤nx 。由 01
21 ≥+−=−+

n

n
nn x

x
xx ，可知数

列 单调增加有上界，所以收敛。设{ }nx bxnn
=

∞→
lim ，对等式 =xn+1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

n
n x

x 2
2
1

两端求极限，得到 )2(
2
1

b
bb += ，解得 2−=b （ 2=b 舍去），因此       

lim
n→∞

2−=nx 。 

5. 设  = a ,  = b ,x1 x2 x
x x

n
n n

+
+=
+

2
1

2
（n = 1 2 3, , , ），求 。 lim

n→∞
xn

解 首先利用递推公式 )(
2
1

11 −+ −−=− nnnn xxxx ，得到数列{ }的通

项公式

nn xx −+1

)(
2
1 1

1 abxx
n

nn −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−

−

+ 。于是由 

)()()( 123121 −−++−+−+= nnn xxxxxxxx ∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−+=

1

0 2
1)(

n

k

k

aba ， 

得到 

lim
n→∞

xn 3
2ba +

= 。 

6. 给定 0＜ ＜b，令  = a ,  = b。 a x1 1y

   (1) 若 = xn+1 x yn n ，  =yn+1

x yn n+
2
（n = 1 2 3, , , ）， 

       证明｛ ｝，｛ ｝收敛，且  = 。这个公共极限称xn yn lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn
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为 与 的算术几何平均； a b

   (2) 若  = xn+1

x yn n+
2

,  = yn+1

2x y
x y

n n

n n+
（n = 1 2 3, , , ），证明｛ ｝,{ }

收敛，且 = 。这个公共极限称为 与 的算术调和

平均。 

xn yn

lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn a b

证 （1）首先易知 ，有 。由n∀ nn yx ≤ 0)(1 ≥−=−+ nnnnn xyxxx ，  nn yy −+1

0)(
2
1

≤−= nn yx ，得到 byyxxa nnnn ≤<<<≤ ++ 11 ，即{ }nx 是单调增加有上

界的数列，{ 是单调减少有下界的数列，所以它们收敛。设 ，

，对  =

}ny lim
n→∞

xxn =

lim
n→∞

yyn = yn+1

x yn +
2

n 的两端求极限，得到 yx = 。 

  （2）首先易知当 时，有 。由2≥n nn yx ≥ nn xx −+1 0)(
2
1

≤−= nn xy ，

nn yy −+1 0
)(
≥

+
−

=
nn

nnn

yx
yxy

，得到当 时， 2≥n

2
2

11
baxxyy

ba
ab

nnnn
+

≤<<<≤
+ ++ ，即{ }ny 是单调增加有上界的数列，{ }

是单调减少有下界的数列，所以它们收敛。设

nx

lim
n→∞

xxn = ， ，

对  =

lim
n→∞

yyn =

1+nx
x yn +

2
n 的两端求极限，得到 yx = 。 

7. 设  = x1 2 ,  = xn+1

1
2 + xn

（n = 1 2 3, , , ），证明数列｛ ｝收敛，并

求极限 。 

xn

lim
n→∞

xn

解  当 120 −<< nx 时，有 121 −>+nx ；当 12 −>nx 时，有 

120 1 −<< +nx 。 

由于 1221 −>=x ，得到 n∀ ， 1212 −>+nx ， 120 2 −<< nx 。于是由 

=− −+ 1212 nn xx =−
+
+

−
−

−
12

12

12

25
2

n
n

n x
x
x

0
5

)12)(12(2

12

1212 <
+

+++−−

−

−−

n

nn

x
xx

， 

=−+ nn xx 222 =−
+
+

n
n

n x
x
x

2
2

2

25
2

0
5

)12)(12(2

2

22 >
+

+++−−

n

nn

x
xx

， 
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可知数列{ 单调减少有下界，数列}12 −nx { }nx2 单调增加有上界，从而都

收敛。 

设 = ， ，对等式lim
n→∞ nx2 a lim

n→∞
bx n =−12 =+12nx

12

12

25
2

−

−

+
+

n

n

x
x

与 =+22nx
n

n

x
x

2

2

25
2
+
+

两

端求极限，得到方程
a
aa

25
2
+
+

= 与
b
bb

25
2
+
+

= ，解此两方程，得到解

12 −=a 与 12 −=b （另两解 12 −−=a 与 12 −−=b 舍去），因此 

12lim −=
∞→

nn
x 。 

8. 设｛ ｝是一单调数列，证明  = 的充分必要条件是：存在

｛ ｝的子列{ }满足

xn lim
n→∞

xn a

xn xnk
lim
k→∞

xnk
= a。 

证 必要性显然，现证充分性。不妨设｛ ｝单调增加， ， xn lim
k→∞

xnk
= a

则 0>∀ε ， K∃ ， ：Kk >∀ 0≤−<− ax
knε 。 取 1+= KnN ， ， Nn >∀

1+>∃ KM  ，使得 ，于是MK nnn <<+1 0
1

≤−≤−≤−<−
+

axaxax
MK nnnε ， 

因此 =a。 lim
n→∞

xn

9. 若有界数列｛ ｝不收敛，则必存在两个子列{ }与{ }收敛

于不同的极限，即  = ，  = b， ≠b。 

xn )1(
kn

x )2(
kn

x

lim
k→∞

)1(
kn

x a lim
k→∞

)2(
kn

x a

证  由于｛ ｝不收敛，所以xn 00 >∃ε ， N∀ ， Nnm >>∃ ： 0ε≥− nm xx 。 

取 ， ：11 =N 111 Nnm >>∃ 011
ε≥− nm xx ， 

取 ， ：12 mN = 222 Nnm >>∃ 022
ε≥− nm xx ， 

,   

取 ， ：1−= kk mN kkk Nnm >>∃ 0ε≥−
kk nm xx ， 

.   

于是得到｛ ｝的两个子列｛ ｝与｛ ｝，它们都是有界数列。

首先｛ ｝具有收敛子列｛ ｝，由于对应的｛ ｝也是有界数列，

又具有收敛子列｛ ｝。 

xn knx
kmx

knx 'knx 'kmx

"kmx
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记{ } { })1(" kk nn = ，{ } { })2(" kk nm = ，则得到｛ ｝的两个子列{ }与{ }，

它们收敛于不同的极限。 

xn )1(
kn

x )2(
kn

x

10. 若数列{ }无界，但非无穷大量，则必存在两个子列{ }与

{ }，其中｛ ｝是无穷大量，｛ ｝是收敛子列。 

xn )1(
kn

x

)2(
kn

x )1(
kn

x )2(
kn

x

证  由于数列{ }不是无穷大量，所以xn 0>∃M ，使得数列{ }中有无

穷多项满足

xn

Mxn ≤ ，于是从中可以取出数列{ }的一个收敛子列

{ }。又由于数列{ }无界，所以对

xn

kmx xn 0>∀G ，数列{ }中必有无

穷多项满足

xn

Gxn > 。 

取 ，则 ，使得11 =G 1n∃ 11
Gxn > ， 

取 ，则 ，使得22 =G 12 nn >∃ 22
Gxn > ， 

,   

   取 ，则 ，使得kGk = 1−>∃ kk nn kn Gx
k
> ， 

             .

记{ } { })1(
kk nn = ，{ } { })2(

kk nm = ，则得到｛ ｝的两个子列{ }与{ }， xn )1(
kn

x )2(
kn

x

其中｛ ｝是无穷大量，｛ ｝是收敛子列。 )1(
kn

x )2(
kn

x

11. 设 S是非空有上界的数集， sup S  = a ∈ S。证明在数集 S中可取

出严格单调增加的数列{ }，使得xn lim
n→∞

xn = a。 

证  由 sup S =a ∈ S，可知 0>∀ε ， Sx∈∃ ，使得 axa <<−ε 。 

先取 11 =ε ，则 ，使得Sx ∈∃ 1 axa <<− 11ε ；对 0},
2
1min{ 12 >−= xaε ， 

则 ，使得Sx ∈∃ 2 axa <<− 22ε ，其中 2211 )( xaxaax <−≤−−= ε ；对 

0},
3
1min{ 23 >−= xaε ，则 Sx ∈∃ 3 ，使得 axa <<− 33ε ，其中 

3322 )( xaxaax <−≤−−= ε ； ； 对 0},1min{ 1 >−= −nn xa
n

ε ，则 ， Sxn ∈∃

使得 axa nn <<− ε ，其中 nnnn xaxaax <−≤−−= −− ε)( 11 ； 由此在数 
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集 S中取到了严格单调增加的数列{ }，使得xn lim
n→∞

xn = a。 

12. 设{( ,b )}是一列开区间，满足条件： an n

1 2 n n 2 1(1)  ＜a ＜⋯＜ ＜⋯＜ ＜⋯＜b ＜b ， a a b

     (2) (b )=0。 lim
n→∞ n na−

证明存在唯一的实数 ξ 属于所有的开区间 ( , )，且

= = lim 。 

an bn

ξ lim
n→∞

an n→∞
bn

证 根据题意，{ }na 单调增加有上界，{ }nb 单调减少有下界，因此都收

敛。设 lim
n→∞

ξ=na ，则 lim
n→∞

=nb lim
n→∞

ξ=−+ )]([ nnn aba 。由于 严格单调

增加， 严格单调减少，可知

{ }na

{ }nb n∀ ，有 nn ba << ξ ，即ξ属于所有的开

区间( ,b )。 an n

    若存在另一 'ξ 属于所有的开区间( ,b )，则由an n nn ba << 'ξ ，利用极

限的夹逼性，得到
∞→

=
n
lim'ξ =na lim

n→∞
ξ=nb ，即满足题意的ξ是唯一的。 

13. 利用 Cauchy收敛原理证明下述数列收敛： 

    (1)  = a a   xn q a q a qn
n

0 1 2
2+ + + + ),1( Maq k ≤< ； 

(2)  = xn 1
1
2

1
3

1
11− + − + − +( ) n

n
。 

证 （1） )
1

0(
q

M
−

<<∀ εε ，取

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=
q

M
q

N
ln

)1(
ln ε

，当 时，成立 Nn >

)1( 121

1

−−+

+=
++++≤∑ nmnm

nk

k
k qqqqMqa ε<

−
< +1

1
nq

q
M

。 

（2） 0>∀ε ，取 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
1N ，当 时，成立Nn > ε<

+
<−∑

+=

+

1
11)1(

1

1

nk

m

nk

k 。 

14. (1) 设数列{ }满足条件 |xn lim
n→∞

xn+1 nx− | = 0，问{ }是否一定是基本

数列。 

xn
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(2) 设数列{ }满足条件｜xn xn+1 nx− ｜＜
1

2n（n = 1 2 3, , , ）。证明{ }

是基本数列。 

xn

解（1）不一定。反例：
n

xn
1

3
1

2
11 ++++= 。 

（2） )10( <<∀ εε ，取

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=

2
1ln

ln1 εN ， Nnm >>∀ ，成立 

nnmmmmnm xxxxxxxx −++−+−≤− +−−− 1211  

ε<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<+++<

−

−+

1

11 2
1

2
1

2
1

2
1 n

mnn 。 

15. 对于数列｛ ｝构造数集 ： xn k

k n

A

A  = { ｜n≥x k }={ , ,⋯}。 xk k+1x

记 diam {｜ ｜，xAk = sup −nx xm n ∈ Ak , xm ∈ Ak }，证明数列{ }收敛的充 xn

分必要条件是 

lim
k→∞

diam  = 0。 Ak

证  因为 diam  = 0，lim
k→∞

Ak 0>∀ε ， K∃ ， Kk >∀ ，成立 diam ε<kA 。取

，则 ，成立KN = Nnm >>∀ ≤− nm xx diam ε<+1kA 。 

16. 利用 Cauchy收敛原理证明：单调有界数列必定收敛。 

证  采用反证法。不妨设{ 是单调增加的有界数列。假设它不收敛，

则

}nx

00 >∃ε ， ， ：0>∀N Nnm >∃ , 0ε>− nm xx 。 

取 ;:,1 01111 11
ε>−>>∃= nm xxNnmN  

;:, 022212 22
ε>−>>∃= nm xxNnmmN取   

.

;:, 01 ε>−>>∃= − kk nmkkkkk xxNnmmN取  

于是 )(01
∞→+∞→>− kkxx nmk

ε ，与数列{ }nx 有界矛盾。 
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第三章  函数极限与连续函数 
 

习  题  3.1  函数极限 
 

1. 按函数极限的定义证明： 

⑴ lim
x→2

x 3＝8；  ⑵ lim
x→4

x  = 2； 

⑶ lim
x→3

x
x
−
+

1
1

 ＝ 1
2
；  ⑷ lim

x→∞

x
x
+
−
1

2 1
 = 1

2
； 

⑸ lim ln
x

x
→ +0

= −∞；  ⑹ lim
x→+∞

e− x＝0； 

⑺ lim
x→ +2

2
42

x
x −

= +∞；  ⑻ lim
x→−∞

x
x

2

1+
= −∞。 

证 （1）先取 12 <−x ，则 31 << x ， 219)2)(42(8 23 −<−++=− xxxxx ，

于是对任意的 0>ε ，取 0
19

,1min >
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

εδ ，当 δ<−< 20 x 时，成立 

ε<−<− 21983 xx ，所以 

lim
x→2

x 3＝8。 

（2）首先函数 x的定义域为 ，且0≥x 4
2
1

2
4

2 −≤
+

−
=− x

x
x

x ，于是

对 任 意 的 0>ε ， 取 { } 02,4min >= εδ ， 当 δ<−< 40 x 时 ， 成 立

ε<−≤− 4
2
12 xx ，所以 

lim
x→4

x = 2。 

（3）先取 13 <−x ，则 42 << x ，
)1(2

3
2
1

1
1

+
−

=−
+
−

x
x

x
x 3

6
1

−< x ，于是对任

意 的 0>ε ， 取 { } 06,1min >= εδ ， 当 δ<−< 30 x 时 ， 成 立

2
1

1
1
−

+
−

x
x ε<−< 3

6
1 x ，所以 

lim
x→3

x
x
−
+

1
1
＝

1
2
。 

（4）先取 1>x ，则 xx ≥−12 ，
2
1

12
1
−

−
+

x
x

122
3
−

=
x x2

3
≤ ，于是对任意

的 0>ε ，取 0
2
3,1max >
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

ε
X ，当 Xx > 时，成立

2
1

12
1
−

−
+

x
x ε<≤

x2
3

，

所以 

 lim
x→∞

x
x
+
−
1

2 1
= 1

2
。 
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（5）对任意的 ，取 ，当0>G 0>= −Geδ δ<< x0 时，成立 ，所

以 
Gx −<ln

lim ln
x

x
→ +0

= −∞。 

（6）对任意的 10 << ε ，取 01ln >=
ε

X ，当 时，成立 ，

所以 

Xx > εε =<< − ln0 ee x

lim
x→+∞

e− x＝0。 

（7）先取 120 <−< x ，则 32 << x ， 1
2

2
>

+x
x

，于是对任意的 ，取 0>G

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

G
1,1minδ ，当 δ<−< 20 x 时，成立 G

xxx
x

x
x

>
−

>
−+

=
− 2

1
)2)(2(

2
4

2
2 ，

所以 

lim
x→ +2

2
42

x
x −

= +∞。 

（8）先取 ，则1−<x 1
1
>

+x
x

，于是对任意的 ，取 ，

当 时，成立

0>G { GX ,1max= }

Xx −< Gx
x
x

−<<
+1

2
，所以 

lim
x→−∞

x
x

2

1+
= −∞。 

2. 求下列函数极限： 

⑴ lim
x→1

x
x x

2

2

1
2 1

−
− −

；  ⑵ lim
x→∞

x
x x

2

2

1
2 1

−
− −

； 

⑶ lim
x→0

3 5 2
3

5 3

5 3

x x
x x x

− +
− +

x
；  ⑷ lim

x→0

( )( )1 2 1 3 1+ + −x x
x

； 

⑸ lim
x→0

( )1 1+ −x
x

n

；  ⑹ lim
x→0

( ) ( )1 1
2

+ − +mx nx
x

n m

； 

⑺ lim
x a→

sin sinx a
x a
−
−

；  ⑻ lim
x→0

x
x

2

1− cos
； 

⑼ lim
x→0

cos cosx x
x
− 3

2 ；  ⑽ lim
x→0 3

sintan
x

xx −
。 

解 

（1） lim
x→1

x
x x

2

2

1
2 1

−
− − 1

lim
→

=
x

=
+
+

12
1

x
x

3
2
。 

（2） lim
x→∞

=
−−

−
12

1
2

2

xx
x

2
1
。 

（3） lim
x→0

3 5 2
3

5 3

5 3

x x x
0

lim
→

=
xx x x

− +
− +

=
+−
+−

42

42

3
352
xx
xx

3
2
。 

（4） lim
x→0

=
−++

x
xx 1)31)(21( lim

x→0
=

−++
x

xx 1)651( 2
5。 
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（5） lim
x→0

=
−+

x
x n 1)1( lim

x→0
=

+++
x

xxCxC n
nn

221

n。 

（6） lim
x→0 2

)1()1(
x

nxmx mn +−+  

0
lim
→

=
x 2

222222 )1()1(
x

xnxnCmnxxmxmCnmx mm
m

nn
n ++++−++++  

)(
2
1 mnnm −= 。 

（7） lim
x a→

=
−
−

ax
ax sinsin lim

x a→ ax

axax

−

−+
2

sin
2

cos2
acos= 。 

（8） lim
x→0

=
− x

x
cos1

2
lim
x→0

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin2 2

2

x
x

2。 

（9） lim
x→0

=
−

2
3coscos

x
xx lim

x→0
=2

2sin4sin2
x

xx 4。 

（10） lim
x→0

=
−
3
sintan

x
xx lim

x→0
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xx

xx

cos
2

sinsin2

3

2

2
1
。 

3. 利用夹逼法求极限： 

⑴ lim
x→0 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
x 1
；  ⑵ lim

x→+∞
x x

1

。 

解（1） ，当0>∀x
n

x
n

1
1

1
≤<

+
，有 11

1
≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡<

+ x
x

n
n

。由 1
1

lim =
+∞→ n
n

n
，可知 

+→0
lim

x
11

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
x 。 ，当0<∀x

1
11
+

−≤<−
n

x
n

，有
n

n
x

x 111 +
<⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡≤ 。由 11lim =

+
∞→ n

n
n

，

可知
−→0

lim
x

11
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
x 。由此得到 

0
lim
→x

11
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
x 。 

（2）当 1+<≤ nxn ，有 nxn nxn
11

1
1

)1( +<<+ 。由
∞→n

lim 11
1

=+nn 与
∞→n

lim 1)1(
1

=+ nn ，

得到 

lim
x→+∞

1
1

=xx 。 

4. 利用夹逼法证明： 

   (1) lim
x→+∞ x

k

a
x  = 0   (a＞1，k为任意正整数)； 

   (2) lim
x→+∞

ln k x
x

 = 0  (k为任意正整数)。 
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解（1）首先有 ][
)1]([0 x

k

x

k

a
x

a
x +

<< ，由 0)1(lim =
+

∞→ n

k

n a
n

即得到 

lim
x→+∞

x
a

k

x  = 0。 

（2）令 ，则tx =ln t

kk

e
t

x
x
=

ln
，且当 +∞→x 时，有 +∞→t 。再利用（1）

的结论，即得到 

lim
x→+∞

ln k x
x

 = 0。 

5. 讨论单侧极限： 

   (1) = f x( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<<
<<

≤<

,322
,21,

,10,
2
1

2

xx
xx

x
x

 在 x = 0,1,2三点； 

   (2)  = f x( )
2

2 1

1

1

x

x

+

−

1
，    在 x = 0点； 

   (3) Dirichlet函数 

D (x) =  在任意点； 
⎩
⎨
⎧

,,0
,,1

为无理数

为有理数

x
x

   (4)  = f x( )
x
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

x
1 , 在 x = 1

n
（n = 1 2 3, , , ）。 

解（1） +∞=
+→

)(lim
0

xf
x

，
2
1)(lim

1
=

−→
xf

x
， 1)(lim

1
=

+→
xf

x
， 4)(lim

2
=

−→
xf

x
， 。 4)(lim

2
=

+→
xf

x

（2） 1)(lim
0

−=
−→

xf
x

， 1)(lim
0

=
+→

xf
x

。 

（3） 在任意点无单侧极限。 )(xD
（4） 0)(lim

1
=

−→
xf

n
x

， 1)(lim
1

=
+→

xf
n

x
。 

6. 说明下列函数极限的情况： 

   (1) lim
x→∞

sin x
x

;              (2) lim
x→∞

e sinx x ; 

   (3) lim
x→+∞

x
x

α sin
1 ;           (4) lim

x→∞

2

11
x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ; 

   (5) lim
x→∞

x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

11 ;          (6) lim
x→ +0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

xx
11
。 

解（1） lim
x→∞

=
x

xsin 0。 

（2） ，
−∞→x

lim 0sine =xx

+∞→x
lim e sinx x极限不存在，所以 lim

x→∞
e sinx x极限不

存在。 
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（3）
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>∞+
=
<

=
+∞→

1
11
10

1sinlim
α
α
α

α

x
x

x
。 

（4）
+∞→x

lim +∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

11
x

x
，

−∞→x
lim 011

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x

x
，所以 lim

x→∞

2

11
x

x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 极限不存

在。 

（5） lim
x→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x

x2
11 1。 

（6）取
n

xn
1' = ，

2
1

1"

+
=

n
xn ，则

∞→n
lim 011

'' =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

nn xx
，

∞→n
lim

2
111

"" =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

nn xx
，

所以 lim
x→ +0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

xx
11
极限不存在。 

7．设函数 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
=

||
sin

1

2)( 4

1

x
x

e

exf
x

x
。 

问当 时， 的极限是否存在？ 0→x )(xf

解 由于 =
+→

)(lim
0

xf
x

110sin

1

2lim 41

1

0
=+=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
+→ x

x

e

e

x

x

x
， 

=
−→

)(lim
0

xf
x

112sin

1

2lim 4

1

0
=−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+

+
−→ x

x

e

e

x

x

x
，所以 

1
||

sin

1

2lim)(lim 4

1

00
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+
=

→→ x
x

e

exf
x

x

xx
。 

8. 设  = A（a≥0），证明：lim
x a→

f x( ) lim
x a→

f x( )2  = A 。 

证  设  = A（a≥0），则lim
x a→

f x( ) 0>∀ε ， 0'>∃δ ， )'0( δ<−<∀ axx ，有 

ε<− Axf )( 。取 0
21
',1min >

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
=

a
δδ ，则当 δ<−< ax0 时，首先有

aax 21+<+ ， 于 是 ax −< 20 '))(( δ<−+= axax ， 从 而

ε<− Axf )( 2 ，这就说明了 lim
x a→

f x( )2  = A 。 

9. (1) 设  = A，证明：  = A 。 
0

lim
→x

)( 3xf
0

lim
→x

)(xf
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  (2) 设  = A，问是否成立  = A？ 
0

lim
→x

)( 2xf
0

lim
→x

)(xf

证  （1）设  = A，则
0

lim
→x

)( 3xf 0>∀ε ， 0'>∃δ ， )'0( δ<<∀ xx （即

33 '0 δ<< x ），有 ε<− Axf )( 3 。取 ，则当0'3 >= δδ δ<< x0 时，有

3
1

0 x< 'δ< ，从而 ε<− Axf )( ，这就说明了 = A 。 
0

lim
→x

)(xf

（2）当 = A时，不一定成立 = A。例如： ，

则 ，但极限 不存在。 
0

lim
→x

)( 2xf
0

lim
→x

)(xf
⎩
⎨
⎧

<
>

=
00
01

)(
x
x

xf

0
lim
→x

1)( 2 =xf
0

lim
→x

)(xf

10. 写出下述命题的“否定命题”的分析表述： 
   (1) { }是无穷小量； xn

   (2) { }是正无穷大量； xn

   (3) 在 的右极限是 A； f x( ) x0

   (4) 在 的左极限是正无穷大量； f x( ) x0

   (5) 当 x → ∞− , 的极限是 A； f x( )
   (6) 当 x→ ∞+ ， 是负无穷大量。 f x( )
解（1） 00 :,,0 εε ≥>∃∀>∃ nxNnN 。 
（2） 。 00 :,,0 GxNnNG n ≤>∃∀>∃

（3） 0000 )(:),(,0,0 εδδε ≥−+∈∃>∀>∃ Axfxxx 。 
（4） 0000 )(:),(,0,0 GxfxxxG ≤−∈∃>∀>∃ δδ 。 
（5） 00 )(:),(,0,0 εε ≥−−−∞∈∃>∀>∃ AxfXxX 。 
（6） 00 )(:),(,0,0 GxfXxXG −≥+∞∈∃>∀>∃ 。 
11. 证明 = 的充分必要条件是：对于任意从右方收敛于

的数列{ } ，成立 

lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ x0

xn )( 0xxn >

lim
n→∞

f xn( ) = ∞+ 。 

证  必要性：由 =lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ ，可知 0>∀G ， 0>∃δ ， )0( 0 δ<−<∀ xxx ：

。因为数列{ } 收敛于 ，对于上述Gxf >)( xn )( 0xxn > x0 0>δ ， ，

：

N∃

Nn >∀ δ<−< 00 xxn 。于是当 时，成立 ，即

= 。 
Nn > Gxf n >)(

lim
n→∞

f xn( ) ∞+

充分性：用反证法。设 =lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ 不成立，则 00 >∃G ， 0>∀δ ，

)0( 0 δ<−<∃ xxx ： 。取0)( Gxf ≤
nn
1

=δ ， ,3,2,1=n ： 

  对于 11 =δ ， )10( 011 <−<∃ xxx ： 01)( Gxf ≤ ； 
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对于
2
1

2 =δ ， )
2
10( 022 <−<∃ xxx ： 02 )( Gxf ≤ ； 

,   

对于
kk
1

=δ ， )10( 0 k
xxx kk <−<∃ ： 0)( Gxf k ≤ ； 

,   
于是得到数列{ } 收敛于 ，但相应的函数值数列{ }不
可能是无穷大量，由此产生矛盾，所以 =

xn )( 0xxn > x0 )( nxf

lim
x x→ +0

f x( ) ∞+ 成立。 

12. 证明 = 的充分必要条件是：对于任意正无穷大量{ }, 

成立 
+∞→x

lim f x( ) ∞− xn

lim
n→∞

f xn( ) = ∞− 。 

证  必要性：由 =
+∞→x

lim )(xf ∞− ，可知 0>∀G ， 0>∃X ， Xx >∀ ： 。

因为数列{ }是正无穷大量，对于上述 ，

Gxf −<)(

xn 0>X N∃ ， Nn >∀ ： 。

于是当 时，成立

Xxn >

Nn > Gxf n −<)( ，即 =lim
n→∞

f xn( ) ∞− 。 

充分性：用反证法。设 =
+∞→x

lim )(xf ∞− 不成立，则 00 >∃G ， 0>∀X ， ：

。取 ， ： 

Xx >∃

0)( Gxf −≥ nX n = ,3,2,1=n

  对于 ，11 =X 11 >∃x ： 01)( Gxf −≥ ； 
对于 ， ：22 =X 22 >∃x 02 )( Gxf −≥ ； 

,   
对于 ， ：kX k = kxk >∃ 0)( Gxf k −≥ ； 

,   
于是得到数列{ }为正无穷大量，但相应的函数值数列{ 不可能

是负无穷大量，由此产生矛盾，所以 =
xn })( nxf

+∞→x
lim )(xf ∞− 成立。 

13. 证明 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意正无穷

大量{ }，相应的函数值数列{ }收敛。 

lim
x→+∞

f x( )

xn f xn( )
证  必要性：设 ，则lim

x→+∞
Axf =)( 0>∀ε ， 0>∃X ， Xx >∀ ： ε<− |)(| Axf 。

因为数列{ }是正无穷大量，对于上述 ，xn 0>X N∃ ， Nn >∀ ： 。

于是当 时，成立

Xxn >

Nn > ε<− |)(| Axf n ，即
∞→n

lim Axf n =)( 。 

充分性：因为对于任意正无穷大量{ }，相应的函数值数列 xn

{ }收敛，我们可以断言{ }收敛于同一个极限。如果存在正
无穷大量{ }与{ }，使得

f xn( ) f xn( )

nx' nx" Axf nn
=

∞→
)'(lim ， Bxf nn

=
∞→

)"(lim ，且 BA ≠ ，

则取 ， ，{ }仍然是正无穷大量，但相应的函数值
数列{ }不收敛。 

nn xx '12 =− nn xx "2 = xn

f xn( )
设{ }都收敛于同一个极限f xn( ) A，现用反证法证明 。 lim

x→+∞
Axf =)(
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设 lim
x→+∞

Axf =)( 不成立，则 00 >∃ε ， 0>∀X ， Xx >∃ ： 0|)(| ε≥− Axf 。

取 ， ： nX n = ,3,2,1=n

  对于 ，11 =X 11 >∃x ： 01 |)(| ε≥− Axf ； 
对于 ， ：22 =X 22 >∃x 02 |)(| ε≥− Axf ； 

,   
对于 ， ：kX k = kxk >∃ 0|)(| ε≥− Axf k ； 

,   
于是得到数列{ }为正无穷大量，但相应的函数值数列{ 不收敛

于

xn })( nxf

A，由此产生矛盾，所以
+∞→x

lim Axf =)( 。 

14．分别写出下述函数极限存在而且有限的 Cauchy 收敛原理，并加
以证明： 
（1） ；（2） ；（3） 。 lim

x x→ 0

f x( ) lim
x x→ +0

f x( ) lim
x→−∞

f x( )

解  （1）极限 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给

定的

lim
x x→ 0

f x( )

0>ε ，存在 0>δ ，对一切 { }δ<−<∈ 00",' xxxxx ，成立 
ε<− )"()'( xfxf 。 

先证必要性。设 ，则lim
x x→ 0

Axf =)( 0>∀ε ， 0>∃δ ， 

{ }δ<−<∈∀ ||0",' 0xxxxx ：
2

|)'(| ε
<− Axf ，

2
|)"(| ε
<− Axf 。于是 

≤− |)"()'(| xfxf +− |)'(| Axf ε<− |)"(| Axf 。 
再证充分性。任意选取数列{ }，xn 0xxn ≠ ， 0lim xxnn

=
∞→

，则对于条件中

的 0>δ ， ， ：N∃ Nn >∀ δ<−< 00 xxn 。于是当 时，成立Nnm >>

ε<− )()( nm xfxf 。这说明函数值数列{ })( nxf 是基本数列，因而收敛。

再根据相应的 Heine定理，可知 存在而且有限。 lim
x x→ 0

f x( )

（2） 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给定的lim
x x→ +0

f x( )

0>ε ，存在 0>δ ，对一切 { }δ<−<∈ 00",' xxxxx ，成立 ε<− )"()'( xfxf 。 
先证必要性。设 ，则lim

x x→ +0

Axf =)( 0>∀ε ， 0>∃δ ， 

{ }δ<−<∈∀ 00",' xxxxx ：
2

|)'(| ε
<− Axf ，

2
|)"(| ε
<− Axf 。于是 

≤− |)"()'(| xfxf +− |)'(| Axf ε<− |)"(| Axf 。 
再证充分性。任意选取数列{ }， ，xn 0xxn > 0lim xxnn

=
∞→

，则对于条件中

的 0>δ ， ， ：N∃ Nn >∀ δ<−< 00 xxn 。于是当 时，成立Nnm >>

ε<− )()( nm xfxf 。这说明函数值数列{ })( nxf 是基本数列，因而收敛。

再根据相应的 Heine定理，可知 存在而且有限。 lim
x x→ +0

f x( )
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（3）lim 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给定的
x→−∞

f x( ) 0>ε ，

存在 ，对一切 ，成立0>X Xxx −<",' ε<− )"()'( xfxf 。 
先证必要性。设

−∞→x
lim Axf =)( ，则 0>∀ε ， 0>∃X ， ：Xxx −<∀ ",'

2
|)'(| ε
<− Axf ，

2
|)"(| ε
<− Axf 。于是 

≤− |)"()'(| xfxf +− |)'(| Axf ε<− |)"(| Axf 。 
再证充分性。任意选取数列{ }，xn −∞=

∞→
nn

xlim ，则对于条件中的 ，

， ： 。于是当 时，成立

0>X

N∃ Nn >∀ Xxn −< Nnm >> ε<− )()( nm xfxf 。

这说明函数值数列{ 是基本数列，因而收敛。再根据相应的 Heine
定理，可知 存在而且有限。 

})( nxf

lim
x→−∞

f x( )

15．设 在 上满足函数方程)(xf ),0( +∞ )()2( xfxf = ，且 ，证

明 

lim
x→+∞

Axf =)(

),0(,)( +∞∈≡ xAxf 。 
证 ，利用),0(0 +∞∈∀x )2()( xfxf = 得到 ，由于 )2()( 00 xfxf n=

Axfxf
x

n

n
==

+∞→∞→
)(lim)2(lim 0 ，得到 ),0(,)( +∞∈≡ xAxf 。 
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习  题 3.2  连续函数 
 
1. 按定义证明下列函数在其定义域连续： 
    (1) y = x；               (2) y = sin

x
1
； 

    (3)  y = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

.0,1

,0,sin

x

x
x

x
  

证 （1）函数 y= x的定义域是 ),0[ +∞=D 。设 Dx ∈0 ，对任意的 0>ε ，

取 ，当02 >= εδ δ<− 0xx （ Dx∈ ）时，成立 
ε<−≤− 00 xxxx ， 

所以函数 y = x在其定义域连续。 

（2）函数 y = sin 1
x
的定义域是 ),0()0,( +∞−∞= ∪D 。设 ，对任意

的

Dx ∈0

0>ε ，取 0
2

||
,

2
||

min
2

00 >
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= εδ
xx

，当 δ<− 0xx 时，成立 

0

1sin1sin
xx

−
0

11
xx

−≤ ε<
−

<
−

= 2
0

0

0

0 2

x

xx
xx

xx
， 

所以函数 y=sin 1
x
在其定义域连续。 

（3）函数 y=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

0,1

,0,sin

x

x
x

x
 的定义域是 ),( +∞−∞=D 。由于 1sinlim

0
=

→ x
x

x
，

可知函数在 00 =x 连续。设 00 ≠x ，对任意的 0>ε ，取 

0
)1(2

||
,

2
||

min
0

2
00 >

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
= εδ

x
xx

，当 δ<− 0xx 时，成立 

0

00

0

0 sinsinsinsin
xx

xxxx
x

x
x

x −
=−

0

0000 sinsinsin
xx

xxxxxx −+−
≤  

ε<−
+

< 02
0

0 )1(2
xx

x

x
， 

所以 y=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠

0,1

,0,sin

x

x
x

x
在其定义域连续。 

2. 确定下列函数的连续范围： 

⑴ y = x + csc x ； tan  ⑵ y = 1
cos x
； 

⑶  y = ( )(x x
x

− −
+

1 3
1

)
；  ⑷ y = [x] ln (1+x)； 
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⑸  y = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
1
；  ⑹ y = sgn (sin x)。 

解（1） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∈ 2
)1(,

2
ππ kk

Zk
∪ 。 

（2） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∈ 2
2,

2
2 ππππ kk

Zk
∪ 。 

（3） ( ] [ )+∞− ,31,1 ∪ 。 
（4）{ }+∉−> N,1| xxx 。 

（5）{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≠∈+∞−∞ 0,|1\),0()0,( kZk

k
∪ 。 

（6） ( )ππ )1(, +
∈

kk
Zk
∪ 。 

3. 若 在点 连续，证明 与 | f | 在点 也连续。反之，若

或 | f x | 在点 连续，能否断言 在点 连续? 
f x( ) x0 f x2 ( ) x( ) x0

f x2 ( ) ( ) x0 f x( ) x0

解 设 在点 连续，则f x( ) x0 10 <<∀ ε ， 0>∃δ ， )( 0 δ<−∀ xxx ，有 
ε<− )()( 0xfxf ，同时还有 )(21)()( 00 xfxfxf +<+ ，于是成立 

)()( 0
22 xfxf − ε))(21())()())(()(( 000 xfxfxfxfxf +<−+=  

与 
≤− |)(||)(| 0xfxf ε<− )()( 0xfxf ， 

这说明 与 | f x | 在点 也连续。 f x2 ( ) ( ) x0

  反之，若 或 | f x | 在点 连续，则不能断言 在点 连续。

例如： 在点

f x2 ( ) ( ) x0 f x( ) x0

⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
01
01

)(
x
x

xf 00 =x 不连续，但 或 | f | 在点

是连续的。 

f x2 ( ) x( ) 00 =x

4. 若 在点 连续，f x( ) x0 g x( )在点 不连续，能否断言 在点 不

连续?   
x0 )()( xgxf x0

又若 与f x( ) g x( )在点 都不连续，则上面的断言是否成立? x0

解  若 在点 连续，f x( ) x0 g x( )在点 不连续，不能断言 在点

不连续：例如 在点

x0 )()( xgxf x0

0)( ≡xf 00 =x 连续， 在点 不连

续，但
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
02
01

)(
x
x

xg 00 =x

0)()( ≡xgxf 在点 连续。 00 =x

又若 与f x( ) g x( )在点 都不连续，也不能断言 在点 不

连续：例如 在点

x0 )()( xgxf x0

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
01
02

)(
x
x

xf 00 =x 不连续， 在点

不连续，但 在点
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
02
01

)(
x
x

xg 00 =x

2)()( ≡xgxf 00 =x 连续。 
5. 若 在 上连续，则 max { }与 min{ }在 上连续，

其中 
gf , ],[ ba gf , gf , ],[ ba
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        max{f，g} = max { ，f x( ) g x( ) }，x∈ ],[ ba ； 
        min {f，g} = min { ，f x( ) g x( ) }，x∈ ],[ ba 。 
证  由 在 上的连续性，可知gf , ],[ ba )()( xgxf − 在 上连续，利用等

式 
],[ ba

{ } { })()()()(
2
1,max xgxfxgxfgf −++= ， 

{ } { })()()()(
2
1,min xgxfxgxfgf −−+= ， 

即得到 max { }与 min{ }在 上的连续性。 gf , gf , ],[ ba
6. 若对任意δ > ，f 在［a +0 δ , b -δ］上连续，能否得出 
   (1)  f 在 上连续? ),( ba

(2) f 在 上连续? ],[ ba
解 （1）能。（2）不能。 
7. 设 =lim

x x→ 0

f x( ) α＞0， lim
x x→ 0

g x( ) = β，证明： = ；并求下

列极限： 

lim
x x→ 0

f x g x( ) ( ) αβ

⑴ lim
x→∞

1
12

1
1 +

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x

x
x

；  ⑵ lim
x→∞

x

x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
1
； 

⑶ lim
x a→

ax

a
x −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

sin
sin  ；)0(sin ≠a  ⑷ lim

n→∞

n

n
xn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
； 

⑸ lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n 1

4
tan π

。    

证 由于 αβ ln)](ln)([lim
0

=
→

xfxg
xx

，利用指数函数的连续性，得到 

=
→

)()(lim
0

xg

xx
xf =

→

)(ln)(

0

lim xfxg

xx
e βαβ α=lne 。 

（1） lim
x→∞

1
12

1
1 +

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x

x
x 1= 。 

（2） lim
x→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ x

x
x

1
1 lim

x→∞
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−− 1
2

2
1

1
21

x
x

x

x
2e 。 

（3） lim
x a→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ax

a
x

1

sin
sin lim

x a→
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

−
−

−
aax
ax

ax
a

a
ax

sin)(
sinsin

sinsin
sin

sin
sinsin1 aecot 。 

（4） lim
n→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ n

n
xn
1

lim
n→∞

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−
+

+
− 1

)1(

1
1

1
11

n
nx

x
n

n
x 1+xe 。 
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（5） lim
n→∞

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n 1

4
tan π lim

n→∞
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
n

n

n
1tan1

1tan1
lim
n→∞

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−−
n

n
n

n

n

n

n

1tan1

1tan2

1tan2

1tan1

1tan1

1tan2
1 2e 。 

8. 指出下列函数的不连续点，并确定其不连续的类型： 

⑴ y = x
x x

2

3

1
3 2
−

− +
  ⑵ y = [x] sin

1
x
； 

⑶ y = x
xsin
； ⑷ y = [2x] - 2[x]； 

⑸  y = 1
x n

2
1

e x
−
； ⑹ y = ； x xnln | |

⑺ y = x x
x x

2

2 1
−
−| |( )
； ⑻  y = 1 3 1

1 2 1
+ −
+ −

x
x
； 

⑼ y =  
⎩
⎨
⎧

;

,

0
,sin
为无理数

为有理数

， x
xxπ

⑽ y = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >=

.0

),0,(,sin

为无理数

互质

，

，

x

pqp
p
qx

p
π

解（1） ，第二类不连续点。 2,1 −=x
  （2） )0,( ≠∈= kZkkx ，第一类不连续点； 0=x ，第二类不连续点。 
  （3） )0,( ≠∈= kZkkx π ，第二类不连续点； 0=x ，第三类不连续点。 

  （4） )(
2
1 Zkkx ∈= ，第一类不连续点。 

  （5） ，第三类不连续点。 0=x
  （6） ，第三类不连续点。 0=x
  （7） ，第一类不连续点；0=x 1=x ，第三类不连续点； ，第

二类不连续点。 
1−=x

  （8） ，第三类不连续点。 0=x
  （9）非整数点，第二类不连续点。 
  （10）非整数有理点，第三类不连续点。 
9．设 在)(xf ),0( +∞ 上连续，且满足 ，)()( 2 xfxf = ),0( +∞∈x ，证明

在 上为常数函数。 
)(xf

),0( +∞

证 ，利用 得到),0( +∞∈∀x )()( 2 xfxf = )()( 2
1
nxfxf = ，由 1lim 2

1

=
∞→

nx
n

 及  

)(xf 的连续性，得到
∞→

=
n

xf lim)( )1()( 2
1

fxf n = 。 
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习  题 3.3  无穷小量与无穷大量的阶 

 

1. 确定 a与α，使下列各无穷小量或无穷大量等价于(～) a xα： 

   (1) u(x) = x x x5 43 2− + 3 , (x→0，x→∞)； 

   (2) u(x) = x x
x x

5 2

4

2
3

+
− 3  (x→0，x→∞)； 

   (3) u(x) = x 3 + x 23  (x→0+，x→+∞)； 

   (4) u(x) = x x x+ + (x→0+，x→+∞)； 

   (5) u(x) = 1 3+ x  - 1 23 + x  (x→0，x→+∞)； 

   (6) u(x) = x 2 1+  - x (x→+∞)； 

   (7) u(x) = 3x x+  - 
3
2x  (x→0+)； 

   (8) u(x) = 1+ x x  - e  (x→0+)； 2x

   (9) u(x) = ln cos x - arc tan x 2 (x→0)； 

   (10) u(x) = xtan1+  - 1− sin x  (x→0)。 

解（1） ～ ； ～ 。 )(xu )0(2 3 →xx )(xu )(5 ∞→xx

  （2） ～ ； ～)(xu )0(2 1 →− − xx )(xu )(
3
1

∞→xx 。 

  （3） ～)(xu )0(3
2

+→xx ； ～)(xu )(2
3

+∞→xx 。 

  （4） ～)(xu )0(8
1

+→xx ； ～)(xu )(2
1

+∞→xx 。 

  （5） ～)(xu )0(
6
5

→xx ； ～)(xu )(3 2
1

+∞→xx 。 

  （6） ～)(xu )(
2
1 1 +∞→− xx 。 

  （7） ～)(xu )0(2
1

+→xx 。 

  （8） ～)(xu )0(2 +→− xx 。 
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  （9） ～)(xu )0(
2
3 2 →− xx 。 

  （10） ～ 。 )(xu )0( →xx

2. (1) 当 x→+∞时，下列变量都是无穷大量，将它们从低阶到高阶进

行排列，并说明理由。 

a x  (a＞1), x x , xα  (α＞0)， ln k x  (k＞0)， [x]!； 

   (2) 当 x→0+时，下列变量都是无穷小量，将它们从高阶到低阶进

行排列，并说明理由。 

xα  ( ＞0)，α
!1

1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x

, a x
−

1

 (a＞1)，
x

x

1

1 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x
k 1ln  (k＞0)。 

解（1）当 x→+∞时，从低阶无穷大量到高阶无穷大量的排列为 

ln k x  (k＞0)， xα  (α＞0)，  (a＞1),  [x]!, a x x x。 

证明： 设 1+<≤ nxn ，则 nx a
n

a
x αα )1(0 +

<< ，
!]![

0
1

n
a

x
a nx +

<< ， nx n
n

x
x )!1(]![0 +

<< 。

由
∞→n

lim 0)1(
=

+
na

n α

，
∞→n

lim 0
!

1
=

+

n
a n

与
∞→n

lim 0)!1(
=

+
nn

n
，即得到 xx a

xα

+∞→
lim 0= ，

∞→n
lim 0

]![
=

x
a x

，
∞→n

lim 0]![
=xx

x
，同时也得到 αx

xk

x

lnlim
+∞→

0
)(

lim ==
+∞→ y

k

y e
y
α  。 )ln( xy =

（2）当 x→0+时，从高阶无穷小量到低阶无穷小量的排列为 

x

x

1

1 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 

!1
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x

, a x
−

1

 (a＞1)， xα  (α＞0)， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x
k 1ln  (k＞0)。 

证明：令
x

y 1
= ，则当 x→0+时，有 +∞→y 。参考（1）的排列即可得

到（2）的排列。 

3. 计算下列极限： 
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⑴ lim
x→0

1 1 2
1 3

23+ − +
+

x x
xln( )

； ⑵ lim
x→0

1
1
−
−

cos
cos

x
x
； 

⑶ lim
x→+∞

( x x x+ + - x )； ⑷ lim
x→+∞

( 1 2+ +x x - 1 2− +x x )；

⑸ lim
x→α

a a
x

x −
−

α

α
 (a＞0)； ⑹ lim

x a→

x a
x a

α α−
−

 (a＞0)； 

⑺ lim
x→+∞

x ( ln (1+x) - ln x )； ⑻ lim
x a→

ln lnx
x a

a−
−

 (a＞0)； 

⑼ lim
x→0

( e )x x x+
1

； ⑽ lim
x→0

2
1

2

2
cos

xxx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ； 

⑾ lim
n→∞

n ( xn - 1)  (x＞0)； ⑿ lim
n→∞

n2 ( xn  - xn+1 )  (x＞0)。

解（1） lim
x→0

=
+

+−+
)31ln(
211 3 2

x
xx lim

x→0 )31ln(
)121()11( 3 2

x
xx

+
−+−−+

 

0
lim
→

=
x

=
−

x

xx

3
3
2

2
1 2

6
1
。 

（2） lim
x→0

=
−
−

x
x

cos1
cos1 lim

x→0
=

+−
−

)cos1)(cos1(
cos1

xx
x lim

x→0
=

+ )cos1(
2
1

2
1 2

xx

x
0。 

（3） (lim
x→+∞

x x x+ + - x )
+∞→

=
x
lim =

+++

+

xxxx

xx lim
x→+∞

=
x

x
2 2

1
。 

（4） (lim
x→+∞

1 2+ +x x - 21 xx +− )
+∞→

=
x
lim =

+−+++ 22 11

2

xxxx

x 1。 

（5）
α→x

lim =
−
−
α

α

x
aa x

α→x
lim =

−
−−

α

αα

x
aa x )1(

α→x
lim ( ) lna x a

x

α α
α

−
=

−
aa lnα 。 

（6） lim
x a→

=
−
−

ax
ax αα

lim
x a→

=
−

−
ax

ea a
x

)1(
lnαα

lim
x a→ ax

a
axa

−

−
+ )1ln(αα

 

ax→
= lim =

−

−
⋅

ax
a

axa αα
1−ααa 。 

（7） x ( ln (1+x) - ln x )lim
x→+∞

=
+

=
+∞→

x

x
x 1

)11ln(
lim 1。 
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（8） lim
x a→

ln lnx a
x a
−
−

lim
x a→

=
−

−
+

ax
a

ax )1ln(

a
1
。 

（9） lim
x→0

=+ xxx
1

)e( lim
x→0

=−++ xxx
1

)1e1( lim
x→0

=+ xx
1

)21( 2e 。 

（10） lim
x→0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
1

2

2
cos

xxx lim
x→0

2
1

2

2
)cos1(1

xxx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

0
lim
→

=
x

( ) =− 2
1

21 xx 1−e 。 

（11） n (lim
n→∞

xn - 1) )1(lim
ln1

−=
∞→

x
n

n
en =⋅=

∞→
)ln1(lim x

n
n

n
xln 。 

（12） (lim
n→∞

n2 xn  - xn+1 ) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−= +

∞→
)1()1(lim

ln
1

1ln1
2 x

n
x

n
n

een
 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

∞→ 1
11lnlim 2

nn
xn

n
xln 。 
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习  题 3.4  闭区间上的连续函数 

 

1. 证明：设函数 在f x( ) ),[ +∞a 上连续，且  = A（有限数），则

在 有界。 

lim
x→+∞

f x( )

f x( ) ),[ +∞a

证 由  = A（有限数），可知lim
x→+∞

f x( ) aX >∃ ， Xx >∀ ： 1)( <− Axf ，即 

1)(1 +<<− AxfA 。再由 在闭区间 上的连续性，可知 在

上 有 界 ， 即 ：

)(xf ],[ Xa )(xf

],[ Xa ],[ Xax∈∀ Bxf <)( 。 令 }1,max{ += ABM ，

，则}1,min{ −−= ABm [ )+∞∈∀ ,ax ，成立 Mxfm << )( 。 

2. 证明：若函数 在开区间 上连续，且 f(a+)和 f(b-)存在，则

它可取到介于 f(a+)和 f(b-)之间的一切中间值。 

f x( ) ),( ba

证 令 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+

∈
=

bxbf
axaf

baxxf
xf

)(
)(

),()(
)(~

， 

则 )(~ xf 在闭区间 连续，不妨设],[ ba )()( −<+ bfaf ，由闭区间上连续函

数的中间值定理，可知 )(~ xf 在闭区间 上可取到 上的

一切值，于是 在开区间 上可取到介于 f(a+)和 f(b-)之间的一

切中间值。 

],[ ba )](),([ −+ bfaf

f x( ) ),( ba

3. 证明：若闭区间 上的单调有界函数 能取到 f(a)和 f(b)之间

的一切值，则 是 上的连续函数。 

],[ ba f x( )

f x( ) ],[ ba

证 采用反证法。不妨设 单调增加。若)(xf ),( ba∈ξ 是 的不连续点，

则

)(xf

)( −ξf 与 )( +ξf 都存在，且 )()()()( bfffaf ≤+<−≤ ξξ ，于是 取不

到开区间

)(xf

))(),(( +− ξξ ff 中异于 )(ξf 的值，与条件矛盾；若 是 的ax = )(xf
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不连续点，则 存在，且)( +af )()()( bfafaf ≤+< ，于是 取不到开区

间 中的值，也与条件矛盾；同样可以证明

)(xf

))(),(( +afaf bx = 也不可能是

的不连续点。 )(xf

4. 应用 Bolzano-Weierstrass 定理证明闭区间上连续函数的有界性定

理。 

证 采用反证法。设 在闭区间 上连续，但无界，则存在点列

， ，满足

)(xf ],[ ba

{ }nx ],[ baxn ∈ nxf n >)( ，即 ∞=
∞→

)(lim nn
xf 。由 Bolzano-Weierstrass

定理，存在子列{ }
knx ， ξ=

∞→ knk
xlim ，且 ],[ ba∈ξ 。因为 在点)(xf ξ连续，

所以有 )()(lim ξfxf
knk
=

∞→
，与 ∞=

∞→
)(lim nn

xf 产生矛盾。 

5. 应用闭区间套定理证明零点存在定理。 

证 设 在闭区间 上连续，且)(xf ],[ ba 0)()( <bfaf ，不妨设 ， ，

， 。 

1aa = 1bb =

0)( <af 0)( >bf

如果 0)
2

( 11 =
+ ba

f ，则定理得证。如果 0)
2

( 11 <
+ ba

f ，则令
2

11
2

ba
a

+
= ，

；如果12 bb = 0)
2

( 11 >
+ ba

f ，则令 12 aa = ，
2

11
2

ba
b

+
= 。 

如果 0)
2

( 22 =
+ ba

f ，则定理得证。如果 0)
2

( 22 <
+ ba

f ，则令
2

22
3

ba
a

+
= ，

；如果23 bb = 0)
2

( 22 >
+ ba

f ，则令 23 aa = ，
2

22
3

ba
b

+
= 。 

,   

这样的过程可以一直进行下去。如果存在某个 ，使得k 0)
2

( =
+ kk ba

f ，

则定理得证；如果不存在某个 ，使得k 0)
2

( =
+ kk ba

f ，则得到一个闭

区间套{ ，满足}],[ nn ba 0)( <naf ， 。由闭区间套定理，可知存0)( >nbf
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在唯一属于所有闭区间 的点],[ nn ba ξ，且 =
∞→

nn
alim ξ=

∞→
nn

blim 。再由 在

点

)(xf

ξ的连续性，可知 =)(ξf 0)(lim ≤
∞→

nn
af 与 =)(ξf 0)(lim ≥

∞→
nn

bf ，从而得到

0)( =ξf ，定理得证。 

6. 证明方程 （ ）至少有一个正根。 bxax += sin 0, >ba

证   令 bxaxxf −−= sin)( ，则 在)(xf ),0[ +∞ 上连续。取 ，则

， ，由零点存在定理， 在 上至少有一个根。 

baA +>

0)0( <f 0)( >Af )(xf ),0( A

7．证明方程 （ ）有且仅有一个实根。 03 =++ qpxx 0>p

证  令 ，则 在qpxxxf ++= 3)( )(xf ),( +∞−∞ 上是严格单调增加的。由

，−∞=
−∞→

)(lim xf
x

+∞=
+∞→

)(lim xf
x

，易知 在)(xf ),( +∞−∞ 上有且仅有一个

实根。 

8．证明： 

  （1）sin 1
x
在（0,1）上不一致连续，但在(a,1)(a＞0)上一致连续； 

  （2）sin x 2在 上不一致连续，但在[0,A]上一致连续； ),( +∞−∞

  （3） x在[ 上一致连续； )0,+∞

  （4）ln x在 [ )+∞,1 上一致连续； 

   (5) xcos 在[ 上一致连续。 )0,+∞

证（1）在 上，令)1,0(
πn

xn
1' = ，

2

1"

ππ +
=

n
xn ， ，但 0"' →− nn xx

11sin1sin "' =−
nn xx
，所以 sin 1

x
在（0,1）上不一致连续。 

在  (a＞0)上，)1,(a 0>∀ε ，取 ，02 >= εδ a )1,(, 21 axx ∈∀ ， δ<− 21 xx ， 

成立 

2
21

2121

111sin1sin
a

xx
xxxx

−
≤−≤− ε< ， 
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所以 sin 1
x
在(a,1) (a＞0)上一致连续。 

（2）在 上，令),+∞∞−
2

' ππ += nxn ， πnxn =
" ，则 ，但 0"' →− nn xx

( ) ( ) 1sinsin
2"2' =− nn xx ， 

所以 sin x 2在 上不一致连续。 ),( +∞−∞

在 上，],0[ A 0>∀ε ，取 0
2

>=
A
εδ ， ],0[, 21 Axx ∈∀ ， δ<− 21 xx ，成

立 

21
2
2

2
1

2
2

2
1 2sinsin xxAxxxx −≤−≤− ε< ， 

所以 sin x 2在[0,A]上一致连续。 

（3） 0>∀ε ，取 ，02 >= εδ [ )+∞∈∀ ,0, 21 xx ， δ<− 21 xx ，成立 

2121 xxxx −≤− ε< ， 

所以 x在[ 上一致连续。 )0,+∞

（4） 0>∀ε ，取 0>= εδ ， [ )+∞∈∀ ,1, 21 xx ， δ<−≤ 210 xx ，成立 

21
2

21
21 1lnlnln xx

x
xx

xx −≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+=− ε< ， 

所以 ln x在 [ 上一致连续。 )+∞,1

（5） 0>∀ε ，取 ，02 >= εδ [ )+∞∈∀ ,0, 21 xx ， δ<− 21 xx ，成立 

212121 coscos xxxxxx −≤−≤− ε< ， 

所以 xcos 在[ )0,+∞ 上一致连续。 

9．证明：对椭圆内的任意一点 P，存在椭圆过 P 的一条弦，使得 P

是该弦的中点。 

证 过 P点作弦，设弦与 轴的夹角为x θ， P点将弦分成长度为 )(1 θl 和

)(2 θl 的两线段，则 )()()( 21 θθθ llf −= 在 [ ]π,0 连续，满足 )()0( πff −= ，于
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是必有 ∈0θ [ ]π,0 ，满足 0)( 0 =θf ，也就是 )( 01 θl )( 02 θl= 。 

10．设函数 在[0,2]上连续，且 f(0) = f(2)，证明：存在 ，

，使得 。 

f x( ) ]2,0[, ∈yx

1=− xy )()( yfxf =

证 令 )()1()( xfxfxF −+= ，则 在)(xF [ ]1,0 上连续， )0()1( FF −= ，于是必

有 ，满足 。令]1,0[0 ∈x 0)( 0 =xF 100 += xy ，则 ]2,0[, 00 ∈yx ， ，

使得 。 

100 =− xy

)()( 00 yfxf =

11．若函数 在有限开区间 上一致连续，则 在 上有界。 f x( ) ),( ba f x( ) ),( ba

证 由 在 上一致连续，可知f x( ) ),( ba )( +af ， )( −bf 存在且有限。令 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+

∈
=

bxbf
axaf

baxxf
xf

)(
)(

),()(
)(~

， 

则 )(~ xf 在闭区间 连续，所以],[ ba )(~ xf 在 有界，因此 在 上

有界。 

],[ ba f x( ) ),( ba

12．证明： 

  （1）某区间上两个一致连续函数之和必定一致连续； 

  （2）某区间上两个一致连续函数之积不一定一致连续。 

证（1）设函数 ， 在区间)(xf )(xg I上一致连续，则 0>∀ε ， 0>∃δ ， 

Ixx ∈∀ ",' ， δ<− "' xx ，成立
2

)"()'( ε
<− xfxf ，

2
)"()'( ε
<− xgxg ，于是 

ε<+−+ )]"()"([)]'()'([ xgxfxgxf ， 

所以 在区间)()( xgxf + I上一致连续。 

（2）设 ，区间xxgxf == )()( [ )+∞= ,0I ，则 ， 在区间)(xf )(xg I上一致

连续，但 在区间2)()( xxgxf = I上不一致连续。 

13. 设函数 在 上连续，且f x( ) ],[ ba ],[,0)( baxxf ∈≠ ，证明 在 上f x( ) ],[ ba
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恒正或恒负。 

证 设 在 上不保持定号，则存在f x( ) ],[ ba ],[",' baxx ∈ （不妨设 ）， "' xx <

使 与 不同号，由闭区间上连续函数的中间值定理，必定存 )'(xf )"(xf

在 ]",'[ xx∈ξ ，使得 0)( =ξf ，这就产生矛盾，所以 在 上必定恒 f x( ) ],[ ba

正或恒负。 

14．设函数 在 上连续，f x( ) ],[ ba bxxxa n ≤<<<≤ 21 ，证明在 中

必有

],[ ba

ξ，使得 

)]()()([1)( 21 nxfxfxf
n

f +++=ξ 。 

证  根据闭区间上连续函数的中间值定理，闭区间上连续函数一定能

取到最大值和最小值之间任何一个值。由于 

)}({min
],[

xf
bax∈

[ ] ≤+++≤ )()()(1
21 nxfxfxf

n
)}({max

],[
xf

bax∈
， 

所以在 中必有],[ ba ξ，使得 

)]()()([1)( 21 nxfxfxf
n

f +++=ξ 。 

15．若函数 在 上连续，且  = A(有限数)，则 在

上一致连续。 

f x( ) ),[ +∞a lim
x→+∞

f x( ) f x( )

),[ +∞a

证  由 Axf
x

=
+∞→

)(lim ， :",',,0 XxxaX >∀>∃>∀ε ε<− )"()'( xfxf 。由于   )(xf

在 连续，所以一致连续，也就是 [ 1, +Xa ]

[ ] :)"'(1,",',10 δδ <−+∈∀<<∃ xxXaxx ε<− )"()'( xfxf 。于是 

[ ) :)"'(,",' δ<−+∞∈∀ xxaxx ε<− )"()'( xfxf 。 
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第四章  微分 

 

习  题  4.1  微分和导数 

 

⒈  半径为 1cm 的铁球表面要镀一层厚度为 0.01cm 的铜，试用求微

分的方法算出每只球需要用铜多少克？（铜的密度为 8.9g/ 。） 3cm

解 球体积 3

3
4 rV π= ，每只球镀铜所需要铜的质量为 

12.14 2 ≈∆≈∆= rrVm ρπρ g。 

⒉  用定义证明，函数 y x= 23 在它的整个定义域中，除了 x = 0这一

点之外都是可微的。 

证 当 时，0x = 3 2xy ∆=∆ 是 x∆ 的低阶无穷小，所以 y x= 23 在 不可

微。当 时， 

0x =

0x ≠

32 2 3 3 33

3 3

332 23 33

( ) ( )(

2 ( ),
3( )

y x x x x x x x x x

x x x

3 )

x x o x
xx x x x x x

∆ = + ∆ − = + ∆ + + ∆ −

+ ∆ +
= ∆ =

+ ∆ + + ∆ +
∆ + ∆

 

所以 y x= 23 在 是可微的。 0x ≠
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习  题  4.2  导数的意义和性质 

 

1． 设 存在，求下列各式的值： ′f x( )0

⑴ lim
( ) (

∆

∆
∆x

f x x f x )
x→

− −
0

0 0 ； 

⑵ lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0

； 

⑶ lim
( ) ( )

h

f x h f x h
h→

+ − −
0

0 0 。 

解 (1) )('
)(

)())((lim)()(lim 0
00

0

00

0
xf

x
xfxxf

x
xfxxf

xx
−=

∆−
−∆−+

−=
∆

−∆−
→∆→∆

。 

⑵ )(')())((lim)()(lim 0
0

000

0
0

0

00

xf
xx

xfxxxf
xx

xfxf
xxxx

=
−

−−+
=

−
−

→−→
。 

⑶ 
h

hxfhxf
h

)()(lim 00

0

−−+
→

 

)('2)()(lim)()(lim 0
00

0

00

0
xf

h
xfhxf

h
xfhxf

hh
=

−−
−

−+
=

→→
。 

2． ⑴ 用定义求抛物线 y x x= + −2 32 1的导函数； 

    ⑵ 求该抛物线上过点 ( , )− −1 2 处的切线方程； 

    ⑶ 求该抛物线上过点 ( , )−2 1 处的法线方程； 

⑷ 问该抛物线上是否有 ( , ，过该点的切线与抛物线顶点与焦

点的连线平行？ 

)a b

解 (1)因为 xx
x

xxxxxx
x
y

∆++=
∆

−+−−∆++∆+
=

∆
∆ 234)132(1)(3)(2 22

，所以 

34lim)('
0

+=
∆
∆

=
→∆

x
x
yxf

x
。 

(2)由于 1)1(' −=−f ，切线方程为 1 [ ( 1)] ( 2) 3y x x= − ⋅ − − + − = − − 。 

(3)由于 5)2(' −=−f ，法线方程为
1 7[ ( 2)] 1
5 5

xy x +
= − − − + =

−
。 

(4) 抛物线顶点与焦点的连线平行于 y轴，即斜率为无穷大，由(1)可
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知不存在 x，使得 ，所以这样的点 不存在。 ∞=)(' xf ( , )a b

3．设 为 上的可导函数，且在)(xf ),( +∞−∞ 0=x 的某个邻域上成立 

)(8)sin1(3)sin1( xxxfxf α+=−−+ ， 

其中 )(xα 是当 时比 高阶的无穷小。求曲线0→x x )(xfy = 在

处的切线方程。 

))1(,1( f

解 记 )sin1(3)sin1()( xfxfxF −−+= ，可得 0)1(2)(lim
0

=−=
→

fxF
x

，即 。

由

0)1( =f

0 0

( ) 8 ( )lim lim 8
x x

F x x x
x x

α
→ →

+
= = 与 

0 0 0

( ) (1 sin ) (1) sin (1 sin ) (1) sinlim lim 3lim 4 '(1)
sin sinx x x

F x f x f x f x f x f
x x x x x→ → →

+ − − −⎡ ⎤ ⎡= ⋅ − ⋅⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
⎤ =⎥⎦

， 

得到 。于是曲线 在 处的切线方程为 。 2)1(' =f )(xfy = ))1(,1( f )1(2 −= xy

4． 证明：从椭圆的一个焦点发出的任一束光线，经椭圆反射后，反

射光必定经过它的另一个焦点。 （见图 4.2.5） 

 

 

证 设椭圆方程为 

012

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

， ，焦点坐标为 

22),0,( bacc −=± 。假设 为椭圆

上任意一点，当 时结论显然成立。现设

),( 00 yx

00 =y 00 ≠y ，则过此点的切线

斜率为
0

2
0

2

tan
ya
xb

−=θ ， 与焦点),( 00 yx )0,( c− 连线的斜率为
cx

y
+

=
0

0
1tanθ ，

此连线与切线夹角的正切为
θθ
θθ

tantan1
tantan

1

1

+
−

=k 。利用 和222 bac −=

12

2
0

2

2
0 =+

b
y

a
x

代入计算，得到 
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2
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0

( )1

y b x
x c a y a y b x cx b a b cx b bk

y b x a b x y a cy c x y a cy cy
x c a y

+
+ + + +

= = =
− + +− ⋅

+

= 。 

),( 00 yx 与另一焦点 连线的斜率为)0,(c
cx

y
−

=
0

0
2tanθ ，此连线与切线

夹角的正切为 

2
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 02

2 2 2 2 2 2
0 02 0 0 0 0 0

2
0 0

tan tan
1 tan tan ( )1

b x y
a y x c cx b a y b x cx b a b b k

y b x a b x y a cy c x y a cy cy
x c a y

θ θ
θ θ

− −
− − − −−

= = = =
+ − −− ⋅

−
0 0

=
−

。 

由于两个夹角的正切相等，所以两个夹角相等，命题得证。 

 5．证明：双曲线 上任一点处的切线与两坐标轴构成的直角三

角形的面积恒为 。 

xy a= 2

2 2a

证 假设 为双曲线上任意一点，则 ，过这一点的切线斜

率为

),( 00 yx 2
00 ayx =

0

0
2
0

2

0
'

x
y

x
ay

x
−=−= ，切线方程为 

)( 0
0

0
0 xx

x
yyy −−=− ， 

易得切线与两坐标轴的交点为 和 。切线与两坐标轴构成

的直角三角形的面积为 

)2,0( 0y )0,2( 0x

2
0000 22)2)(2(

2
1 ayxxyS === 。 

6． 求函数在不可导点处的左导数和右导数。 

⑴ y = | sin |x ；  ⑵ y x= −1 cos ； 

⑶ y x= −e | |；  ⑷ y x= +|ln( ) |1 . 

解 （1）对 ，当y = ( ) | sin |f x x= 0=x 时， 
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1sinlim|0sin||sin|lim)0(
00

' =
∆
∆

=
∆
−∆

=
+→∆+→∆+ x

x
x

xf
xx

， 

'

0 0

| sin | | sin 0 | sin(0) lim lim 1
x x

x xf
x x− ∆ → − ∆ → −

∆ − − ∆
= = = −

∆ ∆
， 

所以 是不可导点。又由于函数y是周期为0=x π的函数，所有不可导

点为 )( Zkkx ∈= π ，且 1)( −=′− πkf ，
 

1)( =′+ πkf 。 

  （2） y = ( ) 1 cosf x x= − 22sin 2 sin
2 2
x x

= = ，由（1）可知不可导点

为 )(2 Zkkx ∈= π ，且经计算得到 2(2 )
2

f kπ−′ = − ，
2(2 )

2
f kπ+′ = 。 

  （3） 不可导点只有| |( ) e xy f x −= = 0=x ，且 

11lim)0(
0

' −=
∆
−

=
∆−

+→∆+ x
ef

x

x
， 11lim)0(

0

' =
∆
−

=
∆

−→∆− x
ef

x

x
。 

  （4） ( )y f x= = )1ln( +x 不可导点只有 0=x ，且 

'

0 0

| ln( 1) | ln1 ln( 1)(0) lim lim 1
x x

x xf
x x+ ∆ → + ∆ → +

∆ + − ∆ +
= = =

∆ ∆
， 

'

0 0

| ln( 1) | ln1 ln( 1)(0) lim lim 1
x x

x xf
x x− ∆ → − ∆ → −

∆ + − − ∆ +
= = = −

∆ ∆
。 

7．讨论下列函数在 x = 0处的可导性： 

⑴
⎩
⎨
⎧

=
≠>

=
+

;0,0
,0)0(,sin|| 11

x
xax

y x
a

 ⑵ y
x x
ax b x

=
>

+ ≤
⎧
⎨
⎩

2 0
0

, ,
, ;

 

⑶ y
x x
ax x

x

=
>
≤

⎧
⎨
⎩

e , ,
, ;

0
02

  ⑷ y x
x

a
x

= ≠
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
e ,
, .

2 0
0 0

,  

解 （1）
1

0 0 0

1| | sin 1lim lim lim | | sgn( )sin 0
a

a

x x x

xy x x x
x x x

+

∆ → ∆ → ∆ →

∆∆ ⎛ ⎞= = ∆ ∆⎜ ⎟∆ ∆ ⎝ ⎠
= ，所以函数

在 可导。 0=x

 （2）如果函数在 可导，则必须在0=x 0=x 连续，由

可得 。当 时，

bff ==+ )0()0(

0=b 0=b 00lim)0(
2

0

' =
∆
−∆

=
+→∆+ x

xf
x

， a
x

xaf
x

=
∆
−∆

=
−→∆−

0lim)0(
0

' ，
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故当 时函数在 可导，其他情况下函数在0== ba 0=x 0=x 不可导。 

（3）由于 10lim)0(
0

' =
∆

−∆
=

∆

+→∆+ x
xef

x

x
， )0(00lim)0( '

2

0

'
+−→∆− ≠=

∆
−∆

= f
x

xaf
x

，

故函数在 不可导。 0=x

（4）当 时函数在0a ≥ 0=x 不连续，所以不可导；当 时， 0a <

2

0 0

0lim lim 0

a
x

x x

y e
x x

∆

∆ → ∆ →

∆ −
=

∆ ∆
= ，所以当 0<a 时函数在 0=x 可导。 

8． 设 在f x( ) x = 0处可导，在什么情况下， | ( 在) |f x x = 0处也可导？ 

解  当 时，不妨设 ，则在0)0( ≠f 0)0( >f x = 0的小邻域中有 ，

故 ，所以 | ( 在

0)( >xf

)(|)(| xfxf = )|f x x = 0处也可导。 

当 时，由于 0)0( =f

| ( ) | | (0) | ( ) (0) sgn
0 0

f x f f x f x
x x
− −

=
− −

， 

分别在 x = 0处计算左、右极限，得到 | ( 在) |f x x = 0处的左导数为

，右导数为 | ' ，所以 | ( 在| '(0)f− | (0) |f )|f x x = 0处也可导的充分必要条

件是 。 '(0) 0f =

9．设 在[ , 上连续，f x( ) ]a b f a f b( ) ( )= = 0，且 0)()( >′⋅′ −+ bfaf ，证明

在 ( , 至少存在一个零点。 

f x( )

)a b

证  由题设知 )(af+′ 和 同号，不妨设两者都为正数。由于 )(bf−′

' ( ) ( ) ( )( ) lim lim 0
x a x a

f x f a f xf a
x a x a+ → + → +

−
= = >

− −
，可知存在 1 1( )x a x b< < ， 。

同理由于

0)( 1 >xf

' ( ) ( ) ( )( ) lim lim 0
x b x b

f x f b f xf b
x b x b− → − → −

−
= =

− −
> ，可知存在 2 1 2( )x x x b< < ，

。由连续函数的零点存在定理，函数 在 之间有零点。 0)( 2 <xf f x( ) 21, xx

10．设 在有限区间 内可导， f x( ) ( , )a b

 62



   ⑴ 若 ，那么能否断定也有lim ( )
x a

f x
→ +

= ∞ lim ( )
x a

f x
→ +

′ = ∞？ 

   ⑵ 若 lim ( )
x a

f x
→ +

′ = ∞，那么能否断定也有 lim ( )
x a

f x
→ +

= ∞？ 

解（1）不一定。反例：
xx

xf 1cos1)( += ， 0=a ， ， 
0

lim ( )
x

f x
→ +

= +∞

)1sin1(1)(' 2 xx
xf +−= ， ∞=

+→
)('lim

0
xf

x
不成立。 

（2）不一定。反例： xxf =)( ， 0=a ，
0 0

1lim ( ) lim
2x x

f x
x→ + → +

′ = = +∞，而 

0
lim ( ) 0
x

f x
→ +

= ≠ ∞。 

11．设函数 满足 。证明 在)(xf 0)0( =f )(xf 0=x 处可导的充分必要条件

是：存在在 处连续的函数 ，使得0=x )(xg )()( xxgxf = ，且此时成

立 。 )0()0( gf =′

证  充分性。由 可知)()( xxgxf =
0 0

( ) (0)lim lim ( ) (0)
x x

f x f g x g
x→ →

−
= = ，故 在 )(xf

0=x 处可导，且成立 )0()0( gf =′ 。 

必要性。令
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0),0('

0,)(
)(

xf

x
x
xf

xg ，则 )()( xxgxf = ，且  

0 0

( ) (0)lim ( ) lim '(0) (0)
x x

f x fg x f g
x→ →

−
= = = ，即 在)(xg 0=x 处连续。 
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      习  题  4.3  导数四则运算和反函数求导法则 

 

⒈ 用定义证明 。 (cos ) sinx x′ = −

证  由于 

2
sin)

2
sin(2cos)cos( xxxxxx ∆∆

+−=−∆+ ， 

根据 的连续性和sin x sin( ) ( 0)
2 2
x x x∆ ∆

∆ →∼ ，可知 

0 0 0

sincos( ) cos 2lim lim sin( ) lim sin
2

2
x x x

x
x x x xx xxx∆ → ∆ → ∆ →

∆
+ ∆ − ∆

= − + ⋅ = −
∆∆

。 

2. 证明： 

⑴ xxx csccot)(csc −=′ ；  ⑵ xx 2csc)(cot −=′ ； 

⑶ (arccos )x
x

′ = −
−

1
1 2

；  ⑷ 21
1)cot(arc
x

x
+

−=′ ； 

⑸ (ch )− ′ =
−

1
2

1
1

x
x

；  ⑹ (th ) (cth )− −′ = ′ =
−

1 1
2

1
1

x x
x

解（1） xx
x
x

x
x

x
x csccot

sin
cos

sin
)'(sin

sin
1)'(csc 22

'

−=−=−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 。 

（2） x
xx

x
x

x
x

x 2
22

2

2

'

csc
sin

1
tan
sec

tan
)'(tan

tan
1)(cot −=−=−=−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=′ 。 

（3）
21

1)'arcsin
2

()(arccos
x

xx
−

−=−=′
π

。 

（4） 21
1)'arctan

2
()cot(arc

x
xx

+
−=−=′

π
。 

（5） 1

2 2

1 1 1 1(ch )
(ch ) ' sh ch 1 1

x
y y y x

− ′ = = = =
− −

。 

（6） 1
2 2

1 1 1 1(th ) =
(th ) ' sech 1 th 1

x
y y y

− ′ = = = 2x− −
， 
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1
2 2

1 1 1(cth )
(cth ) ' csch cth 1 1

x
y y y

− ′ = = − = − = 2

1
x− −
。 

3. 求下列函数的导函数： 

⑴ xxxxf −+= lnsin3)( ；  ⑵ 3cos)( 2 ++= xxxxf ； 

⑶ f x x x x( ) ( ) sin= + −2 7 5 ；  ⑷ )sec2tan3()( 2 xxxxf += ；

⑸ f x x x
x

x( ) e sin cos= − +4
3
； ⑹ f x

x x
x

x

( )
sin

=
+ −2 2

23
； 

⑺ f x
x x

( )
cos

=
+

1
；  ⑻ f x

x x
x

( )
sin ln

=
x−

+
2
1
； 

⑼
x

xxxf
ln

cot)(
3 +

= ；  ⑽ f x
x x x
x x x

( )
sin cos
sin cos

=
+
−

； 

⑾ f x x xx( ) (e log ) arcsin= + 3 ；  ⑿ xxxxxf sh)ln3(csc)( 2−= ；

⒀ f x
x x
x x

( )
sec
csc

=
+
−

；  ⒁ x
xxxf

tanarc
sin)( +

= ； 

解 （1）
xx

xxxxxf
2

11cos3)'()'(ln)'sin3()(' −+=−+= 。 

  （2） 。 xxxxxxxxxxf 2sincos)'3()'()'(coscos')(' 2 +−=+++=

  （3）  )')(sin57(sin)'57()(' 22 xxxxxxxf −++−+=

xxxxx cos)57(sin)72( 2 −+++= 。 

  （4）  )'sec2tan3()sec2tan3()'()(' 22 xxxxxxxf +++=

)sectan2sec3()sec2tan3(2 22 xxxxxxx +++= 。 

  （5） )'3()'cos4()'(sinsin)'()('
x

xxexexf xx +−+=  

3
23(sin cos ) 4sin

2
xe x x x x

−
= + + − 。 

  （6） )')(2sin2()'2sin2()(' 3
2

3
2

−−
−++−+= xxxxxxxf xx  

 65



3
5

3
2

)2sin2(
3
2)2ln2cos21(

−−
−+−−+= xxxxx xx 。 

  （7） 22 )cos(
1sin

)cos(
)'cos()('

xx
x

xx
xxxf

+
−

=
+
+

−= 。 

  （8）
2)1(

)'1)(ln2sin()1()'ln2sin()('
+

+−−+−
=

x
xxxxxxxxxf  

2

2

)1(2
)ln2sin()1)(2cossin(2

+
−−+−+

=
xx

xxxxxxxxx
。 

  （9）
3 3

2

( cot ) ' ln ( cot )(ln )'( )
ln

'x x x x x xf x
x

+ − +
=  

2 2 3

2

(3 csc ) ln cot
ln

x x x x x x
x x

− − −
= 。 

  （10） )'
cossin

cos21()('
xxx

xxf
−

+=  

2)cossin(
)'cossin(cos2)cossin()'cos2(

xxx
xxxxxxxx

−
−−−

=  

2)cossin(
)cossin(2

xxx
xxx

−
+−

= 。 

  （11）  )')(arcsinlog(arcsin)'log()(' 33 xxexxexf xx +++=

21
1)

3ln
ln(arcsin)

3ln
1(

x
xex

x
e xx

−
+++= 。 

  （12） 2 2'( ) (csc 3ln ) ' sh (csc 3ln )( )'shf x x x x x x x x= − + − x  

2(csc 3ln ) (sh ) 'x x x x+ −  

xxxxxxxxxx
x

xx ch)ln3(cscsh)2)(ln3(cscsh)3csc(cot 22 −+−++−=  

)chsh2)(ln3(cscsh)3csccot( 2 xxxxxxxxxxx +−++−= 。 

  （13） 2)csc(
)'csc)(sec()csc()'sec()('

xx
xxxxxxxxxf

−
−+−−+

=  

2)csc(
)csccot1)(sec()csc)(sectan1(

xx
xxxxxxxx

−
++−−+

= 。 
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  （14）
x

xxxxxxxf 2arctan
)')(arctansin(arctan)'sin()(' +−+

=  

xx
xxxxx

22

2

arctan)1(
)sin(arctan)cos1)(1(

+
+−++

= 。 

4. 求曲线 在 (e 处的切线方程和法线方程。 y x= ln , )1

解  因为
ex

ey
ex

11)(' ==
=

，切线方程为 

1 ( ) 1 xy x e
e e

= − + = , 

法线方程为 

2( ) 1 (y e x e ex e= − − + = − + +1)。 

5. 当 取何值时，直线a y x= 能与曲线 y xa= log 相切，切点在哪里？ 

解 设切点为 ，由于),( 00 xx xy = 是 ( ) logay f x x= = 的切线，其斜率为 1， 

所以 1
ln
1)('

0
0 ==

ax
xf ，故

a
x

ln
1

0 = 。又由 0
0 0

ln( ) log
lna

x
0f x x

a
x= = = ，得到 

1ln 0 =x ，即 ex =0 ，从而 ，切点为 。 1−

= eea ),( ee

6． 求曲线 n（ ）上过点 ( , 的切线与y x= +∈Nn )1 1 x轴的交点的横坐标 ，

并求出极限 。 

xn

lim ( )
n ny x
→∞

解  因为 nxny
x

n ==
=

−

1

1)1(' ，所以过点 的切线为( , )1 1 1)1( +−= xny ，它与 

x轴交点的横坐标为 1
n

nx
n
−

= ，因此  

en
nxy n

nnn

1)1(lim)(lim =
−

=
∞→∞→

。 

7. 对于抛物线 ，设集合 y ax bx c= + +2

       ； }),(|),{(S1 切线可以作该抛物线的两条过 yxyx=

       ； S {( , )| ( , )2 = x y x y过 只可以作该抛物线的一条切线}

       ， S {( , )| ( , ) }3 = x y x y过 不能作该抛物线的切线

   请分别求出这三个集合中的元素所满足的条件。 
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解  ，不妨设 ，抛物线开口向上。过 可以作该抛物线 0≠a 0>a ),( yx

两条切线当且仅当 在该抛物线的下方，即 。同理当 ),( yx cbxaxy ++< 2

0<a 时, ，因此 cbxaxy ++> 2

{ }0)(|),( 2
1 >−++= ycbxaxayxS 。 

   过 只可以作该抛物线一条切线当且仅当 在该抛物线上， ),( yx ),( yx

所以 

{ }0|),( 2
2 =−++= ycbxaxyxS 。 

由此得到 

{ }0)(|),()( 2
213 <−++== ycbxaxayxSSS C∪ 。 

8. ⑴  设 在 处可导， 在f x( ) x x= 0 g x( ) x x= 0 处不可导，证明

在c f x c g x1 2( ) )+ ( 2( 0c ≠ ) x x= 0处也不可导。 

   ⑵ 设 与 在 处都不可导, 能否断定 在

处一定可导或一定不可导？ 

f x( ) g x( ) x x= 0 ))( 21 xgcxfc (+

x x= 0

解 （1）记 ))()( 21 xgcxfcxh (+= ，当 02 ≠c 时，如果 在 处可导，

则 在

)(xh x x= 0

21 /)]()([)( cxfcxhxg −= x x= 0处也可导，从而产生矛盾。 

（2）不能断定。如 )()( xfxg = x= ，当 21 cc −= 时， ))( 21 xgcxfc (+ 在

处是可导的；当 时，

0=x

21 cc −≠ ))( 21 xgcxfc (+ 在 0=x 处不可导。 

9. 在上题的条件下，讨论 在f x g x( ) ( ) x x= 0处的可导情况。 

解  函数 在 处可导，( )f x c= 0x = ( ) | |g x x= 在 0x = 处不可导，则

当 时在 处可导，当

f x g x( ) ( )

0c = 0x = 0c ≠ 时在 0x = 处不可导。 

 函数 在( ) ( ) | |f x g x x= = 0x = 处都不可导，但 2( ) ( )f x g x x= 在 处可

导。函数 在

0x =

( ) ( ) sgn | |f x g x x= = 0x = 处都不可导， ( ) ( ) sgn | |f x g x x= 在 0x =
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处也不可导。 

10．设 （ ）为同一区间上的可导函数，证明 )(xf ij nji ,,2,1, =

∑
=

′′′=
n

k

nnnn

knkk

n

nnnn

n

n

xfxfxf

xfxfxf

xfxfxf

xfxfxf

xfxfxf
xfxfxf

dx
d

1

21

21

11211

21

22221

11211

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(
)()()(

。 

证 根据行列式的定义 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

f x f x f x
f x f x f xd

dx
f x f x f x

 

1 2

1 2

( )
1 2( 1) ( ) ( ) ( )n

n

N k k k
k k nk

d f x f x f x
dx

= −∑  

1 2

1 2 1 2

1 2

( )
1 2 1 2

1 2

( 1) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )]

n

n n

n

N k k k
k k nk k k nk

k k nk

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x

′ ′= − + +

′+

∑  

11 12 1

21 22 2

1 2

' ( ) ' ( ) ' ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

f x f x f x
f x f x f x

f x f x f x

= +

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )
' ( ) ' ( ) ' ( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

f x f x f x
f x f x f x

f x f x f x

+  

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

' ( ) ' ( ) ' ( )

n

n

n n nn

f x f x f x
f x f x f x

f x f x f x

+  

11 12 1

1 2
1

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

k k kn
k

n n nn

f x f x f x

f x f x f x

f x f x f x

=

′ ′ ′= ∑ 。 
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 70

习  题  4.4  复合函数求导法则及其应用 

 

⒈  求下列函数的导数： 

⑴ y x x= − +( )2 12 2； ⑵ y xx= e sin2 3 ； 

⑶ y
x

=
+
1

1 3
； ⑷ y

x
x

=
ln
； 

⑸ y x= sin 3； ⑹ y x= cos ； 

⑺ y x x x= + − + +1 1ln( )； ⑻ y x= −arcsin (e )2 ； 

⑼ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2 1ln
x

xy ； ⑽ y
x x

=
+
1

2 2 2( sin )
； 

⑾ y
x

x x
=

+
−

1
1

2

2

ln
； ⑿ y

x
x

=
+1 2csc

； 

⒀ y
x x

=
−

+
+

2
2 1

3
3 123 34

； ⒁ y x= −e sin2 ； 

⒂ y x a x
x

a x
= − +

−
2 2

2 2
.   

解 （1） )14)(12(2)'12)(12(2' 222 −+−=+−+−= xxxxxxxy 。 

  （2） )3sin23cos3(3sin)'()'3(sin' 222 xxexexey xxx +=+= 。 

  （3） 2
3

3232
3

3 )1(
2
3)'1()1(

2
1'

−−
+−=++−= xxxxy 。 

  （4）
2
1

2

'
2
1

ln2
ln1ln

ln2
1' ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
x

x
x

x
x

x
xy 。 

  （5） 3233 cos3)'(cos' xxxxy == 。 

  （6）
x
xxxy

2
sin)'(sin' −=−= 。 
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  （7） 1 ( 1) ' ( 1) ''
2 1 1

x x xy
x x x
+ + +

= ⋅ −
+ + +

= 1 1 2 1
2 1 2 1 ( 1 )

x
x x x x

+ +
−

+ + + +
 

= 1 1
2 1 ( 1 )

x x
x x x
− − +
+ + +

。 

  （8）
2 2

2 22 2

(e ) ' 2 e'
1 (e ) 1 e

x x

x x

xy
− −

− −

−
= =

− −
=

1

2
22 −

−
xe

x
。 

  （9）
4

4 2
4

( 1) ' 1' [ln( 1) ln( ]' 2
1

xy x x
x x
−

= − − = −
−

=
4

4

2 2
( 1)
x

x x
+
−
。 

  （10）
2

2 3

2(2 sin ) ''
(2 sin )

x xy
x x

− +
=

+
= 32 )sin2(

)cos4(2
xx

xx
+
+−

。 

  （11）
2 2 2 2

2 2

(1 ln ) ' 1 (1 ln )( 1 ) ''
(1 )

x x x x x xy
x x

+ − − + −
=

−
 

=
2
3

22

222

)1(

)21)(ln1(ln)1(2

xx

xxxx

−

−+−−
。 

  （12）
2 2

2

' 1 csc ( 1 csc ) ''
1 csc

x x x xy
x

+ − +
=

+
 

2 2
2

2

2

1 ( cot csc ) (2 )1 csc
2 1 csc
1 csc

x x xx x
x

x

− ⋅
+ − ⋅ ⋅

+=
+

 

2 2 2 2

3
2 2

1 csc csc cot

(1 csc )

x x x x

x

+ +
=

+
。 

  （13）
3 2 34

2 3' ( ) ' ( ) '
2 1 3 1

y
x x

= +
− +

 

4 5
2 3 23 41 12( )(2 1) (4 ) 3( )(3 1) (9 )

3 4
x x x x

− −
= − − + − +  

4 5
2 2 33 48 27(2 1) (3 1)

3 4
x x x x

− −
= − − − + 。 

  （14） 2sin 2' e ( sin ) 'xy x−= −
2sinsin 2 xx e−= − ⋅ 。 



 72

  （15）
2 2

2 2

( )' ( ) 'x a x xy
a x
− +

=
−

2 2
2 2

2 2 2 2 3

1( 1) ( ) ( 2 )3 1 2
( )

x a x xa x
a x a x

− + ⋅ − ⋅ −− +
= +

− −
 

4 2 2 4 2

3
2 2 2

2 3

( )

x a x a a

a x

− + +
=

−
。 

⒉  求下列函数的导数： 

⑴ y x= ln sin ； ⑵ )cotln(csc xxy −= ； 

⑶ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

a
xaxaxy arcsin

2
1 222 ； ⑷ y x x a= + +ln( )2 2 ； 

⑸ y x x a a x x a= − − + −
1
2

2 2 2 2 2( ln( ) .   

解 （1） 1' (sin ) ' cot
sin

y x x
x

= = 。 

（2） (csc cot ) ''
csc cot

x xy
x x
−

= =
−

2cot csc ( csc ) csc
csc cot
x x x x

x x
− − −

=
−

。 

（3） 2 2 2 2 21' ' ( ) ' (arcsin ) '
2

xy x a x x a x a
a

⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2 2

2 2 2

1
1 1 ( 2 )( )
2 2

1

x aa x x a
a x x

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟= − + +⎜ ⎟− ⎛ ⎞⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2

2

2 2

, 0,

, 0.

a x a
x a

a x

⎧ − >
⎪

= ⎨
− <⎪

−⎩

。 

（4）
2 2

2 2

( ) '' x x ay
x x a
+ +

=
+ +

2 2

2 2

21
2

x
x a

x x a

+
+=

+ + 2 2

1
x a

=
+
。 

（5）
2 2

2 2 2 2 2

2 2

1 ( ) '' [ ' ( ) ' ]
2

x x ay x x a x x a a
x x a
+ −

= − + − −
+ −

 

2 2
2 2 2

2 2 2 2

1
1
2

x
x x ax a x a

x a x x a

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎛ ⎞ −⎢ ⎥= − + − ⋅⎜ ⎟
⎢ ⎥− + −⎝ ⎠
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 22 ax − 。 

⒊  设 f x( )可导，求下列函数的导数： 
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⑴ f x( )23 ；  ⑵ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
f

ln
1
； 

⑶ f x( )；  ⑷ )(tanarc xf ； 

⑸ f f ex( ( ))2 ；  ⑹ sin ( (sin ))f x ； 

⑺ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)(

1
xf

f ；  ⑻
1

f f x( ( ))
. 

解 （1） 3 3 32 2 2( ) ' '( )( ) 'f x f x x= = )('
3
2 3

2
3
1

xfx
−

。 

（2） 1 1 1'
ln ln ln

f f
x x x

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= )
ln
1('

ln
1

2 x
f

xx
− 。 

（3） 1[ ( )]' [ ( )]'
2 ( )

f x f x
f x

= =
)(2

)('
xf

xf
。 

（4） 2

1[arctan ( )]' [ ( )]'
1 [ ( )]

f x f x
f x

=
+

=
)(1

)('
2 xf
xf

+
。 

（5） 2 2 2

[ ( ( ))]' '( ( ))[ ( )]'x x xf f e f f e f e=
2 2 2

'( ( )) '( )( ) 'x x xf f e f e e=  

= ))((')('2
222 xxx effefxe 。 

（6）[sin ( (sin ))] ' cos( (sin ))( (sin )) 'f x f x f x= cos( (sin )) '(sin )(sin ) 'f x f x x=  

= xxfxf cos)(sin'))(sincos( 。 

（7） 1 1 1'
( ) ( ) ( )

f f
f x f x f x

′ ′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

)(
1'

)(
)('

2 xf
f

xf
xf

。 

（8） 2

1 '( ( )) [ ( )]'
( ( )) ( ( ))

f f x f x
f f x f f x

′⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

( )2))((
)('))(('

xff
xfxff

− 。 

⒋  用对数求导法求下列函数的导数： 

⑴ y x x= ； ⑵ ( )xxxy
1

3 sin+= ； 

⑶ y xx= cos ； ⑷ y xx= +ln ( )2 1 ； 
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⑸ y x
x
x

=
−
+

1
1

2

3
； ⑹ y x xi

i

n

= −
=
∏ ( )

1
； 

⑺ y x x= sin .   

解   由于 '(ln ) ' yy
y

= ，所以 ' (ln ) 'y y y= 。 

（1） ln lny x x= , 

' (ln ) ' [ ' ln (ln ) '] (1 ln ) xy y y y x x x x x x= = + = + 。 

（2） ( )31ln ln siny x x
x

= + ， 

( ) ( )3 31 1' (ln ) ' ln sin ln sin 'y y y y x x x x
x x

⎡ ⎤′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−

+
+

+ 2

3

3

21
3 )sinln(

)sin(
cos3)sin(

x
xx

xxx
xxxx x 。 

（3） ln ln cosy x x= ， 

' ( ln cos ) ' [ ' ln cos (ln cos ) ']y y x x y x x x x= = + = ( ) xxxx xcostancosln − 。 

（4） ln ln ln(2 1)y x x= + ， 

' [ ' ln ln(2 1) (ln ln(2 1)) ']y y x x x x= + + +  

= )12(ln
)12ln()12(

2)12ln(ln +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

++ x
xx

xx x 。 

（5） 2 31 1ln ln ln(1 ) ln(1 )
2 2

y x x x= + − − + ， 

2 31 1' [(ln ) ' (ln(1 )) ' (ln(1 )) ']
2 2

y y x x x= + − − +  

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

−
−

+

−
)1(2

3
1

1

1

1
3

2

23

2

x
x

x
x

xx

xx
。 

（6）
1

ln ln( )
n

i
i

y x x
=

= −∑ ， 
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1

' [ ln'( )]
n

i
i

y y x x
=

= −∑ =∏ ∑
= = −

⋅−
n

i

n

i i
i xx

xx
1 1

1)( 。 

（7）令 , ln lnxu x u x x= = ，则 

ln 1 2 ln' [( ) ' ln (ln ) '] ( ) ( )
2 2

x xu u x x x x u u
x x x

+
= + = + = ，于是， 

' (sin ) '( ) 'y u u= = xx xx
x

x cos
2

ln2 +
。 

⒌  对下列隐函数求 dy
dx
： 

⑴ yxy tanarc+= ；  ⑵ y x y+ =e 1； 

⑶ x y y x− = −cos sin ；  ⑷ xy y− + =ln( )1 0； 

⑸ e xyx y2 2 0+ − = ；  ⑹ 0)tan( =−+ xyyx ； 

⑺ 2 0y x x ysin ln+ = ；  ⑻ x y axy3 3 3 0+ − = . 

解 （1）在等式两边对 x求导，得到 

2

'' ' (arctan ) ' 1
1

yy x y
y

= + = +
+
， 

解得 

'y = 2

21
y

y+
。 

（2）在等式两边对 x求导，得到 

' ' ' '(1 ) 0y y y yy x e xe y y xe e+ + = + + = ， 

解得 

'y = y

y

xe
e
+

−
1

。 

（3）等式两边平方，再对 x求导，得到 
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1 sin ( ) ' 2(sin )(cos ( ) ' 1)y y y x y y+ ⋅ = − ⋅ − ， 

解得 

'y =
yyxy

xy
sincos)(sin2

)(sin21
−−

−+
。 

（4）在等式两边对 x求导，得到 

1' ' [ln( 1)]' ' ' 0
1

x y xy y y xy y
y

+ − + = + − =
+

， 

解得 

'y =
xyx
yy

−−
+

1

2
。 

（5）在等式两边对 x求导，得到 
2 22 2 2( ) ' ( ) ' (2 ') ( 2 ') 0x y x ye x y xy e x y y xyy+ ++ − = + − + = ， 

解得 
2

2

22'
2

x y

x y

xe yy
e xy

+

+

−
= −

−
。 

（6）在等式两边对 x求导，得到 

2 2sec ( )( ) ' ( ) ' sec ( )(1 ') ( ') 0x y x y xy x y y y xy+ + − = + + − + = ， 

解得 

2

2

sec ( )'
sec ( )

x y yy
x x y

+ −
=

− +
。 

（7）在等式两边对 x求导，得到 

'2 'sin 2 (sin ) ' ( ln ) ' 2 'sin 2 cos ln 0yy x y x x y y x y x y x
y

+ + = + + + ⋅ = ， 

解得 
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22 cos ln'
2 sin

y x y yy
x y x

+
= −

+
。 

（8）在等式两边对 x求导，得到 

2 2 2 23 3 ' 3 ' 3 ' 3( ' ') 0x y y ax y axy x y y ay axy+ − − = + − − = ， 

解得 

2

2' ay xy
y ax
−

=
−
。 

6． 设所给的函数可导，证明： 

⑴ 奇函数的导函数是偶函数；偶函数的导函数是奇函数； 

⑵ 周期函数的导函数仍是周期函数。 

证 ⑴设 ( )f x 为奇函数，则 

0 0

( ) ( ) [ ( )] [ ( )]'( ) lim lim
x x

f x x f x f x x f xf x
x x∆ → ∆ →

− + ∆ − − − − ∆ − −
− = =

∆ ∆
 

0

( ( )) ( )lim '( )
( )x

f x x f x f x
x−∆ →

+ −∆ −
= =

−∆
； 

设 ( )f x 为偶函数，则 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )'( ) lim lim
x x

f x x f x f x x f xf x
x x∆ → ∆ →

− + ∆ − − − ∆ −
− = =

∆ ∆
 

0

( ( )) ( )lim '( )
( )x

f x x f x f x
x−∆ →

+ −∆ −
= − = −

−∆
。 

（2）设 ( )f x 是周期为T的函数，则 

0 0

(( ) ) ( ) ( ) ( )'( ) lim lim '( )
x x

f x T x f x T f x x f xf x T f x
x x∆ → ∆ →

+ + ∆ − + + ∆ −
+ = = =

∆ ∆
。 

7．求曲线 1ln =+ yxy 在 )1,1(M 点的切线和法线方程。 

解  对方程两边求导，得到 '' 0yy xy
y

+ + = ，解得
2

'
1

yy
xy

= −
+
，将 (1,1)代

入得到
1'(1)
2

y = − 。于是切线方程为
11 ( 1)
2

y x− = − − ，即 
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2 3 0x y+ − = ， 

法线方程为 1 2( 1)y x− = − ，即 

2 1 0x y− − = 。 

8． 对下列参数形式的函数求 dy
dx
： 

⑴
⎩
⎨
⎧

=
=

;
,

3

2

bty
atx   ⑵

⎩
⎨
⎧

−=
−=

;
,1

3

2

tty
tx  

⑶
⎩
⎨
⎧

=
=

;cos
,sin

2

2

tty
ttx   ⑷

⎩
⎨
⎧

=
= −

;e
,e

t

t

by
ax  

⑸
⎩
⎨
⎧

=
=

;sin
,cos

3

3

tay
tax   ⑹

⎩
⎨
⎧

=
=

;ch
,sh

bty
atx  

⑺
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

;1

,1

t
ty

t
tx

  ⑻
⎩
⎨
⎧

−=
+=

;1
,1

ty
tx  

⑼
⎩
⎨
⎧

=
=

−

−

;sine
,cose

22

22

ty
tx

t

t

  ⑽
⎩
⎨
⎧

−=
+=

.tanarc
),1ln( 2

tty
tx  

解：（1）
2' 3 3

' 2 2
dy y bt bt
dx x at a

= = = 。 

（2）
2 2' 1 3 3 1

' 2 2
dy y t t
dx x t t

− −
= = =

−
。 

（3）
2

2

' 2 cos sin 2cos sin
' 2 sin cos 2sin cos

dy y t t t t t t t
dx x t t t t t t t

− −
= = =

+ +
。 

（4） 2'
' ( )

t
t

t

dy y be b e
dx x ae a−= = = −

−
。 

（5）
2

2

' 3 sin cos
' 3 cos ( sin )

dy y a t t
dx x a t t

= =
−

= ttan− 。 

（6） ' sh
' ch

dy y b bt
dx x a at

= = 。 
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（7）
1 2

1 2

' (1 ) ' 1
' (1 ) '

dy y t t
dx x t t

− −

− −

+ −
= = = = −

−
。 

（8）
1

' 12 1
1' 1

2 1

dy y tt
dx x t

t

−
+−= = = −
−

+

。 

（9）
2 2 2

2 2 2

' 2 sin 2sin cos (sin cos ) tan
' 2 cos 2cos ( sin ) sin cos

t t

t t

dy y e t e t t t t t
dx x e t e t t t t

− −

− −

− + −
= = =

− + − +
。 

（10）
2

2

11' 1
2' 2

1

dy y tt
tdx x
t

−
+= = =

+

。 

9．求曲线 3

2

1
2

t
ttx

+
+

= ， 3

2

1
2

t
tty

+
−

= 上与 1=t 对应的点处的切线和法线方

程。 

解  将 1t = 代入参数方程，有 3 1,
2 2

x y= = 。经计算， 

2 3 2 3 3 2 2

3 2 3 2

(2 ) '(1 ) (2 )(1 ) ' (2 2 )(1 ) (2 )3'(
(1 ) (1 )

t t t t t t t t t t tx
t t

+ + − + + + + − +
= =

+ +
t)  

3 4

3 2

2 2 4
(1 )
t t t

t
+ − −

=
+

， 

2 3 2 3 3 2 2

3 2 3 2

(2 ) '(1 ) (2 )(1 ) ' (2 2 )(1 ) (2 )3'( )
(1 ) (1 )

t t t t t t t t t t ty t
t t

− + − − + − + − −
= =

+ +
 

3 4

3 2

2 2 4
(1 )
t t t

t
− − +

=
+

。 

于是 

3 4

3 4

2 2 4
2 2 4

dy t t t
dx t t t

− − +
=

+ − −
。 

当 1t = 时，

3
4 31
4

dy
dx

−
= =
−

，所以切线方程为 
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3 13( ) 3 4
2 2

y x x= − + = − ， 

法线方程为 
1 3 1( ) 1
3 2 2 3

xy x= − − + = − + 。 

10．设方程
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

++=

.0
2

sin

,123 2

πyyt

tte x

确定 y为 x的函数，其中 t为参变量，求

0=tdx
dy
。 

解  将 0t = 代入参数方程，可得 1, 0
2

xe y π
= − + = ，即 0,

2
x y π
= = 。在两 

个方程的两端对 t求导，得到 

' 6 2,
sin cos ' ' 0,

xe x t
y t y y y

⎧ = +
⎨

+ ⋅ − =⎩
 

再将 0t = 代入，解得 '(0) 2, '(0) 1x y= = 。所以 

0

2 2
1t

dy
dx =

= = 。 

11. 证明曲线 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

).cos(sin
),sin(cos

tttay
tttax  

上任一点的法线到原点的距离等于 | |a 。 

证  利用参数形式所表示的函数的求导公式， 

(cos cos sin ) tan
( sin sin cos )

dy a t t t t t
dx a t t t t

− +
= =

− + +
， 

曲线在对应于参数 t的点处的法线方程为 

(sin cos ) cot ( (cos sin ))y a t t t t x a t t t− − = − − + ， 

简化后为 
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cos sin 0t x t y a⋅ + ⋅ − = ， 

法线到原点的距离为 

2 2 | |
cos sin

ad a
t t

= =
+

。 

12．设函数u g x= ( )在 x x= 0处连续， ( )y f u= 在u u g x= =0 0( )处连续。请

举例说明，在以下情况中，复合函数 y f g x= ( ( ))在 x x= 0处并非一定

不可导： 

   ⑴ u g x= ( )在 x0处可导，而 y f u= ( )在u0处不可导； 

   ⑵ u g x= ( )在 x0处不可导，而 y f u= ( )在u0处可导； 

⑶ u g x= ( )在 x0处不可导， y f u= ( )在u0处也不可导。 

解 （1） 2 2 2
0 0( ) , ( ) | |, 0, 0, ( ( )) | |u g x x f u u x u y f g x x x= = = = = = = = 。 

（2） 2 2 2
0 0( ) | |, ( ) , 0, 0, ( ( )) | |u g x x f u u x u y f g x x x= = = = = = = = 。 

（3） ( ) max{0, }, ( ) min{0, }g x x f u u= = ，则u g x= ( )在 0 0x = 处不可导，

y f u= ( )在 0 (0) 0u g= = 处也不可导，但 ( ( )) 0y f g x= ≡ 处处可导。 

13．设函数 f u( )，g u( )和 h u( )可微，且 h u( ) > 1，u x= ϕ( )也是可微函数，

利用一阶微分的形式不变性求下列复合函数的微分： 

⑴ f u g u h u( ) ( ) ( )；  ⑵
f u g u

h u
( ) ( )

( )
； 

⑶ h u g u( ) ( )；  ⑷ )(log )( uguh ； 

⑸ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)(
)(tanarc

uh
uf
；  ⑹

1
2 2f u h u( ) ( )+

. 

解 （1） [ ( ) ( ) ( )]d f u g u h u [ '( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) '( )]f u g u h u f u g u h u f u g u h u du= + +  

[ '( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) '( )] '( )f u g u h u f u g u h u f u g u h u x dxϕ= + + 。 



 82

（2） ( ) ( )
( )

f u g ud
h u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

[ '( ) ( ) ( ) '( )] ( ) [ ( ) ( )] '( )
( ( ))

f u g u f u g u h u f u g u h u du
h u

+ −
=  

2

'( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) '( ) '( )
( ( ))

f u g u h u f u g u h u f u g u h u x dx
h u

ϕ+ −
= 。 

（3） ( )[ ( ) ]g ud h u [ ]( ) ln( ( )) ( ) ln( ( )) ( ) ln( ( ))g u h u g u h ue du e g u h u du′ ′⎡ ⎤= =⎣ ⎦  

( ) '( )( ) ( ) '( ) ln ( ) '( )
( )

g u h uh u g u g u h u x dx
h u

ϕ
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

。 

（4） ( )log ( )h ud g u 2

ln ( ) [ln ( )]' ln ( ) ln ( )[ln ( )]'
ln ( ) ln ( )

g u g u h u g u h ud du
h u h u

−
= =  

2

( ) '( ) ln ( ) '( ) ( ) ln ( ) '( )
( ) ( ) ln ( )

h u g u h u h u g u g u x dx
h u g u h u

ϕ−
= 。 

（5） ( )arctan
( )

f ud
h u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 2 2

( )
( ) '( ) ( ) ( ) '( ) '( )

( ) ( )( )1
( )

f u
h u f u h u f u h udu x dx

f u h uf u
h u

ϕ

′⎡ ⎤
⎢ ⎥ −⎣ ⎦= =

+⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

。 

（6）
2 2

1
( ) ( )

d
f u h u+

2 2

3 3
2 2 2 22 2

( ) ( ) ( ) '( ) ( ) '( ) '( )
2( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

f u h u f u f u h u h udu x dx
f u h u f u h u

ϕ
′⎡ ⎤+ +⎣ ⎦= − = −

+ +
。 



习  题  4.5  高阶导数和高阶微分 

 

⒈  求下列函数的高阶导数： 

⑴ y x x x= + − +3 22 1,  求 ′′′y ；  ⑵ y x x= 4 ln ，求 ′′y ； 

⑶ y
x

x
=

+

2

1
，求 ； ′′y  ⑷ y

x
x

=
ln

2
，求 ′′y ； 

⑸ y = sin 3x ，求 、′′y ′′′y ；  ⑹ y x x= 3 cos ，求 、 ；′′y ′′′y

⑺ y x x= 2 3e ，求 ； ′′′y  ⑻ y xx= −e arcsin2 ′′y，求 ； 

⑼ y x x= 3 2cos ，求 ； y ( )80  ⑽ y x x= +( )s2 12 h ，求 . y ( )99

解 （1） ,46'',143' 2 +=−+= xyxxy 6''' =y 。 

（2） ， 。 33 ln4' xxxy += 22222 7ln1234ln12" xxxxxxxy +=++=

（3）
2

2

3
2

12 1
4 32 1'

1 2(1 )

x x x
x xxy

x x

+ −
++= =

+
+

， 

3 1
22 2 2

53
2

3(4 6 )(1 ) (4 3 )(1 ) 3 82"
2(1 ) 4(1 )

x x x x x x xy
x x

+ + − + + 8+ +
= =

+
+

。 

（4） 3
321 ln21ln2'

x
xxxxxy −

=⋅−⋅= −−− ， 

4
431 5ln6)ln21(32"

x
xxxxxy −

=−−−= −−− 。 

（5） ， 3223 cos3)3(cos' xxxxy =⋅=

3432323 sin9cos6)3)(sin(3cos6" xxxxxxxxxy −=−+= ， 

3 3 2 3 3 4 3''' 6cos 6 sin (3 ) 36 sin 9 cos (3 )y x x x x x x x x= − ⋅ − − ⋅ 2x

3
 

3 3 654 sin (27 6)cosx x x= − − − x 。 

（6） xxxx
x

xxxxy sin
2
1cos3)

2
1)(sin(cos3' 2

5
232 −=−+= ， 
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3 5
2 2 21 5 1 1" 6 cos 3 ( sin ) sin (cos )

4 22 2
y x x x x x x x x

x x
= + − − −  

3
2 21 11(6 )cos sin

4 4
x x x x= − − x，

 1 32
2 21 33 11 1''' (6 ) cos (6 )( sin ) sin cos

2 4 8 42 2
x xy x x x x x x x

x x
= − + − − − −  

3 1
2 215 1 57(6 )cos ( )sin

8 8 8
x x x x= − + − x。 

（7） ， xxx exxxexxey 32323 )32()'3(2' +=+=

xxx exxxexxexy 32323 )2129()'3()32()62('' ++=+++= ， 

xxx exxxexxexy 32323 )185427()'3()2129()1218(''' ++=++++= 。 

（8） 222

)
1

1arcsin2()'(arcsinarcsin)'('
2

2 xxx e
x

xxxexexy −−−

−
+−=+−= ， 

;
)1(

)34(arcsin)12(2

)1(

)2()
2
1(

1
2arcsin2)

1
1arcsin2)(2(

)'
1

1arcsin2()
1

1arcsin2()'("

2

22

22

2
3

2

2
2

2
3

2
22

22

2

x

xx

xx

e
x

xxxx

e
x

x
x

xxe
x

xxx

e
x

xxe
x

xxxy

−

−−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
+−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−+

−
−−+

−
+−−=

−
+−+

−
+−−=

（9）  (80) 3 (80) 1 2 (79) 2 (78) 3 (77)
80 80 80cos 2 3 cos 2 6 cos 2 6cos 2y x x C x x C x x C x= + + +

80 3 79 2 78 772 cos 2 80 2 3 sin 2 3160 2 6 cos 2 82160 2 6sin 2x x x x x x= + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ x        

80 2 22 ( 4740) cos 2 (120 61620)sin 2x x x x⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦x

x

。 

（10）  (99) 2 (99) 1 (98) 2 (97)
99 99(2 1)sh 4 sh 4shy x x C x x C= + + +

2(2 1)ch 99 4 sh 4851 4ch x x x x= + + ⋅ + ⋅ x  

2(2 19405)ch 396 shx x x= + + x。 

⒉  求下列函数的 阶导数 ： n ( )ny
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⑴ y x= sin 2 ω ；  ⑵ y xx= 2 ln ； 

⑶ y
x

x

=
e ；  ⑷ y

x x
=

− +
1
5 62

； 

⑸ y e xx= α βcos ；  ⑹ y x x= +sin cos4 4 . 

解 （1） )
2

2cos(2)2cos1(
2
1 1)()( πωωω +−=−= − nxxy nnnn  

1 12 sin(2
2

n n nx )ω ω π− −
= + 。 

（2） ( ) ( ) ( )

0
(2 ) (ln )

n
n k x n k kxn

k
y C −

=

= ∑
( 1)

1

1ln 2 2 ln 2 ln 2
kn

n x k x n k
n

k

x C
x

−
−

=

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

1

1

( 1) ( 1)!2 ln 2 ln ln 2
kn

x n k n k
n k

k

kx C
x

−
−

=

⎡ ⎤− −
= ⋅ + ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ 。 

（3） ∑∑
=

+
=

− −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

k
k

k
xk

n

n

k

k
knxk

n
n

x
keC

x
eCy

0
1

0

)(
)()( !)1(1)( 1

0

!)1(
+

=

−
= ∑ k

kn

k

k
n

x

x
kCe 。 

（4）由于
2

1
3

1
−

−
−

=
xx

y ， 

( ) ( )
( ) 1 1

3 2

n n
ny

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1 1

1 1( 1) !
( 3) ( 2)

n
n nn

x x+ +

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 
0

1 1 1
0

( 2) ( 3)
1( 1) ! ( 1) !

( 3) ( 2) ( 2) ( 3)

n
k n k

n
n nk

n n n k
k

x x
n n

x x x x

−

=
+ + − +

=

− −
= − = −

− − − −

∑
∑ 1k+ 。 

（5） [ ] )(

0

)()( )cos()( k
n

k

knxk
n

n xeCy βα∑
=

−=
0

cos( )
2

n
x k n k k

n
k

ke C xα πα β β−

=

= +∑ 。 

（6）  xxxxy 22222 cossin2)cos(sin −+=

211 sin 2
2

x= −
1 31 (1 cos 4 )
4 4

cos 4
4

xx= − − = + ， 

所以 

( ) 14 cos(4 )
2

n n ny x π−= + 。 

⒊ 研究函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

≥
=

0,
,0,

)(
2

2

xx
xx

xf  
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的各阶导数。 

解 当 时， ；当0>x xxf 2)(' = 0<x 时， xxf 2)(' −= 。由 

2

0 0

( ) (0) ( ) 0(0) lim lim 0
x x

f x f xf
x x+ ∆ → + ∆ → +

∆ − ∆ −′ = =
∆ ∆

= ， 

2

0 0

( ) (0) ( ) 0(0) lim lim 0
x x

f x f xf
x x− ∆ → − ∆ → −

∆ − − ∆ −′ = =
∆ ∆

= ， 

可知 。 ||2)(' xxf =

由此得到

2, 0,
''( ) 2, 0,

0

x
f x x

x

>⎧
⎪= − <⎨
⎪ =⎩不存在， 。

 

于是当 时，2>n ( ) 0, 0,
( )

0
n x

f x
x
≠⎧

= ⎨
=⎩不存在， 。

 

4．设 任意次可微，求 f x( )

⑴ [ ( )]f x 2 ′′′；  ⑵
1f
x

′′′⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

；  

⑶ [ (ln )]f x ′′；  ⑷ [ln ( )]f x ′′； 

⑸ [ ( )]f e x− ′′′；  ⑹ ])tan(arc[ ′′xf . 

解 （1） ， )('2)')((')]'([ 2222 xxfxxfxf ==

)('2)(''4)(')'2()')((''2')]'([ 2222222 xfxfxxfxxxxfxf +=+= ， 

2 2 2 2 2 2 2 2 3 2[ ( )]''' 4 '''( )( ) ' (4 ) ' ''( ) 2 ''( )( ) ' 8 '''( ) 12 ''( )2f x x f x x x f x f x x x f x xf x= + + = + 。 

（2）
'

2

1 1 1 1' 'f f f 1
x x x x x

′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
， 

' '

2 2 4 3

1 1 1 1 1 1 1 1 2'' ' '' 'f f f f 1f
x x x x x x x x x

′′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ x
， 

6 5 5 4

1 1 1 4 1 2 1 6 1f f f f f
x x x x x x x x

′′′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′ ′′ ′= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ x  
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2
6

1 1 1 16 6f xf x f
x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′ ′= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦x
。 

（3） ( ) ( )
x

xfxxfxf ln')'(lnln')]'(ln[ == , 

( ) ( ) ( ) ( )
22

ln'ln'')'(ln')'(lnln''')]'(ln[
x

xfxf
x

xxfxxxfxf −
=

−⋅
= 。 

（4）
)(
)(')]'([ln

xf
xfxf = , 

( )
)(

)(')()(''')]'([ln 2

2

xf
xfxfxfxf −

= 。 

（5）  )(')')((')]'([ xxxxx efeeefef −−−−− −==

2[ ( )]'' ''( )( ) ' ( ) ' '( ) ''( ) '( )x x x x x x x x x xf e e f e e e f e e f e e f e− − − − − − − − −= − − = + −

x

, 

2 2[ ( )]''' '''( )( ) ' ( ) ' ''( ) ''( )( ) ' ( ) ' '( )x x x x x x x x x xf e e f e e e f e e f e e e f e− − − − − − − − − −= + + + −

x  3 2'''( ) 3 ''( ) '( )x x x x xe f e e f e e f e− − − − − −= − − − 。 

（6） 2

'(arctan )[ (arctan )]' '(arctan )(arctan ) '
1

f xf x f x x
x

= =
+

, 

2 2

2 2

(1 ) ''(arctan )(arctan ) ' (1 ) ' '(arctan )[ (arctan )]''
(1 )

x f x x x ff x
x

+ − +
=

+
x  

2 2

''(arctan ) 2 '(arctan )
(1 )

f x xf x
x

−
=

+
。 

5．利用 Leibniz公式计算 ： ( ) (0)ny

⑴ xy tanarc= ； 

⑵ y x= arc sin 。 

解（1）由 222 )1(
2'',

1
1'

x
xy

x
y

+
−=

+
= ，令 0x = ，可得 0)0('',1)0(' == yy 。在

等式 两边对 求 阶导数（ ），得到 1)1(' 2 =+ xy x n 1n >

∑
=

+− =+
n

k

kknk
n xyC

0

)(2)1( 0)1( ， 

注意到 ，上式简化为 0'')'1( 2 =+ x
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( 1) 2 ( ) ( 1)( 1)(1 ) 2 2 0
2

n n nn ny x ny x y+ −−
+ + ⋅ + ⋅ = ， 

以  代入，得到递推公式 0=x

)0()1()0( )1()1( −+ −−= nn ynny ， 

从而得到 
1

2( ) ( 1) ( 1)!, ;(0)
0,

n

n n ny
n

−⎧⎪ − −= ⎨
⎪⎩

为奇数

为偶数。
 

（2）由
1 3 3

2 2 2 22 2 2
2

1 '' (1 ) , '' ( )(1 ) (1 ) ' (1 )
2 1

xyy x y x x x x
x

− − −
= − = − − − = − =

−
， 令 ， 0=x

可得 ，且 。 在等式 两边对

求 阶导数（ ），得到 

0)0('',1)0(' == yy '')1(' 2 yxxy −= '')1(' 2 yxxy −= x

n 1n ≥

∑∑
=

+−

=

+− −=
n

k

kknk
n

n

k

kknk
n xyCxyC

0

)(2)2(

0

)()1( )1()( ， 

即 

)()1()(2)2()()1( )1(2)1( nnknnn ynnxnyxynyxy −−−−=+ +++
 

( 1) ( ) ( 2) 2 ( 1) ( )(1 ) 2 ( 1)n n n n nxy ny y x xny n n y+ + ++ = − − − − ， 

以 代入，得到递推公式 0=x

)0()0( )(2)2( nn yny =+ ， 

从而得到 

                  
2

( ) [( 2)!!]
(0)

0
n n n

y
n

⎧ −
= ⎨
⎩

， 为奇数；

， 为偶数。

6． 对下列隐函数求
2

2

d y
dx
： 

⑴ e x yx y2 2 0+ − = ;  ⑵ 0)tan( =−+ xyyx ; 

⑶ 2 0y x x ysin ln+ = ;  ⑷ 3 3 3 0x y axy+ − = . 

解 （1）在等式两边对 求导，有 x
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0'2)'2()'()'( 222 22

=−−+=−+ ++ yxxyyxeyxyxe yxyx ， 

再对 求导，得到 x

) '

=

2 22 2( ) '(2 ') (2 ') ' (2 'x y x ye x y x y e x y xy x y+ ++ + + + − +
 

2 22 2(2 ') (2 '') 2 4 ' '' 0x y x ye x y e y y xy x y+ += + + + − − − ， 

从而解出 

2

22

2

2
])'('442[2'4''

xe

yxyxeyxyy
yx

yx

−

+++−+
=

+

+

， 

其中
22

2
)(2'

xe

eyxy
yx

yx

−

−
=

+

+

。 

  （2）在等式两边对 求导，有 x

x

0')'1)((sec)'()')((sec 22 =−−++=−++ xyyyyxxyyxyx ， 

再对 求导，得到 

2 22sec ( ) tan( )( ) '(1 ') sec ( )(1 ') ' ' ( ') 'x y x y x y y x y y y xy+ + + + + + + − −
 

2 2 22sec ( ) tan( )(1 ') sec ( ) '' 2 ' ''x y x y y x y y y xy= + + + + + − − 0= ， 

从而解出 

)(sec
'2)'1)(tan()sec(2'' 2

2

yxx
yyyxyxy

+−
−+++

= ， 

其中
)(sec

)(sec' 2

2

yxx
yyxy

+−
−+

= 。 

（3）在等式两边对 求导，有 x

0'lncos2sin'2 =⋅+++ y
y
xyxyxy ， 

再对 求导，得到 x

0'')'('2sin2cos'4sin''2 2
2 =⋅+⋅−+−+ y

y
xy

y
x

y
yxyxyxy ， 
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从而解出 

xyxy
yxyyxyyxyy

sin2
)'('2cos'4sin2'' 2

223

+
+−−

= ， 

其中
xyx

yyxyy
sin2

lncos2'
2

+
+

−= 。 

 （4）在等式两边对 求导，有 x

x

0'33'33 22 =−−+ axyayyyx ， 

再对 求导，得到 

0''3'6''3)'(66 22 =−−++ axyayyyyyx ， 

从而解出 

2

2 '2)'(22''
yax

ayyyxy
−

−+
= ， 

其中
axy
xayy

−
−

= 2

2
' 。 

7． 对下列参数形式的函数求 d y
dx

2

2
： 

⑴
x at
y bt
=
=

⎧
⎨
⎩

2

3

,
,
  ⑵

x at t
y at t
=
=

⎧
⎨
⎩

cos ,
sin ,

 

⑶
x t t
y t t
= −
=

⎧
⎨
⎩

( sin )
cos ,
1 ,   ⑷

x a
y b

t

t

=
=

⎧
⎨
⎩

−e ,
e ,

 

⑸
x t
y t
= +
= −

⎧
⎨
⎩

1
1

,
,
  ⑹

⎩
⎨
⎧

=
=

.cos
,sin

bty
atx  

解 （1）
ta

b
at

abtatbt
at

atbtatbt
dx

yd
23

2

32

2323

2

2

4
3

)2(
)2)(3()2)(6(

])'[(
')'()'()'(')'(

=
−

=
−

= 。 

（2）
2

2 3

( sin ) ''( cos ) ' ( sin ) '( cos ) ''
[( cos ) ']

d y at t at t at t at t
dx at t

−
=  
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3 3

2 2 2 2

3 3

(2 cos sin )( cos sin ) ( sin cos )(2 sin cos
(cos sin )

( 2)(sin cos ) 2
(cos sin ) (cos sin )

a t at t a t at t a t at t a t at t
a t t t

t t t t
a t t t a t t t

)− − + + +
=

−

+ + +
= =

− −
。

 

（3） 
2

2 3

( cos ) ''[( (1 sin )]' ( cos ) '[ (1 sin )]''
[ (1 sin )]'

d y t t t t t t t t
dx t t

− − −
=

−
 

3

2

3

( 2sin cos )(1 sin cos ) (cos sin )( 2cos sin )
(1 sin cos )

2 2sin cos
(1 sin cos )

t t t t t t t t t t t t
t t t

t t t t
t t t

− − − − − − − +
=

− −

+ − −
=

− −
。

 

（4）
2

2 3

( ) ''( ) ' ( ) '( ) ''
[( ) ']

t t t t

t

d y be ae be ae
dx ae

− −

−

−
= 3

2 3 2

2t t t t
t

t

be e be e b e
a e a

− −

−

− −
= =

−
。 

（5）
2

2 3

( 1 ) ''( 1 ) ' ( 1 ) '( 1 ) ''
[( 1 ) ']

d y t t t t
dx t

− + − − +
=

+
 

3
3 2

3 3

1 1 (2 1 ) 2(1 )
4( 1 ) (2 1 ) 2( 1 )[4( 1 ) ]

t t
t t t t

−⎡ ⎤−
= − + =⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
− − 。 

（6）
2

2 '3

(cos ) ''(sin ) ' (cos ) '(sin ) ''
(sin )

d y bt at bt at
dx at

−
=  

2 3

( sin sin cos cos )
cos

b a at bt b at bt
a at

− −
= 2 3

( sin sin cos cos )
cos

b a at bt b at bt
a at

+
= − 。 

8． 利用反函数的求导公式 dx
dy y

=
′

1 ，证明 

⑴ 32

2

)'(
''

y
y

dy
xd

−= ;  ⑵
d x
dy

y y y
y

3

3

2

5

3
=

′′ − ′ ′′′
′

( )
( )

. 

证 （1）
2

2

1( ) ( )
'

d x d dx d
dy dy dy dy y

= =  

2 2 2

1 ' 1 ' '' 1 ''
( ') ( ') ( ') ' ( ')

dy dy dx y y
y dy y dx dy y y y

= − = − = − ⋅ = − 。3  

（2）
( )

3 2

33 2

''( ) [ ]
'

d x d d x d y
dy dy dy dy y

= = − 3 4

1 '' ''3
( ') ( ')

dy y dy
y dy y dy

= − +
'

 

2 2

3 4 3 4

1 '' '' ' ''' 1 3( '') 1 3( '') ' '''3
( ') ( ') ( ') ' ( ') ' ( ')

dy dx y dy dx y y y y y
y dx dy y dx dy y y y y y

−
= − + = − ⋅ + ⋅ = 。5  
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9． 求下列函数的高阶微分： 

⑴ ,tan3 xxy −=  求 ； d y2  ⑵ y x x= −4 e ，求 ； d y4

⑶ y
x

x
=

+1 2
，求 ； d y2  ⑷ y

x
x

=
−

sec
2 1
，求 ； d y2

⑸ y x x= sin 3 ，求 ； d y3  ⑹ y x x= ，求 ； d y2

⑺ y
x

x
=

ln ，求 d ； yn  ⑻ y x xn= cos 2 ，求 . d yn

解 （1）
2

231 ( tan ) (1 sec )
3

dy x x x dx
−

= − −
2

231 ( tan ) tan
3

x x x
−

= − − dx， 

5 2
2 2 23 32 1[ ( tan ) (1 sec ) ( tan ) (2 tan sec )]

9 3
d y x x x x x x x dx

− −
= − − − − − 2 2

 

4 2
2

5
3

2 tan 6sec tan ( tan )

9(tan )

x x x x x dx
x x

+ −
=

−
。 

（2）
4

4 4 ( ) (4 ) 4
4

0
[ ( ) ( ) ]k k x k

k
d y C x e dx− −

=

= ∑
4

4 4
4

0

4! ( 1)
(4 )!

k k k

k
C x e

k
− − −

=

= −
−∑ 4xdx  

4234 )24967216( dxexxxx x−+−+−= 。 

（3） dx
xx

dx
x

xxx
xdy

222

2

2

1

1
11)2(

12
1

+
−=

⋅+−⋅⋅
+= ， 

2
2 2

3 33 2
2 2 3 22 2

2 2 3 2[ ]
1 2 (1 ) (1 )

x xd y dx dx
x x x x x x

+
= + =

+ + +

2。 

（4）
2

1 3 3
2 2 22 2 2

tan sec 1 sec (2 ) sec [( 1) tan ][ ]
2( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x xdy dx dx
x x x

⋅ −
= − ⋅ =

− − −

−
， 

2 2
2

3
2 2

sec tan [( 1) tan ] sec [2 tan ( 1)sec 1]

( 1)

x x x x x x x x x xd y
x

⎧
− − + + − −⎪= ⎨

⎪ −⎩

2

 

2
2

5
2 2

3 sec [( 1) tan ] (2 )
2 ( 1)

x x x x x dx
x

⎫
− − ⋅ ⎪− ⋅ ⎬

⎪− ⎭
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2 2 2 2 2
2

5
2 2

sec [( 1) (1 2 tan ) 2 ( 1) tan 2 1]

( 1)

x x x x x x x dx
x

− + − − + +
=

−
。 

（5） 3 3 327(sin 3 cos3 )[ (sin 3 ) ''' 3 '(sin 3 ) '']d y x x x x dx= + x x x d= − + x 。 

（6） ， dxxxdxxededy xxxxx )ln1()ln1(lnln +=+==

2 2 21[( ) '(1 ln ) (1 ln ) '] [(1 ln ) ]x x xd y x x x x dx x x dx
x

= + + + = + + 。 

（7） n
n

k

knkk
n

n dx
x

xCyd ∑
=

−=
0

)()( )1()(ln  

1
1 1

1

( 1) ! ! ( 1)! ( )![ ln ( 1) ( 1) ]
!( )!

n n
k n k

n k
k

n n k n k n
n kx dx

x k n k x x
− −

+ − +
=

− −
= + − −

−∑ −

 
1

1

( 1) ! 1ln
n n

n
n

k

n x dx
x k+

=

− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

（8） n
n

k

kknnk
n

n dxxxCyd ∑
=

−=
0

)()( )2(cos)(
0

! !( )[2 cos(2 )]
!( )! ! 2

n
k k

k

n n k nx x d
k n k k

π
=

= +
−∑ x  

2
2

0

2 cos(2 )
2( !)

( !) ( )!

k k
n

n

k

kx x
n d

k n k
x

π

=

+
=

−∑ 。 

10．求 ，其中 2 ( )xd e

⑴ x是自变量;  ⑵ )(tx ϕ= 是中间变量. 

解 （1） ， dxedxeed xxx == )'()(

222 )'()()( dxedxedxeded xxxx === 。 

（2） ， dttedxedxeed txxx )(')'()( )( ϕϕ===

2 ( ) ( ) 2( ) ( '( ) ) [ '( )]'x t td e d e t dt e t dtϕ ϕϕ ϕ= = { }( ) 2 2[ '( )] ''( )te t tϕ ϕ ϕ= + dt 。 

11．设 ， 任意次可微，且 。 f u( ) g u( ) g u( ) > 0

⑴当 xu tan= 时，求 d ； f2

⑵当u = v、 v x= ln 时，求 ； d g2
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⑶ d f u g u2[ ( ) ( )]；  ⑷ d g u2[ln ( )]； 

⑸ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)(
)(2

ug
ufd ；    

解 （1） ， xdxxfdxxuufdf 2sec)(tan')(')(' ==

2 2 2''( )[ '( )] '( ) ''( )d f f u u x dx f u u x dx= + 2

2
 

4 2[ "(tan )sec 2 '(tan )sec tan ]f x x f x x x d= + x 。 

（2） xvu ln== ， 

1 1 1'( ) '( ln )
2 ln 2 ln

dg du dvdg dx g u dx g x dx
du dv dx xx x x

= = = ， 

2 2
2

"( ) '( )(2 ln ) '[ ]
2 ln (2 ln )

du dvg u g u x xdv dxd g dx
x x x x

= −  

2
2 2

1 1'( )[2 ln 2 ( )]
"( ) 2 ln

(2 ln ) (2 ln )

g u x x
g u xx dx
x x x x

⎧ ⎫+ ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 2
3

2 2

"( ln ) ln '( ln )(1 2ln )

4 ln

g x x g x x dx
x x

− +
= 。 

（3） duugufugufugufd )](')()()('[)]()([ += ， 

222 )]'()()()('[)](')()()('[)]()([ duugufugufudugufugufugufd +++=  

2 2[ '( ) ( ) ( ) '( )] [ "( ) ( ) 2 '( ) '( ) ( ) "( )]f u g u f u g u d u f u g u f u g u f u g u du= + + + + 。 

（4） du
ug
ugugd
)(
)(')]([ln = ， 

2
2 2 2 2

2

'( ) '( ) '( ) "( ) ( ) ( '( ))[ln ( )] [ ] '
( ) ( ) ( ) ( )

g u g u g u g u g u g ud g u d u du d u du
g u g u g u g u

−
= + = + 2。 

（5） du
ug

ugufuguf
ug
ufd

)(
)(')()()('

)(
)(

2

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
， 
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2
2

2
2

2

)(
)(')()()('

)(
)(')()()('

)(
)( du

ug
ugufugufud

ug
ugufuguf

ug
ufd

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡  

2
2

'( ) ( ) ( ) '( )
( )

f u g u f u g u d u
g u
−

= +  

2 2
2

3

"( ) ( ) ( ) ( ) "( ) 2 '( ) '( ) ( ) 2 ( )( '( ))
( )

f u g u f u g u g u f u g u g u f u g u du
g u

− − +
。 

12.利用数学归纳法证明： 

x
n

nn

xn e
x

ex
1

1

)(1
1 )1(

+
− −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
。 

证  当 时，1=n xxxnxn e
xx

eeex
1

2

11
)(

1
1 1)'1()'()( −

===− ，命题成立。假设 时

命题都成立。则当 时， 

kn ≤

1+= kn

( ) ( )1 1 1 1
1 ( ) 1 1( ) ( ) ' ( ) '

k k

n n k k kx x x xx e x e kx e x e
x

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( )1 1 1 1
1 2 ( 1)

1

( 1) ( 1)( )
k k k

k k kx x x
k kk x e x e k e e

x x

−
− − −

+

1
x

′ ′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡− −

= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦

1 1 11 1

1 1 2

( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1)( )
k k k

x x x
k k k kk e k e e

x x x x x

− +

+ + +

⎡ ⎤− − − −
= − + − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

1

2

k
xe ， 

 
命题也成立。由数学归纳法，可知本命题对所有正整数都成立。 
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第五章  微分中值定理及其应用 

 

习  题  5.1  微分中值定理 

 

⒈  设 ， ，证明 是 的极小值点。 ′ >f x( ) 0+ 0 − 0 0′ <f x( ) 0 x f x( )

证   由 ，可知当′ >+f x( )0 0 0>δ 足够小时，若 δ<−< 00 xx ，则

0

0

( ) ( ) 0f x f x
x x
−

>
−

，于是 ；同理，由0( ) ( ) 0f x f x− > ′ <−f x( )0 0，可知当 0>δ

足 够 小 时 ， 若 00 <−<− xxδ ， 则 0
)()(

0

0 <
−
−

xx
xfxf

， 于 是 也 有

。从而命题得证。 0( ) ( ) 0f x f x− >

2．（Darboux定理）设 在 ( , 上可导，f x( ) )a b ∈21, xx ( , )a b 。如果 

′ ⋅ ′ <f x f x( ) ( )1 2 0，证明在 和 之间至少存在一点x1 x2 ξ，使得 。 ′ =f ( )ξ 0

证  显然 1 2x x≠ ，不妨设 1 2x x< 。若 1( ) 0f x′ > ，则 2( ) 0f x′ < ，仿照习题 1 

可证存在 1 3 4 2x x x x< < < ，使得 1 3( ) ( )f x f x< ， 2( ) ( )4f x f x< ，从而 1 2,x x 都 

不是 的最大值点，于是 在)(xf )(xf 1 2[ , ]x x 的最大值点ξ 1 2( , )x x∈ ，并且 

成立 。若 ，则′ =f ( )ξ 0 1( ) 0f x′ < 2( ) 0f x′ > ，同样可证 在)(xf 1 2[ , ]x x 的最 

小值点ξ 1 2( , )x x∈ ，并且成立 ′ =f ( )ξ 0。 

3． 举例说明 Lagrange 中值定理的任何一个条件不满足时，定理结

论就有可能不成立。 

解  上的符号函数[ 1,1]− sgn( )x 在 0x = 不连续，所以 Lagrange中值定理

的条件不满足。而
(1) ( 1) 1
1 ( 1)

f f− −
=

− −
，不存在 ( 1,1), '( ) 1fξ ξ∈ − = 。 

[ 1,1]− 上的绝对值函数 | |x 连续，但在 0x = 不可微，所以 Lagrange中值
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定理的条件不满足。而
(1) ( 1) 0
1 ( 1)

f f− −
=

− −
，但 ( 1,1), 0, '( ) 1 0fξ ξ ξ∀ ∈ − ≠ = ± ≠ 。 

4.  设函数 在[ , 上连续，在 ( , 上可微。利用辅助函数  f x( ) ]a b )a b

ψ( )
( )
( )
( )

x
x f x
a f a
b f b

=
1
1
1

 

证明 Lagrange中值定理，并说明ψ( )x 的几何意义。 

证 显然 ( ) ( ) 0a bψ ψ= = ，并且满足 Rolle定理条件。由 Rolle定理，在 

( , )a b 内存在一点 ，使得 ξ

1 '( ) 0
'( ) ( ) 1 '( )( ) [ ( ) ( )] 0

( ) 1

f
a f a f b a f b f a
b f b

ξ
ψ ξ ξ= = − − − = ， 

所以 Lagrange中值定理成立。 

几何意义：以 ( , ( )), ( , ( )), ( , ( ))x f x a f a b f b 顶点的三角形如果顶点逆时

针排列，则 ( )xψ 就是三角形面积的两倍，否则－ ( )xψ 就是三角形面积

的两倍。 

5． 设函数 和 在 上连续，在 上可导, 证明 ( , 内存 f x( ) g x( ) [ , ]a b ( , )a b )a b

在一点 ，使得 ξ

)()(
)()(

)(
)()(
)()(

ξ
ξ

gag
faf

ab
bgag
bfaf

′
′

−= 。 

证  令
)()(
)()(

)()(
)()(
)()(

)(
xgag
xfaf

abax
bgag
bfaf

xF −−−= ，则 ，由 0)()( == bFaF

Rolle定理，在 内存在一点( , )a b ξ，使得 

0
)(')(
)(')(

)(
)()(
)()(

)(' =−−=
ξ
ξ

ξ
gag
faf

ab
bgag
bfaf

F 。 

6． 设非线性函数 在 上连续，在 ( , 上可导，则在 ( , 上 f x( ) [ , ]a b )a b )a b
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至少存在一点η，满足 

| ( ) | |
( ) ( )

|′ >
−
−

f
f b f a

b a
η ， 

并说明它的几何意义。     

证  由于 是非线性函数，所以在 ( , 内至少存在一点 ξ，使得f x( ) )a b

( , ( ))fξ ξ 不在 的连线上。 ( , ( )), ( , ( ))a f a b f b

假设 ( , ( ))fξ ξ 在 的连线的上方，则 ( , ( )), ( , ( ))a f a b f b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f a f b f a f b f
a b a b

ξ ξ
ξ ξ
− − −

> >
− − −

， 

利用 Lagrange中值定理，存在 1 2( , ), ( , ),a bξ ξ ξ ξ∈ ∈ 使得 

1 2
( ) ( )'( ) '( )f b f af f

b a
ξ ξ−

> >
−

， 

所以 1 2
( ) ( )max{| '( ) |,| '( ) |} | |f b f af f

b a
ξ ξ −

>
−

。当 ( , ( ))fξ ξ 在 的

连线下方时同理可证。 

( , ( )), ( , ( ))a f a b f b

几何意义：在[ , 上连续、在 上可导的非线性函数，必定在

某点切线斜率的绝对值大于[ , 间割线斜率的绝对值。 

]a b ( , )a b

]a b

7．求极限 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞→ 1
arctanarctanlim 2

n
a

n
an

n
，其中 0≠a 为常数。 

解  由 Lagrange中值定理， 2

arctan arctan 11
1

1

a a
n n
a a
n n

ξ

−
+ =

+−
+

，其中ξ位于 1
a

n +

与
a
n之间。

当 时，n → ∞ 2

1
1 ξ+ 趋于1，所以 

2
arctan arctan

1lim arctan arctan lim
1 1

1
n n

a a
a a na n nn a an n n

n n
→∞ →∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎛ ⎞ ⎝ ⎠− = ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ −
+

 

2

1lim
1 1n

na a
n ξ→∞

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

= 。 
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8． 用 Lagrange公式证明不等式： 

   ⑴  |s ; in sin | | |x y x− ≤ − y

⑵  ; )0,1()()( 11 >>>−<−<− −− yxnyxnxyxyxny nnnn

⑶  )0(ln >>
−

<<
− ab

a
ab

a
b

b
ab ; 

⑷  . )0(1e >+> xxx

证 ⑴  | sin sin | | cos ( ) | | |x y x y x yξ− = ⋅ − ≤ − 。

,

 

⑵  1( )n n nx y n x yξ −− = − 其中 0x yξ> > > 。由 得到 1 1 1 0n n nx yξ− − −> > >

)0,1()()( 11 >>>−<−<− −− yxnyxnxyxyxny nnnn 。 

⑶ 1ln ln ln ( )b b a b a
a ξ
= − = − ，其中 0b aξ> > > 。由于

1 1 1
b aξ
< < ，所以  

lnb a b b a
b a a
− −

< < 。 

⑷  。 0e 1 ( 0) , 0x xe e e x x xξ ξ− = − = − > > >

9． 设 在[ , 上定义，且对任何实数 和 ，满足 f x( ) ]a b x1 2

2

2

x

| ( ) ( ) | ( )f x f x x x1 2 1
2− ≤ − ， 

证明 在[ , 上恒为常数。 f x( ) ]a b

证  首先由 可知 在[ , 上连续。对任意固

定的

| ( ) ( ) | ( )f x f x x x1 2 1
2− ≤ − f x( ) ]a b

2 ( , )x a b∈ ，
1 21 2

1 2
1 2

1 2

( ) ( )lim | | lim | | 0
x xx x

f x f x x x
x x →→

−
≤ − =

−
，故 ，再由 的

任意性，得到 在 上恒等于 0。所以 在[ , 上恒为常数。 

2'( ) 0f x = x2

'( )f x ( , )a b f x( ) ]a b

10． 证明恒等式 

⑴  arcsin arccosx x+ =
π
2
， x ∈[ , ]0 1 ； 

⑵  3 3 4 3arccos arccos( )x x x− − = π， ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
1,

2
1x ； 
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⑶  π=
+

+ 21
2arcsintanarc2

x
xx ， x ∈ +∞[ , )1 . 

证（1）令 ( ) arcsin arccosf x x x= + ，则 

2 2

1 1'( ) 0, (0,1)
1 1

f x x
x x

= − ≡ ∀ ∈
− −

。 

由于 在[0 连续，所以( )f x ,1] ( ) (0)
2

f x f π
≡ = 。 

（2）令 3( ) 3arccos arccos(3 4 )f x x x= − − x ，注意到 2 1 11 4 0, ( , )
2 2

x x− ≥ ∀ ∈ − ，

所以 
2

2 3 2

3 3 12 1'( ) 0, ( , )
2 21 1 (3 4 )

xf x x
x x x

−
= − + ≡ ∀ ∈ −

− − −

1
。 

由于 在( )f x 1 1[ ,
2 2

− ]连续，所以 ( ) (0) 3
2 2

f x f π π π≡ = − = 。 

(3) 令 2

2( ) 2arctan arcsin
1

xf x x
x

= +
+
，注意到 2 1 0, 1x x− > ∀ > ，所以 

2 2

2 2 2
2

2

2 1 2(1 ) 4'( ) 0, 1
1 (1 )21 ( )

1

x xf x x
x xx

x

+ −
= + ≡ ∀

+ +
−

+

> 。 

由于 在[1, 连续，所以( )f x )+∞ ( ) (1) 2
4 2

f x f π π π≡ = + = 。 

11．设函数 在[ , 上连续，在 上可导。证明：若 中除 f x( ) ]a b ( , )a b ( , )a b

至多有限个点有 之外，都有′ =f x( ) 0 ′ >f x( ) 0，则 在[ , 上严格 f x( ) ]a b

单调增加；同时举例说明，其逆命题不成立。 

证 设 ，其中0 1 1n na x x x x b−= < < < < = 1 2 1, , , nx x x − 是 全部的零点。

则 在 上严格单调增加。 从而， 在[ , 上

严格单调增加。 

'( )f x

( )f x 1[ , ] ( 0,1, , 1)i ix x i n+ = − ( )f x ]a b

构造函数 

( 2) ( 2)

0, 0;
( ) 1 1 13 2 2 cos( ) , , 1, 2, .

1
n n

x
f x

n x n
x n n

π− + − +

=⎧
⎪= ⎨
⋅ + − < ≤ =⎪ +⎩
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由于 )1(2)1( +== −

n
f

n
f n ， 在[0 上连续。因为当( )f x ,1]

n
x

n
1

1
1

<<
+

时， 

( 2)

2

2 1'( ) sin( ) 0
n

f x n
x x

π
− +

= − > ，所以 在 严格单调增加。但( )f x ]1,0[ 1'( ) 0f
n

= ，

所以 在 上有无限多个零点。 '( )f x (0,1)

12． 证明不等式： 

⑴ )
2

,0(,sin2 π
π

∈<< xxxx ;  ⑵ 3
1

2 1− < >
x

x x, ; 

⑶ ;0,)1ln(
2

2

><+<− xxxxx   ⑷ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈>+

2
,0,3sin2tan πxxxx ; 

⑸
1

2
1 1 1

1p
p px x x p

−
≤ + − ≤ ∈ >( ) , [0, ], ( 1)； 

⑹ x
x

x
x

sin
tan

> ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx . 

证（1）令 sin( ) xf x
x

= ， (0, )
2

x π
∈ ，由于 

2 2

cos sin cos ( tan )'( ) 0x x x x x xf x
x x
− −

= = < , 

可知 在( )f x (0, )
2
π
严格单调减少，所以

0

sin2 sin sin2 lim 1

2
x

x x
x x

π

ππ →
= < < = ，从

而得到  
2 sin , (0, )

2
x x x x π

π
< < ∈ 。 

（2）令 1( ) 2 (3 )f x x
x

= − − ，则 (1) 0f = ， 

2

1 1'( ) 0, 1f x x
xx

= − > > ， 

所以 在[1, 严格单调增加，故 ，从而 ( )f x )+∞ ( ) 0f x >

3
1

2 1− < >
x

x x, 。 

（3）令
2

( ) ln(1 ) ( )
2
xf x x x= + − − ，则 
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21'( ) 1 0, 0
1 1

xf x x x
x x

= − + = > >
+ +

， 

所以 在( )f x (0, )+∞ 严格单调增加，由 (0) 0f = 知 ，从而 ( ) 0, 0f x x> ∀ >

2

ln(1 ) ( ), 0
2
xx x x+ > − > 。 

令 ，则 ( ) ln(1 )g x x x= − +

1'( ) 1 0, 0
1 1

xg x x
x x

= − = > >
+ +

， 

所以 在( )g x (0, )+∞ 严格单调增加，由 (0) 0g = 知 ，从而( ) 0, 0g x x> ∀ >

ln(1 ), 0x x x> + > 。 

（4）令 ，则xxxxf 3sin2tan)( −+= [0, )
2

x π
∀ ∈ ， 

03coscossec33cos2sec)(' 3 22 =−≥−+= xxxxxxf ， 

等号仅在 成立，所以 严格单调增加，从而 ，即

，

0x = ( )f x ( ) 0f x >

tan 2sin 3x x x+ > (0, )
2

x π
∈ 。 

（5）令 , 则pp xxxf )1()( −+= 1 1'( ) ( (1 ) )p pf x p x x− −= − − 在
1(0, )
2
取负值，在

1( ,1)
2
取正值，即 在( )f x 1[0, ]

2
严格单调减少，在

1[ ,1]
2
严格单调增加，所

以 在( )f x
2
1

=x 取到最小值 12
1
−p 。又 (0) (1) 1f f= = ，所以 在 取

到最大值1，因而成立 

( )f x 0,1x =

1

1 (1 ) 1
2

p p
p x x− ≤ + − ≤ ， [0,1]x∈ 。 

（6）令 ，2tansin)( xxxxf −= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx 。则 

xxxxxf 2secsinsin)(' 2 −+= ， 2
cos
sin2

cos
1cos)(" 3

2
−++=

x
x

x
xxf 。  

显然 ，由 ，可知 。再由0)(" >xf 0)0(' =f 0)(' >xf 0)0( =f ，得到 ，

从而 

0)( >xf
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x
x

x
x

sin
tan

> ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx 。 

13． 证明：在 上成立 )1,0(

（1） ； 22 )1(ln)1( xxx <++

（2）
2
11

)1ln(
11

2ln
1

<−
+

<−
xx

。 

证  （1）令 2 2( ) (1 ) ln (1 )f x x x x= − + + ，则 

2'( ) 2 ln (1 ) 2 ln(1 )f x x x x= − + − + ， 
ln(1 ) 2 2( ln(1 ))''( ) 2 2 0, (0,1)

1 1 1
x x xf x x

x x x
+ − +

= − − = > ∈
+ + +

。 

由 ，可知 ，再由'(0) 0f = 0)(' >xf 0)0( =f ，得到 ，即 0)( >xf

2 2(1 ) ln (1 ) , (0,1)x x x x+ + < ∈ 。 

（2） 令 1( )
ln(1 )

f x 1
x x

=
+

− ，由（1）， 

2 2

2 2

(1 ) ln (1 )'( ) 0, (0,1)
(1 ) ln (1 )
x x xf x x

x x x
+ + −

= <
+ +

∈ ， 

即 在 上严格单调减少。再由( )f x )1,0( 1(1) 1
ln 2

f = − 与 

20 0

ln(1 ) ln(1 ) 1(0 ) lim lim
ln(1 ) 2x x

x x x xf
x x x→ + → +

− + − +
+ = = =

+
，得到 

2
11

)1ln(
11

2ln
1

<−
+

<−
xx

， (0,1)x∈ 。 

14． 对于每个正整数 （ ），证明方程 n 2≥n

121 =++++ − xxxx nn  

在 内必有唯一的实根 ，并求极限 。 )1,0( nx nn
x

∞→
lim

证 设 1 2( ) 1n n
nf x x x x x−= + + + + − ，则当 (0,1)x∈ 时， 

1 2'( ) ( 1) 2 1 0n n
nf x nx n x x− −= + − + + + > ，  
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所以 ( )nf x 在 严格单调增加，且当 时，)1,0( 2n ≥ (0) 1, (1) 1 0n nf f n= − = − > ，

所以 ( )nf x 在 内必有唯一的实根 。显然)1,0( nx { }nx 单调减少有下界，所

以必定收敛。设 ，则lim nn
x a

→∞
= 0 a 1≤ < ，且当 时，2n ≥ 20 1nx x< ≤ < ，所

以 。于是有 lim 0n
nn

x
→∞

=

1 2 (1 )1 lim( ) lim
1 1

n
n n n n
n n n nn n

n

x x ax x x x
x a

−

→∞ →∞

−
= + + + + = =

− − ， 

解得
1
2

a = ，即 

1lim
2nn

x
→∞

= 。 

15．设函数 在 上连续，在 上可导，且 ，)(xf ]1,0[ )1,0( 0)1()0( == ff

1
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f 。证明： 

（1）存在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1ξ ，使得 ξξ =)(f ； 

（2）对于任意实数λ，必存在 ),0( ξη ∈ ，使得 
1])([)( =−−′ ηηλη ff 。 

证（1）令 ( ) ( )F x f x x= − ，则 在 上连续，且有 ( )F x ]1,0[
1 1( ) 0, (1) 1 0
2 2

F F= > = − < ， 

所以存在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1ξ ，使得 ( ) 0F ξ = ，即 ξξ =)(f 。 

（2）令 ，则( ) [ ( ) ]xG x e f x xλ−= − (0) ( ) 0G G ξ= = ，应用 Rolle 定理，必存
在 ),0( ξη ∈ ，使得 

'( ) [ '( ) 1] [ ( ) ] 0G e f e fλη ληη η λ η η− −= − − − = ， 
于是成立 1])([)( =−−′ ηηλη ff 。 
16．设函数 和 在[ , 上连续，在 ( , 上可导，且 f x( ) g x( ) ]a b )a b

)),((0)( baxxg ∈≠′ 。分别利用辅助函数 

ϕ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ( ) ( )]x f x f a
f b f a
g b g a

g x g a= − −
−
−

−  

和 

ψ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

x
g x f x
g a f a
g b f b

=
1
1
1

 , 
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证明 Cauchy中值定理，并说明ϕ( )x 和ψ( )x 的几何意义。 
证  由于 ( ) ( ) 0a bϕ ϕ= = ，应用 Rolle定理，必存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 

( ) ( )'( ) '( ) '( ) 0,
( ) ( )

f b f af g
g b g a

ϕ ξ ξ ξ−
= − =

−
 

于是 Cauchy中值定理成立。 

( )tϕ 的几何意义：参数方程
( )
( )

x g t
y f t
=⎧

⎨ =⎩
所表示的曲线上点的纵坐标

与连接点 和点 ( ( 的直线段上点的纵坐标之差。 ( ( ), ( ))g a f a ), ( ))g b f b
 由于 ( ) ( ) 0a bψ ψ= = ，应用 Rolle定理，必存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 

'( ) '( ) 0
'( ) ( ) ( ) 1 '( )[ ( ) ( )] '( )[ ( ) ( )] 0

( ) ( ) 1

g f
g a f a g f a f b f g a g b
g b f b

ξ ξ
ψ ξ ξ ξ= = − − − = ， 

于是 Cauchy中值定理成立。 
( )xψ 的几何意义：其绝对值等于由 ( (

为顶点的三角形面积的两倍，如果三顶点按照逆时针方向排列，则

的符号为正，否则为负。 

), ( )), ( ( ), ( )), ( ( ), ( ))g x f x g a f a g b f b

ψ( )x
17． 设 ， 在 上连续，在 上可导，证明存在 0, >ba )(xf ],[ ba ),( ba

),( ba∈ξ ，使得 
)()()]()([2 22 ξξ fabafbf ′−=− 。 

证 令 ，对 应用 Cauchy中值定理，可知必存在 2( )g x x= ( ), ( )f x g x
( , )a bξ ∈ ，使得 

2 2

( ) ( ) '( )
2

f b f a f
b a

ξ
ξ

−
=

−
， 

从而 
)()()]()([2 22 ξξ fabafbf ′−=− 。 

18． 设 ，证明存在0, >ba ),( ba∈ξ ，使得 
)()1( baebeae ab −−=− ξξ 。 

证 对于 1( ) , ( )
xef x g x
x x

= = 应用 Cauchy中值定理，可知必存在 ( , )a bξ ∈ ， 

使得 

             
2

2

( 1)

(1 )1 1 1

b a ee e
b a e

b a

ξ

ξ

ξ
ξ ξ

ξ

−
−

= = −
− −

， 

整理后即得到 
)()1( baebeae ab −−=− ξξ 。 

19． 设 在 上连续（ ），在 上可导，证明存在)(xf ],[ ba 0>ab ),( ba ),( ba∈ξ ，

使得 
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)()(
)()(

1 ξξξ ff
bfaf

ba
ab

−′=
−

。 

证 对 ( )f x
x
与

1
x
应用 Cauchy中值定理，可知必定存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 

      
2

2

'( ) ( )( ) ( )

[ '( ) ( )]1 1 1

f ff b f a
b a f f

b a

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ

−
−

= = −
− −

− ， 

于是成立 
( ) ( ) '( ) ( )af b bf a f f

b a
ξ ξ ξ−

= −
−

， 

整理后即可得命题成立。 
20．设 在)(xf ),1[ +∞ 上连续，在 ),1( +∞ 上可导，已知函数 在

上有界，证明函数 在

)(xfe x ′− ),1( +∞

)(xfe x− ),1( +∞ 上也有界。 
证 首先 在[1 上连续，所以有界。当 时，由 Cauchy中值
定理， 

)(xfe x− , 2] 2x >

2 1 2

(1) (1)| ( ) (1) | | ( ) (1) | | (1) || ( ) | '( )x
x x 2

f ff x f f x f fe f x e f
e e e e e

ξ ξ− −− −
< + < + = +

− e
 

也是有界的，所以 在)(xfe x− (1, )+∞ 上有界。  
21． 设 在 上连续，且存在有限极限)(' xf ],0( a )(lim

0
xfx

x
′

+→
，证明 在

上一致连续。 

)(xf

],0( a
证 由于 

1 2

1 2

( ) ( ) '( ) 2 '(1
2

f x f x f f
x x

)ξ ξ ξ

ξ

−
= =

−
， 

所以只要证明 ( )x f x′ 在 上有界就可以了。显然],0( a ( )x f x′ 在 连 ],0( a
续，且极限 )(lim

0
xfx

x
′

+→
存在而且有限，所以 ( )x f x′ 在 上有界。 ],0( a

22. 设 在f x( ) x = 0的某邻域内有 阶导数，且 n
f f f n( ) ( ) ( )( )0 0 01= ′ = = =− 0，用 Cauchy中值定理证明 

)10(
!

)()( )(

<<= θθ
n

xf
x

xf n

n 。 

证 反复使用 Cauchy中值定理， 
1 1 2
1 1 1

1 1 2

'( ) '( ) '(0) ''( )( ) ( ) (0)
0 0n n n n n n

f f f ff x f x f
x x n n n n n 2( 1) n

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ− − − −

−−
= = = =

− − −
 

( 1) ( 1) ( 1) ( )
1 1

1 1

( ) ( ) (0) ( ) , (0,
! !( 0) !

n n n n
n n n

n
n n

f f f f )x
n n n

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

− − −
− −

− −

−
= = = = ∈

−
， 

所以存在 (0,1)θ ∈ ，使得 n xξ θ= ，命题成立。 
23． 证明不等式： 
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⑴ 1,0,,
22

>>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+ nyxyxyx nnn

;  ⑵
e e

e ,
x y x y

x y
+

> ≠
+

2
2 . 

证（1）设 ( ) nf x x= ，则当 时 1n >
1'( ) nf x nx −=  

2''( ) ( 1) 0, 0,nf x n n x x−= − > ∀ >  
所以 在)(xf (0, )+∞ 上严格下凸，因而 

, , 0
2 2

nn nx y x y x y+ +⎛ ⎞≥ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（2）设 ( ) xf x e= ，则 
'( ) ''( ) 0xf x f x e= = > ， ( , )x∈ −∞ +∞ ， 

所以 在 上严格下凸，因而 )(xf ( ,−∞ +∞)
e e

e ,
x y x y

x y
+

> ≠
+

2
2 。 

24． （Jensen 不等式）设 为 上的连续下凸函数，证明对于 )(xf ],[ ba

任意 和],[ baxi ∈ 0>iλ （ ）， ，成立 ni ,,2,1= 1
1

=∑
=

n

i
iλ

∑∑
==

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

i
ii

n

i
ii xfxf

11

)(λλ 。 

证 应用数学归纳法。 当 2k = 时，由下凸函数定义知 Jensen不等式成 
立。现假设当 时 Jensen不等式成立，则当1k n= − k n= 时， 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
=

n

i
ii xf

1
λ =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅
∑

∑
∑ −

=

−

=
−

=
nnn

i
i

i

n

i
in

i
i x

x
f λ

λ

λ
λ 1

1

1

1
1

1
)(  

)(1

1

1

1
1

1
nnn

i
i

i

n

i
in

i
i xf

x
f λ

λ

λ
λ +

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛≤
∑

∑
∑ −

=

−

=
−

=
 

1 1

1
1 1 1

1

( ) ( ) ( )
n n n

i
i i n nn

i i i
i

i

i if x f x fλλ λ
λ

− −

−
= = =

=

⎛ ⎞≤ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

∑
xλ 。

 所以 Jensen不等式对一切n成立。 
25． 利用上题结论证明：对于正数 成立 cba ,,

cba
cba

cbaabc ≤
++

3)( 。 
证 设 ，则 ( ) lnf x x x=

'( ) 1 ln ,f x x= +  
1''( ) 0, 0,f x x
x

= > ∀ >  

所以 在)(xf (0, )+∞ 上严格下凸，因而 
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ln ln lnln , , , 0.
3 3 3

a b c a b c a a b b c c a c b+ + + + + +
≤ ∀ >  

利用平均值不等式 3 , , ,
3

a b cabc a b c 0+ +
≤ ∀ > ，得到 

3 ln ln lnln ln ,
3 3 3 3

a b c a b c a b c a a b b c cabc+ + + + + + + +
≤ ≤  

即 
3 3( ) ln ln( ) ln ln ln ln( ),

a b c
a b ca b c abc abc a a b b c c a b c

+ +

+ + = ≤ + + =  
命题得证。 

26． 设 在 上可导，并且f x( ) ( , )a + ∞ lim ( )
x

f x
→+∞

′ = 0，证明 lim
( )

x

f x
x→+∞

= 0。     

证  由 ，可知lim ( )
x

f x
→+∞

′ = 0 0, ' 0, 'X x Xε∀ > ∃ > ∀ > ，成立 | ( ) |
2

f x ε′ < 。取定

0 'x X≥ ，则 0 ,X x x X∃ > ∀ > ，成立 0( )
2

f x
x

ε
< ，应用 Lagrange中值定理，

则有 
0 0 0

0

( ) ( ) ( )( ) f x f x f x xf x x
x x x x

− −
= + ⋅

− x
0 0

0

( ) ( ) ( ) 0f x f x f x x x
x x x x

− −
≤ + ⋅

−
 

0 0( ) '( )f x xf x
x x

ξ −
= + ⋅

2 2
ε ε ε< + = ， 

所以 lim
( )

x

f x
x→+∞

= 0成立。 

27．设 在 连续，在 二阶可导，证明存在)(xf ],[ ba ),( ba ),( ba∈η ，成立 

)("
2

)
2

(2)()(
2

ηfabbafafbf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+

−+ 。 

证 设 )
2

()()( abxfxfxg −
−−= 。由于 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) (
2 2 2

a b a b a bg f f a g b f b f+ + +
= − = − ),  

在区间 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ + bba ,

2
上对 应用 Lagrange中值定理，即得到 ( )g x

( ) ( ) 2 ( )
2

a bf b f a f +
+ − = ( ) ( ) '( )( )

2 2
a b b ag b g g ξ+ −

− =

 
2[ '( ) '( )]( ) ''( )( )

2 2 2
b a b a b af f fξ ξ η− − −

= − − = 。 
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习  题  5.2  L'Hospital法则 

 

⒈  对于 

( )lim
( )x a

f x
g x→ +

′
= +∞ −∞

′
或  

的情况证明 L'Hospital法则。 

证  设 ( )lim
( )x a

f x
g x→ +

′
= +∞

′
，则

'( )0, 0, ( , ), 1
'( )

f xG x a a
g x

δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ + > +G 。

=

 

首先考虑 的情况，补充定义 ， lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
→ + → +

= (0) (0) 0f g= =

则 在[ , 连续，满足 Cauchy中值定理条件。当( ), ( )f x g x ]a d ( , )x a a δ∈ + 时 

( ) ( ) ( ) '( ) ,
( ) ( ) ( ) '( )

f x f x f a f G a x a
g x g x g a g

ξ ξ δ
ξ

−
= = > < < <

−
+ ， 

所以 

( )lim
( )x a

f x
g x→ +

= +∞。 

再考虑 的情况，任取lim ( )
x a

g x
→ +

= ∞ 0 ( , )x a a δ∈ + ，再取 1 00 x aδ< < − ，

使得当 1( , )x a a δ∈ + 时， 0 0( ) ( ) 1max{| |,| |}
( ) ( ) 2

g x f x
g x g x

≤ ，于是由 

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) '( )[1 ] [1 ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( )

g x f x f x f x g x f xf x f
g x g x g x g x g x g x g g x

0ξ
ξ

−
= − + = − +

−
， 

可得当 1( , )x a a δ∈ + 时 

( ) 1 1| | ( 1)
( ) 2 2 2

f x GG
g x

≥ + − = ， 

所以 

( )lim
( )x a

f x
g x→ +

= +∞。 
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( )lim
( )x a

f x
g x→ +

′
= −∞

′
的情况即为

( )lim
( )x a

f x
g x→ +

′−
= +∞

′
，所以 L'Hospital法则也

成立。 

⒉  求下列极限： 

⑴ lim
e e

sinx

x x

x→

−−
0

;  ⑵ x
x

x 5tan
3sinlim

π→
; 

⑶ lim
ln(sin )
( )x

x
x→ −π π

2
22

;  ⑷
lim
x a

m m

n n

x a
x a→

−
−

; 

⑸ )2ln(tan
)7ln(tanlim

0 x
x

x +→
;  ⑹ x

x
x tan

3tanlim
2
π

→
; 

⑺
x

x

x cotarc
)1ln(

lim
1+

+∞→
;  ⑻

lim
ln( )

sec cosx

x
x x→

+
−0

21 ; 

⑼ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1
1

ln
1lim

1 xxx
;  ⑽ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ xxx

1
sin

1lim
0

; 

⑾ lim
lnx

x
x→

−
1

1 ;  ⑿
2

40

tan sinlim
x

x x x
x→

− ; 

⒀ xx
x

2cotlim
0→

;  ⒁ lim e
x

xx
→0

2
1
2 ; 

⒂
2

tan)(lim xx
x

−
→

π
π

;  ⒃
x

x
x⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→
tanarc2lim

π
; 

⒄
x

x x

tan

0

1lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+→
;  ⒅ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1e
11lim

0 xx x
; 

⒆
x

x x

sin

0

1lnlim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+→
;  ⒇

lim
x

xx
→

−
1

1
1 . 

解 （1）
0 0

e e e ( e ) 2lim lim 2
sin cos 1

x x x x

x xx x

− −

→ →

− − −
= = = 。 

（2） 2

sin 3 3cos3 3 3lim lim
tan 5 5sec 5 5 5x x

x x
x xπ π→ →

−
= = = − 。 

（3）
2

2

2 2 2

ln(sin ) cot csc 1lim lim lim
( 2 ) 2( 2 )( 2) 4( 2) 8x x x

x x
x xπ π ππ π→ → →

−
= =

− − − − −
x
= − 。 
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（4）
1

1lim lim lim
m m m

m n
n n nx a x a x a

x a mx m x
x a nx n

−
−

−→ → →

−
= =

−
= nma

n
m − 。 

（5）
2

20 0

ln(tan 7 ) cot 7 sec 7 7lim lim
ln(tan 2 ) cot 2 sec 2 2x x

x x x
x x x→ + → +

⋅
=

⋅ 0

7sin 2 cos 2lim
2sin 7 cos 7x

x x
x x→ +

=  

0 0

7sin 4 28cos 4lim lim 1
2sin14 28cos14x x

x x
x x→ + → +

= = = 。 

（6）
2 2 2

3sintan 3 sin 3 cos sin 12lim lim lim
tan sin cos3 3sin 3 3sin

2
x x x

x x x x
x x x xπ π π

π

π→ → →

−
= ⋅ = ⋅ =

−
。 

（7）
1

2

ln(1 ) [ln(1 )]' (ln ) 'lim lim 1arccot
1

x

x x

x x
x

x
→+∞ →+∞

+ + −
=

−
+

 

2
2 1 1 1lim ( 1 )[ ] lim 1

1 (1x x

xx
x x x x→+∞ →+∞

+
= − − − = =

+ + )
。 

（8）
2 2

0 0

2
ln(1 ) 1lim lim

sec cos sec tan sinx x

x
x x

x x x x→ →

+ +=
− + x

 

2

2 20

2 cos 1lim 1 2 1
sin 1 1 cos 2x

x x
x x x→

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
+ +

= 。 

（9） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1
1

ln
1lim

1 xxx 1 1

111 lnlim lim 1( 1) ln ln
x x

x x x
xx x x

x
→ →

−− −
= =

−− +
 

1 1

1 1lim lim
ln 1 ln 1 1 2x x

x 1
x x x x→ →

−
= =

+ − + +
= 。 

（10） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ xxx

1
sin

1lim
0 20

sinlim
sinx

x x x
x x→

−⎛ ⎞ ⎛= ⋅⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 0 0

1 cos sinlim 1 lim 0
2 2x x

x x
x→ →

−⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 。 

（11） lim
lnx

x
x→

−
1

1
1

1lim 11x

x
→

= = 。 

（12）
2

40

tan sinlim
x

x x x
x→

−
30 0

sin cos tanlim lim
x x

x x x x
x x→ →

−
= ⋅  
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2 2 2

2 20 0 0

1 cos sin tan 2sin 2lim lim lim 1
3 3x x x

x x x x
x x x→ → →

− +
= ⋅ =

3
⋅ = 。 

（13） xx
x

2cotlim
0→ 0 0 0

1 1lim lim cos 2 lim 1
sin 2 2cos 2 2x x x

x x
x x→ → →

= ⋅ = ⋅ = 。 

（14） lim e
x

xx
→0

2
1
2

e elim lim
1

y y

y yy→+∞ →+∞
= = = +∞。 

（15）
2

tan)(lim xx
x

−
→

π
π

( ) 1lim limsin lim 1 212cos sin
2 2

x x x

x x
x xπ π π

2

π
→ → →

− −
= ⋅ = ⋅

−
= 。 

（16）

2ln arctan
2lim ln arctan lim 1

x

x x

x
x

x

π
π→+∞ →+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

22

2

2

1 1
2 2arctan 1lim lim1 1x x

xx x
x

x
π π→+∞ →+∞

⋅ −+= =
+−

= − ， 

所以 

x

x
x⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→
tanarc2lim

π
= π

2
−

e 。 

（17）
tan

0 0

1 lnlim ln lim
cot

x

x x

x
x x→ + → +

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

20 0

1( ) sinlim lim 0
( csc )x x

xx
x x→ + → +

−
= = =

−
， 

所以 

x

x x

tan

0

1lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+→
=1。 

（18）
0 0

1 1 e 1lim lim
e 1 (e 1)

x

x xx x

x
x x→ →

− −⎛ ⎞− =⎜ ⎟− −⎝ ⎠ 0

e 1lim
e 1 e

x

x xx x→

−
=

− +
，

 0 0

e 1lim lim
2e e 2 2

x

x xx xx x→ →
= =

+ +
1

= 。 

（19）
sin

0 0

1 ln( ln )lim ln ln lim
csc

x

x x

x
x x→ + → +

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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0

1
( ln )( )lim

( csc )(cot )x

x x
x x→ +

− −=
−

 



20 0 0 0

sin tan tan (tan ) 'lim ( )( ) 0, ( lim lim lim 0)
ln ln (ln ) ' cosx x x x

x x x x x
x x x x x→ + → + → + → +

= − = = = =  

所以 

sin
0

0

1lim ln 1
x

x
e

x→ +

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（20）
1

1
1 1

lnlim ln( ) lim
1

x
x x

xx
x

−

→ →
=

− 1

1

lim 1
( 1)x

x
→

= =
−

− ， 

所以 
1

1
1

lim x
x

x −
→

= 1−e 。 

⒊  说明不能用 L'Hospital法则求下列极限： 

⑴ lim
sin

sinx

xx
x→0

2 1

;  ⑵
lim

sin
sinx

x x
x x→+∞

+
−

; 

⑶ lim
( )sin
ln( sin )x

x x
x→

+
+1

2

2

1
1 π ;  ⑷ lim

sin e
x

xx
x→

+
1

2
2π

. 

解（1）因为当 时，0x →

2 1 1 1sin 2 sin cos

cossin

d x xdx x x
d xx
dx

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠ = x 极限不存在，所以

lim
sin

sinx

xx
x→0

2 1

不能用 L'Hospital法则求极限。 

事实上，
2 1

1
0 0 0

sinlim lim( ) lim( sin ) 1 0 0
sin sin

x
xx x x

x x x
x x→ → →

= ⋅ = ⋅ = ，极限存在。 

（2）因为当 x →+∞时，
( )sin ' 1 cos
( sin ) ' 1 cos
x x x
x x
+ +

=
− − x

极限不存在，所以 lim
sin
sinx

x x
x x→+∞

+
−

不能用 L'Hospital法则求极限。 

事实上，

sin1sinlim lim 1sinsin 1
x x

x
x x x

xx x
x

→+∞ →+∞

++
=

− −
= ，极限存在。 
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（3）lim
( )sin
ln( sin )x

x x
x→

+
+1

2

2

1
1 π 不是

0
0
型或

∗
∞
型的待定型，所以不能用 L'Hospital

法则求极限。事实上，
22

1

1
2 21

lim( 1)sin( 1)sin 2sin1lim
ln(1 sin ) lim ln(1 sin ) ln 2

x

x
x

x xx x
x xπ π

→

→
→

++
= =

+ +
。 

（4） lim
sin e

x

xx
x→

+
1

2
2π

不是
0
0
型或

∗
∞
型的待定型，所以不能用 L'Hospital

法则求极限。事实上，
22 2

2 212

1
1

lim(sin e )sin e 1 elim 1 e
lim 1

xx
x

x
x

xx
x x

ππ
→

→
→

++ +
= = = + 。 

⒋  设 

f x
g x

x
x

x
( )

( )
, ,

,
=

≠

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

0 0
 

其中 ， ，g( )0 = 0 0′ =g ( )0 ′′ =g ( )0 10。求 ′f ( )0 。 

解 20 0 0 0

( ) (0) ( ) '( ) '( ) '(0) 1'(0) lim lim lim lim ''(0) 5
0 2 2( 0) 2x x x x

f x f g x g x g x gf g
x x x x→ → → →

− −
= = = = =

− −
= 。 

⒌  讨论函数 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤

>
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

=

−
,0,e

,0,
e

)1(
)(

2
1

1
1

x

xx
xf

x
x

 

在 x = 0处的连续性。 

解 显然函数 在 处左连续。下面考虑 在( )f x 0x = ( )f x 0x = 处的右连续

性。当 时， 0x >

1

2

1 (1 ) 1 ln(1 ) ln(1 )ln ( ) ln ln
xx x xf x e

x e x x x
+ + +⎡ ⎤= = − =⎢ ⎥⎣ ⎦

x−
， 

于是 
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20 0 0 0

1 1ln(1 ) 1 11lim ln ( ) lim lim lim
2 2(1 )x x x x

x x xf x
x x x→ + → + → + → +

−+ − += = = − = −
+ 2

， 

由对数函数的连续性，
1
2

0
lim ( ) (0)
x

f x e f
−

→ +
= = ，即 在( )f x 0x = 处右连续。

所以 在 处连续。 ( )f x 0x =

6．设函数 满足 ，且)(xf 0)0( =f )0(f ′ 存在, 证明 。 1lim )(

0
=

+→

xf

x
x

证  ( )

0 0 0

( ) (0)lim ln lim[ ( ) ln ] lim ( ln ) '(0) 0 0
0

f x

x x x

f x fx f x x x x f
x→ + → + → +

−⎡ ⎤= = ⋅ =⎢ ⎥−⎣ ⎦
⋅ = ， 

所以 
( ) 0

0
lim 1f x

x
x e

→ +
= = 。 

7．设函数 在 上可导，且)(xf ),( +∞a kxfxf
x

=′+
+∞→

)]()([lim ，证明 

kxf
x

=
+∞→

)(lim 。 

证 =
+∞→

)(lim xf
x

( ) ( ) '( )lim lim
x x x

x xx x

e f x e f x e f x
e e→+∞ →+∞

+
= = kxfxf

x
=′+

+∞→
)]()([lim 。 
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习  题  5.3  Taylor 公式和插值多项式 

 

1．由 Lagrange中值定理知 

xx
xx

)(1
)1ln(

θ+
=+ ， 1)(0 << xθ ， 

证明： 2/1)(lim
0

=
→

x
x

θ 。 

证  由
)1ln(
)1ln()(

xx
xxx

+
+−

=θ ，取极限即得到 

2 20 0 0 0

ln(1 ) ln(1 )lim ( ) lim lim lim
ln(1 ) ln(1 )x x x x

x x x x x xx
x x x

θ
→ → → → x

− + − +
= ⋅ = ⋅

+ +

 

0 0 0

11 1 11lim lim (lim ) 112 2(1
1

x x x

x
x x

x
→ → →

−
+= ⋅ = ⋅

+
+

1
) 2

= 。 

2．设 2 ( )1 1( ) ( ) '( ) "( ) ( )
2! !

n nf x h f x f x h f x h f x h h
n

θ+ = + + + + + ， )10( << θ ，    

且 ，证明：0)()1( ≠+ xf n

1
1lim

0 +
=

→ nh
θ 。 

证 nn hhxf
n

hxfhxfxfhxf )(
!

1)("
!2

1)(')()( )(2 θ+++++=+  

)()(
)!1(

1)(
!

1)("
!2

1)(')( 11)1()(2 +++ +
+

+++++= nnnnn hhxf
n

hxf
n

hxfhxfxf ， 

于是 

)1()(
1

1)()( )1(
)()(

+
+

=
−+

⋅ + xf
nh

xfhxf n
nn

θ
θθ 。 

令 ，得到 0h →

( 1) ( 1)

0

1lim ( ) ( )
1

n n

h
f x f

n
θ + +

→
⋅ = x

+
， 

再由 ，两边消去0)()1( ≠+ xf n ( 1) ( )nf x+ ，即得到
1

1lim
0 +

=
→ nh
θ 。 

3．设 f x x( ) = 3 ，取结点为 ，求 的二次插值多项

式 及其余项的表达式，并计算 （

x = 1 1728 2 744、 、. . f x( )

p x2 ( ) p2 2( ) 2 125992103 = . ）。 

 116



解  ，由 Lagrange插值公式 (1) 1, (1.728) 1.2, (2.744) 1.4f f f= = =

2( ) ( )
( 1.728)( 2.744) ( 1)( 2.744) ( 1)( 1.728)1 1.2 1.4
(1 1.728)(1 2.744) (1.728 1)(1.728 2.744) (2.744 1)(2.744 1.728)

0.7876( 1.728)( 2.744) 1.6224( 1)( 2.744) 0.7901( 1)( 1.728)

f x p x
x x x x x x

x x x x x x

≈
− − − − − −

= ⋅ + ⋅ + ⋅
− − − − − −

≈ − − − − − + − −

= − 20.04465 +0.3965 +0.6481x x 。

8
310( )

27
f x x

−
′′′ = ,  余项 2 8

3

5( ) ( 1)( 1.728)( 2.744)
81

r x x x x
ξ

= − − − 。 

2 (2) 1.2626p ≈ 。 

4． 设 ，取结点为 ，求 的二次插值多项式  f x x( ) = 2 x = −1 0 1、 、 f x( ) p x2 ( )

及其余项的表达式，并计算 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1

2p 。请与上题的计算结果相比较并分 

析产生差异的原因。 

解  ，由 Lagrange插值公式 ( 1) 0.5, (0) 1, (1) 2f f f− = = =

2

2

( ) ( )
( 0)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 0)0.5 1 2

( 1 0)( 1 1) (0 1)(0 1) (1 1)(1 0)
0.25 ( 1) ( 1)( 1) ( 1)
0.25 +0.75 +1

f x p x
x x x x x x

x x x x x x
x x

≈
− − + − + −

= ⋅ + ⋅ + ⋅
− − − − + − + −

= − − − + + +

= 。

 

3( ) ln 2 2xf x′′′ = ⋅ ,  余项
3ln 2( ) 2 ( 1) ( 1)
6nr x x x xξ= + − 。 

2
1( ) 1.2778
3

p ≈ 。 

与上题相比，本题误差较大的原因是 2 不在所取的三点

之间，而上题 2 在所取的三点 之间，因

而误差较小。 

x = −1 0 1、 、 x = 1 1728 2 744、 、. .

5．设 在若干个测量点处的函数值如下： f x( )

x  
1.4 1.7 2.3 3.1
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f x( )  65 58 44 36 

试求 的近似值。 f ( . )2 8

解  由 Lagrange插值公式 

3( ) ( )
( 1.7)( 2.3)( 3.1) ( 1.4)( 2.3)( 3.1)65 58

(1.4 1.7)(1.4 2.3)(1.4 3.1) (1.7 1.4)(1.7 2.3)(1.7 3.1)
( 1.4)( 1.7)( 3.1) ( 1.4)( 1.7)( 2.3)44 3.6

(2.3 1.4)(2.3 1.7)(2.3 3.1) (3.1 1.4

f x p x
x x x x x x

x x x x x x

≈
− − − − − −

= ⋅ + ⋅
− − − − − −
− − − − − −

+ ⋅ + ⋅
− − − −

,
)(3.1 1.7)(3.1 2.3)− −

 

3(2.8) (2.8) 36.647f p≈ ≈ 。

)

 

6．若 是小量，问如何选取常数 ，才能使得 h a b c、 、

af x h bf x cf x h( ) ( ) (+ + + − 与 ′′f x( )近似的阶最高？ 

解 
2 2

2 2

( ) ( ) ( )
1 1[ ( ) '( ) ''( ) ] ( ) [ ( ) '( ) ''( ) ] ( )
2 2

1( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ''( ) ( )
2

af x h bf x cf x h

a f x f x h f x h bf x c f x f x h f x h o h

a b c f x a c f x h a c f x h o h

+ + + −

= + + + + − + +

= + + + − + + + ，

2  

得到方程组

0
0
2

a b c
a c
a c

+ + =⎧
⎪ − =⎨
⎪ + =⎩

，解之得到 1, 2a c b= = = − 。

n

 

7．将插值条件取为 个结点上的函数值和一阶导数值，即 n +1

p x( )满足 

                 ，  
p x f x
p x f x

n i i

n i i

( ) ( )
( ) ( )

=
′ = ′

⎧
⎨
⎩

0,1, 2, ,i n=  

的插值多项式称为 Hermite插值多项式，在微分方程数值求解等研究 

领域中具有重要作用。它可以取为 

(0) (1)

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n k k k
k

kp x f x q x f x q
=

′ x⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ , 

这里， 是满足条件 (0) (1)
0{ ( ), ( )}n

k kq x q x =k
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                   (0) (0)( ) , [ ]'( ) 0,k i ik k iq x q xδ= = ,  0,1, 2, ,i k n=  

和 

              (1) (1)( ) 0, [ ]'( ) ,k i k i ikq x q x δ= =      ,  0,1, 2, ,i k n=  

的基函数。试仿照 Lagrange插值多项式的情况构造 。 (0) (1)
0{ ( ), ( )}n

k kq x q x =k

解  显然当 时，i k≠ (0) (0)( ) [ ] ( ) 0,k i k iq x q x′= = (0) (0)( ) 1, [ ] '( ) 0k k k kq x q x= = ，设 

(0) 2

0

( ) ( ) [1 ( )]
n

i
k k

i k i
i k

x xq x c x x
x x=

≠

⎡ ⎤
−⎢ ⎥= −⎢ ⎥−

⎢ ⎥⎣ ⎦
∏ − ，由 (0)

0

2[ ]'( )
n

k k
i k i
i k

q x c
x x=

≠

0= − =
−∑ 解出 ，得

到 

c

(0) 2

00

2( ) ( ) [1 ( )( )], 0,1,2, ,
n n

i
k k

ii k i k i
i ki k

x xq x x x k n
x x x x==

≠≠

⎡ ⎤
−⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥− −

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∏ ； 

同理可得到 

(1) 2

0

( ) ( ) ( ) 0,1,2, ,
n

i
k k

i k i
i k

x xq x x x k n
x x=

≠

⎡ ⎤
−⎢ ⎥= − =⎢ ⎥−

⎢ ⎥⎣ ⎦
∏ 。 
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习  题  5.4  函数的 Taylor 公式及其应用 

 

⒈  求下列函数在 x = 0处的 Taylor公式（展开到指定的 次）： n

⑴ f x
x

( ) =
−
1

13
, ; 4=n  ⑵ f x x( ) cos( )= + α , ; 4=n

⑶ f x x( ) sin= +2 , ; 3=n  ⑷ f x x( ) esin= , 4=n ; 

⑸ xxf tan)( = , ; 5=n  ⑹ f x x( ) ln(cos )= , ; n = 6

⑺
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−=

0,1

0,
1e)(

x

xx
xf x , n = 4  ⑻

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0,0

0,sinln
)(

x

x
x

x
xf , 4=n

⑼ f x x x x x( ) = − + − − +1 2 1 33 23 , n = 3. 

解（1） f x
x

( ) =
−
1

13
 

2 3 4
1 1 1 1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) (3 3 3 3
1 2 3 4

4 )x x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − + − + − + − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x  

2 3 41 4 28 2801 (
3 2 9 6 27 24 81

4 )x x x x= + + + + +
⋅ ⋅ ⋅

x

 2 3 41 2 14 351 (
3 9 81 243

4 )x x x x x= + + + + + 。 

（2） f x x( ) cos( )= + α cos cos sin sinx xα α= −  

2 4 3
4 4(1 ( ))cos ( ( ))sin

2 24 6
x x xo x x o xα α= − + + − − +  

= 2 3 4cos sin coscos sin ( )
2! 3! 4!

4x x x x o xα α αα α− ⋅ − + + + 。 

（3） f x x( ) sin= +2 sin2(1 )
2

x
= +

13
3 212[1 ( ( ))]

2 6
xx o x= + − +
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3 3 3
3 3 21 1 1 1 1 12[1 ( ( )) ( ( )) ( ( )) ]

2 2 6 8 4 6 16 8 6
x x xx o x x o x x o x= + ⋅ − + − ⋅ − + + ⋅ − + 3 3

 



3 2 3
3 22 2 13 22[1 ( )] 2 ( )

4 24 32 128 4 32 384
x x x x o x x x x o x= + − − + + = + − − +3 3 。 

（4） f x x( ) esin=
3

3( )
6e
xx x− +

=  
3 3

2 3 4

3 4
2 3 4

1 1 11 ( ) ( ) ( )
6 2 6 6 24

1 1 11 ( ) ( ) ( )
6 2 3 6 24

x x 4

4

x x x x o

x x

x

x x x x o

= + − + − + + +

= + − + − + + + x
 

2 41 11 (
2 8

4 )x x x o x= + + − + 。 

（5） xxf tan)( =
sin
cos

x
x

=  

3 5 2 4
5 5 1

3 5 2 4 2 4
5 2

3 5 3 2 4
5

( ( ))(1 ( ))
6 120 2 24

( ( ))(1 ( ) ( ) (
6 120 2 24 2 24

5( ) ( ) ( )
6 120 6 2 24

x x x xx o x o x

x x x x x x 5 ))x o x o x

x x x x xx x x o x

−= − + + − + +

= − + + + − + − +

= − + + − + ⋅ +

 

3 51 2 ( )
3 15

5x x x o x= + + + 。 

（6） f x x( ) ln(cos )=
2 4 6

6ln(1 ( ))
2 24 720
x x x o x= − + − +  

2 4 6 2 4 2
2 3

2 4 6 4 6 6
6

1 1( ) ( ) ( )
2 24 720 2 2 24 3 2

1 1( ) ( ) (
2 24 720 2 4 24 3 8

x x x x x x o x

x x x x x x o x

= − + − − − + + − +

= − + − − − − ⋅ +

6( )

)

 
2 4 61 1 1 ( )

2 12 45
6x x x o x= − − − + 。 

（7）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−=

0,1

0,
1e)(

x

xx
xf x  

2 3 4
4 1[1 ( ( ))]

2 6 24 120
x x x x o x −= + + + + +  
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2 3 4 2 3 2
2 3 4

2 3 4 2 3 4 3 4 4
4

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 6 24 120 2 6 24 2 6 2

51 ( ) ( ) ( ) ( )
2 6 24 120 4 6 72 8 8 16

x x x x x x x x x x o x

x x x x x x x x x x o x

= − + + + + + + − + + +

= − + + + + + + − + + +

4

 



2 41 1 11 (
2 12 720

4 )x x x o= − + − + x 。 

（8）
2 4

4( ) ln(1 ( ))
6 120
x xf x o x= − + +

2 4 2
2 41( ) ( )

6 120 2 6
x x x o x= − + − − + ( )

 2 4
4( )

6 180
x x o x= − − + 。 

（9） f x x x x x( ) = − + − − +1 2 1 33 23
11

3 2 32[1 ( 2 )] [1 ( 3 )]x x x x= + − + − + − +  

3 2 3 3

2 2 2 3

1 1 1[1 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( )]
2 8 16

1 1 5[1 ( 3 ) ( 3 ) ( 3 ) ( )]
3 9 81

x x x x o x

3x x x x x o

= + − + − − + − +

− + − + − − + + − + x

 
2 2 31 2(1 ) (1 ) ( )

2 3
3x x x x x o= − − − − − − + x  

= 2 3 31 ( )
6

x x o x+ + 。 

⒉  求下列函数在指定点处的 Taylor公式： 

⑴ f x x x( ) = − + −2 33 2 2 0, x 1=  ⑵ f x x( ) ln= ,  ; x = e0

⑶ f x x( ) ln= ;  x 1=0  ⑷ f x x( ) sin= , x0 6
=
π ; 

⑸ f x x( ) = , . x0 2=    

解（1） f x x x( ) = − + −2 3 2 3 22[( 1) 1] 3[( 1) 1] 2x x3 2 = − − + + − + −  

3 2 2[ 2( 1) 6( 1) 6( 1) 2] [3( 1) 6( 1) 3] 2x x x x x= − − − − − − − + − + − + −
 

2 31 3( 1) 2( 1)x x= − − − − − 。 

（2） f x x( ) ln= ln[( ) ]x e e= − + ln ln(1 )x ee
e
−

= + +  

= n
n

n
ex

ne
ex

e
ex

e
)()1()(

2
1)(11

1
2

2 −
−

++−−−+
−

( )nex )( −+ 。 

（3）  f x x( ) ln= ln(1 ( 1))x= + −

= n
n

x
n

xxx )1()1()1(
3
1)1(

2
1)1(

1
32 −

−
+−−+−−−

− ( )nx )1( −+ 。 
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（4） ，f x x( ) sin= ( )
0 0( ) sin( )

2
n nf x x π

= + ， 

2 3
''( ) ''( )

6 6( ) ( ) '( )( ) ( ) ( )
6 6 6 2! 6 3! 6

f f
f x f f x x x

π π
π π π π π

= + − + − + − +

 
( ) ( )

6 ( ) ( )
! 6 6

n

n n
f

x o x
n

π
π π⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 2 31 3 1 3 1( ) ( ) ( ) sin( )(
2 2 6 4 6 12 6 ! 2 6 6

nnx x x x
n

)π π π π π
= + − − − − − + + + −

π  

( )
6

no x π⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（5） f x x( ) = 22 1
2

x −
= ⋅ +  

= n

n

n
x

n

nxx )2(

!2

!)!32()1()2(
216

1)2(
22

12
2
12

1
2 −

−−
++−−−+

−

−

 

( )nx )2( −+ 。 

⒊  通过对展开式及其余项的分析，说明用 

3
1

1253

3
1 1253

2
1
1ln2ln

=

−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++++≈
−
+

=
x

n

x n
xxxx

x
x  

    比用 

1

1
432

1
)1(

432
)1ln(2ln

=

−
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−+−≈+=

x

n
n

x n
xxxxxx  

效果好得多的两个原因。 

解  利用第一个展开式计算时是用 1
3

x = 代入，利用第二个展开式计算

时是用 1x = 代入，显然第一个展开式的通项（或余项）趋于零的速度

快，而第二个展开式的通项（或余项）趋于零的速度相对较慢，所以

在指定精度的条件下，利用第一个展开式计算 的值比利用第二个

展开式计算量小，效果好。 

ln 2
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另外可以通过比较两者的误差来说明两种方法的优劣： 

由 

2 12
1

2 1
1 1

ln(1 ) ( 1)
(2 1)(1 )

k nn
k

n
k

x xx
k n ξ

+
−

+
=

+ = − +
+ +∑ ， 

2 12

2 1
1 2

ln(1 )
(2 1)(1 )

k nn

n
k

x xx
k n ξ

+

+
=

− = − −
+ −∑ , 

可知利用第一个展开式计算前 项之和，余项为 n

2 1

2 2 1 2 1
1 2

1 1( ) [ ]
(2 1) (1 ) (1 )

n

n n n

xr x
n ξ ξ

+

+ += +
+ + −

, 其中 1 2,ξ ξ 位于 与0 x之间。 

取
1
3

x = ， 2 2 1 2
2 1

1 1 1 1( ) [1 ]13 (2 1)3 (2 1)2(1 )
3

n n n
n

r
n n+

+
≤ + <

+ +−
。 

而利用第二个展开式计算前 项之和，余项为 n

1

1

( 1)( )
( 1)(1 )

n n

n n

xr x
n ξ

+

+

−
=

+ +
, 其中ξ位于0与 x之间， 

取 1x = ，
 

1

1 1

1 1| (1) |
( 1)(1 1) ( 1)2

n

n n nr
n n

+

+ +> =
+ + +

。 

显然 1

1 1
( 1)2 (2 1)2nn n+ >
+ + 2n

π

，所以利用第一个展开式计算 的值比利用

第二个展开式误差小，精度高。 

ln 2

⒋  利用上题的讨论结果，不加计算，判别用哪个公式计算 的近似

值效果更好，为什么？ 

    ⑴  
1

1253

12
)1(

53
1tanarc

4
=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−+−+−≈=
x

n
n

n
xxxxπ  

    ⑵  
239
1tanarc

5
1tanarc4

4
−=

π            （Machin公式） 

         
239
1

123

5
1

123

12
)1(

312
)1(

3
4

=

+

=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−++−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−++−≈
x

n
n

x

n
n

n
xxx

n
xxx  

解  两个计算 π的公式都是利用了 ar 的 Taylor公式，但第一个公ctan x
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式是用 代入，而第二个公式是用1x = 1
5

x = 与 1
239

x = 代入。由于
1
5
与

1
239

比 1小得多，因此第二个公式的通项（或余项）比第一个公式的通项

（或余项）趋于零的速度快得多，所以用第二个公式计算 的近似值

效果更好。 

π

⒌  利用 Taylor公式求近似值（精确到 ）： 410−

⑴ lg11; ⑵ e3 ; ⑶ sin o31 ; 

⑷ cos o89 ; ⑸ 2505 ; ⑹ ( . ) .11 1 2 . 

解（1） ln(10 ) 1lg(10 ) 1 ln(1 )
ln10 ln10 10

x xx +
+ = = + +

1

1

1 ( 1)1 (
ln10 10

k kn

nk
k

x r x
k

−

=

−
= + +∑ )， 

其中
1

1

( 1)( )
(ln10)10 ( 1)(1 )

n n

n n n

xr x
n ξ

+

+ +

−
=

+ + 1，ξ位于 与0
10
x
之间。 

由 1 1 1

1 1| (1) |
(ln10)10 ( 1)(1 ) (ln10)10 ( 1)nr n n nn nξ+ + += <

+ + +
，得到 ，

满足精度要求，所以 

6
4| (1) | 0.89 10r −< ×

2 3 4

1 1 1 1 1lg11 1 ( ) 1.04139
ln10 10 2 10 3 10 4 10

≈ + − + − ≈
⋅ ⋅ ⋅

。 

（2）
0

1 ( )
!

n
x k

n
k

e x r
k=

= +∑ x ，其中 1( )
( 1)!

n
n

er x x
n

ξ
+=

+
，ξ位于0与 之间。 x

令
1
3

x = ， ，4n =

1
3

5
4 5

1| ( ) | 0.27 10
3 5!3

er −≤ ≈ × ，满足精度要求，所以 

3 1 1 1 11 1.39561
3 2 9 6 27 24 81

e ≈ + + + + ≈
⋅ ⋅ ⋅

。 

（3） 2
2

1sin( ) sin( ) cos( ) sin( ) ( )
6 6 6 2 6

x x x r xπ π π π
+ = + − + ， 

其中
3

2 ( ) cos( )
3! 6
xr x π ξ= − + ，ξ位于 与 之间。 0 x
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由于
3

6
2 3| ( ) | 0.88 10

180 3!180
r π π −≤ ≈ × ，满足精度要求，所以 

21sin 31 sin( ) sin( ) cos( ) sin( )( ) 0.51504
6 180 6 6 180 2 6 180
π π π π π π π

= + = + − ≈ 。 

（4） 2sin ( )x x r x= + ，其中
3

2 ( ) cos
3!
xr x ξ= − ，ξ位于0与 之间。 x

由于 5
2| ( ) | 10

180
r π −≤ ，满足精度要求，所以 

    cos89 sin1 sin( )
180
π

= = 0.01745
180
π

≈ ≈ 。 

（5）
1

25
2

1 4( ) 3(1 ) 3(1 ) ( )
5 25 2

f x x x x r= + = + − +
⋅

x ， 

其中 3
2 14

5

18( )
125(1 )

r x x
ξ

=
+

，ξ位于 与 之间。 0 x

由于 3
2

7 18 7| ( ) | ( ) 0.34 10
243 125 243

r 5−< ≈ × ，满足精度要求，所以 

1
57 7( ) 3(1 )

243 243
f = +

1 2
5

2

7 4 7250 3(1 ) 3.01708
5 243 25 2 243

⋅
= ≈ + − ≈

⋅ ⋅ ⋅
。 

（6） 1.2 2 3
3

1.2 0.2 1.2 0.2 0.8( ) (1 ) 1 1.2 ( )
2 6

f x x x x x r x⋅ ⋅ ⋅
= + = + + − + ， 

其中 4
3 2.8

1.2 0.2 0.8 1.8( )
24(1 )

r x x
ξ

⋅ ⋅ ⋅
=

+
，ξ位于 与 之间。 0 x

由于 4
3| (0.1) | 0.0144(0.1) 0.144 10r 5−≤ = × ，满足精度要求，所以 

1.2 2 31.2 0.2 1.2 0.2 0.8(0.1) (1.1) 1 1.2 0.1 0.1 0.1 1.12117
2 6

f ⋅ ⋅ ⋅
= = + ⋅ + − ≈ 。 

⒍  利用函数的 Taylor公式求极限： 

⑴ lim
e sin ( )

x

x x x x
x→

− +
0 3

1 ; ⑵ )0(2lim 20
>

−+ −

+→
a

x
aa xx

x
; 

⑶ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→
x

xx
csc1lim

0
; ⑷ lim ( )

x
x x x x

→+∞
+ − −5 45 5 45 ; 
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⑸ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∞→ x
xx

x

11lnlim 2 ; ⑹ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ xxxx tan
111lim

0
; 

⑺ lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ + − −
3
2 1 1 2 ; ⑻ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+∞→
1e

2
lim 6

1
23 xxxx x

x
.

解（1）
2 3

3 2e sin (1 ) (1 )( ) ( ) ( )
2 6

x x xx x x x x o x x x− + = + + − + − +
3

3( )
3
x o x= + ， 

所以 

30

e sin (1 ) 1lim
3

x

x

x x x
x→

− +
= 。 

（2）
 

ln ln2 ( 1) ( 1)x x x a x aa a e e− −+ − = − + −

2 2
2 2 2 2ln ln(ln ( )) ( ln ( ))

2 2
a aa x x o x a x x o x= ⋅ + + + − ⋅ + + 2 2 2ln ( )a x o x= ⋅ + ， 

所以 

2
20

2lim ln
x x

x

a a a
x

−

→ +

+ −
= 。 

（3）由于 2sin ( )x x o x= + ，所以 

2

20 0 0

1 sin (lim csc lim lim 0
sinx x x

x x o xx
x x x x→ → →

−⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

)
= 。 

（4）令 1u
x

= ，由于 

1 1
2 2 2 25 5 1 2 1 2 2(1 ) (1 ) (1 ( )) (1 ( )) ( )

5 25 5 25 5
u u u u o u u u o u u o u+ − − = + − + − − − + = + 2 ， 

所以 

lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ − −5 45 5 45

1 1
5 5

0

(1 ) (1 ) 2lim
5u

u u
u→ +

+ − −
= = 。 

（5）令 1u
x

= ，由于
2

2ln(1 ) ( )
2
uu u o u+ = − + ，所以 
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2 2

2
2 20 0

1 ( )1 ln(1 ) 12lim ln 1 lim lim
2x u u

u o uu ux x
x u u→∞ → →

+⎡ ⎤ − +⎛ ⎞− + = = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
。 

（6）由于
3

3tan ( )
3
xx x o= + + x ，所以 

3
3

2 30 0 0

( )1 1 1 tan 13lim lim lim
tan tan 3x x x

x o xx x
x x x x x x→ → →

+−⎛ ⎞− = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（7）令 1u
x

= ，由于 

1 1 2 ( 1 1) ( 1u u u u+ + − − = + − + − −1)

 
2 2

2 2( ( )) ( ( ))
2 8 2 8 4
u u u u uo u o u o u= − + + − − + = − +

2
2( )， 

所以 

lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ + − −
3
2 1 1 2 20

1 1 2lim
4u

u u
u→ +

+ + − − 1
= = − 。 

（8）令 1u
x

= ，由于 

2 2 3 2
6 3(1 ) 1 (1 )(1 ) 1 ( ) ( )

2 2 6 2
u u u u ue u u u u o u o u− + − − = + + + − + − + = +

3
3

6
u

， 

所以 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+∞→
1e

2
lim 6

1
23 xxxx x

x

2
6

30

(1 ) 1 12lim
6

u

u

ue u u

u→ +

− + − −
= = 。 

7． 利用 Taylor公式证明不等式： 

（1）
32

)1ln(
2

322 xxxxxx +−≤+≤− ， ； 0>x

（2） 2

2
)1(1)1( xxx −

++<+
αααα ，   0,21 ><< xα 。 

证（1）利用带 Lagrange余项的 Taylor公式， 

2 3 2

3ln(1 ) , 0
2 3(1 ) 2
x x xx x x ξ

ξ
+ = − + > − < <

+
x， 
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2 3 4 2 3

4ln(1 ) , 0
2 3 4(1 ) 2 3
x x x x xx x x ξ

ξ
+ = − + − < − + < <

+
x。 

（2） 2 3
3

( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1
2 6(1 )

x x x xα
α

α α α α αα
ξ −

− − −
+ = + + +

+
。 ，0 xξ< <

2由于1 α< < ，所以 ( 1)( 2) 0α α α− − < ，从而 Lagrange余项 3
3

( 1)( 2)
6(1 )

xα

α α α
ξ −

− −
+

小于零，于是得到 

2

2
)1(1)1( xxx −

++<+
αααα 。 

8．判断下列函数所表示的曲线是否存在渐近线，若存在的话求出渐

近线方程： 

⑴ y
x

x
=

+

2

1
;  ⑵ y

x
x

=
+
2

1 2
; 

⑶ 386 2 +−= xxy ;  ⑷ y x x= +( ) e2
1

; 

⑸ y
x x

=
+ −e e
2

;  ⑹ y
x
x

=
+
−

ln
1
1

; 

⑺ xxy cotarc+= ;  ⑻ y x x= − +( )( )2 1 23 ; 

⑼ y
x
x

=
−
+

arc cos
1
1

2

2
;  ⑽ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

− 22
1

5 1cos xe
x

xy ; 

(11) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= 3 233

1
2 xxxexy x ;  (12) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= xxxexy x 22

1
2 . 

解 （1）由于
2

1
lim

1x

x
x→−
= ∞

+
，所以 1x = − 是垂直渐近线；由于 

2

lim lim 1
(1 )x x

y xa
x x x→∞ →∞

= =
+

= ，
2 2

lim lim 1
1 1x x

x xb ax x
x x→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

所以斜渐近线为 1y x= − 。 

（2）由于 2

2lim 0
1x

x
x→∞

=
+

，所以 0y = 是水平渐近线。 

（3）解法一：由于 
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26 8 3lim 6
x

x x
x→+∞

− +
= ， 

2lim ( 6 8 3 6 )
x

x x x
→+∞

− + − =
2

8 3 2 6lim
36 8 3 6x

x
x x x→+∞

− +
= −

− + +
， 

所以当 x →+∞时，渐近线为
2 66

3
y x= − ； 

由于 

26 8 3lim 6
x

x x
x→−∞

− +
= − ， 

2lim ( 6 8 3 6 )
x

x x x
→−∞

− + + =
2

8 3 2 6lim
36 8 3 6x

x
x x x→−∞

− +
=

− + −
， 

所以当 时，渐近线为x →−∞ 2 66
3

y x= − + 。 

解法二： 

26 8 3x x ax b− + − −
2 2

2

6 8 3 ( )
6 8 3

x x ax b
x x ax b
− + − +

=
− + + +

2 2 2

2

(6 ) (8 2 ) 3
6 8 3

a x ab x b
x x ax b

− − + + −
=

− + + +
， 

由 ，解得lim( ) 0
x

y ax b
→∞

− − =
46,a b
a

= ± = − 。所以当 x →+∞时，渐近线为

2 66
3

y x= − ，当 时，渐近线为x →−∞ 2 66
3

y x= − + 。 

（4）由于
1

0
lim (2 ) x
x

x e
→ +

+ = +∞，所以 0x = 是垂直渐近线；令 1u
x

= ，由  

1

0

(2 1)elim[(2 ) ] lim
u

x
x u

u a bux e ax b
u→∞ →

+ − −
+ − − =

0

(1 ) (3 ) ( )lim 0
u

a b u o u
u→

− + − +
= = ， 

解得 ，所以斜渐近线为1, 3a b= = 3y x= + 。 

（5）由于 lim lim
2

x x

x x

y e e
x x

−

→∞ →∞

+
= = ∞，所以曲线无渐近线。 

（6）函数定义域为 ，且( 1,1)−
1

1lim ln
1x

x
x→ −

+
= +∞

−
，

1

1lim ln
1x

x
x→− +

+
= −∞

−
，所以

为两条垂直渐近线。 

1x = ±
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（7）由于 

lim ( ) lim arccot 0
x x

y x x
→+∞ →+∞

− = = ， 

所以当 x →+∞时，渐近线为 y x= ； 

由于 

lim ( ) lim arccot
x x

y x x π
→−∞ →−∞

− = = ， 

所以当 时，渐近线为x →−∞ y x π= + 。 

（8）令 1u
x

= ， 

1 2
3 3

23
0

(1 2 ) (1 )lim[ ( 2)( 1) ] lim
x u

u u a bx x ax b
u→∞ →

u− + − −
− + − − =  

0 0

2 2(1 )(1 ) ( ) 1 (3 3lim lim 0
u u

u u a bu o u a bu o u
u u→ →

− + − − + − − +
= =

)
= ， 

解出 ，所以曲线有渐近线1, 0a b= = y x= 。 

（9）由于 

2

2

1lim arccos arccos( 1)
1x

x
x

π
→∞

−
= − =

+
， 

所以曲线有水平渐近线 y π= 。 

（10）令 1u
x

= ， 

2
1

5 21lim cos x
x

x e ax b
x

−

→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2

4 52

50

coslim

u

u

u e au bu
u

−

→

− − −  

2 4 2 4
4 5 5

50

(1 ) (1 ) ( )
2 24 2 2 4lim 0

u

u u u u au bu o u

u→

− + − − + − − +
⋅= = ， 

解出
1 ,

12
a b= − = 0，所以曲线有渐近线 1

12
y x= − 。 

（11）由于 

1
32 3 23

0
lim x
x

x xe x x
→ +

⎛ ⎞
− + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∞， 
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所以 是一条垂直渐近线。 0x =

令
1u
x

= ， 
1

1 2 33 3
32 3 23

30

(1 )lim lim

u

x
x u

e u au bux xe x x ax b
u→∞ →

⎡ ⎤⎛ ⎞ − + − −
− + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

2 3 2 3
2 3

30

2 10(1 ) (1 ) ( )
3 2 9 6 27 3 2 9 6 27lim

u

u u u u u u au bu o u

u→

+ + + − + − + − − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

3

 2 3

30

1 1( ) ( ) ( )
6 18lim 0

u

a u b u o u

u→

− + − − +
= =

3

， 

解出
1 ,
6 1

a b= = −
1
8
，所以斜渐近线为

1 1
6 1

y x
8

= − 。 

（12）由于 

1
2 22

0
lim x
x

x xe x x
→ +

⎛ ⎞
− + = +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

所以 是一条垂直渐近线。 0x =

令
1u
x

= ， 

1
2 22lim x

x
x xe x x ax b

→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
− + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 32

30

1lim

u

u

e u au b
u→ +

− + − −
=

u  

2 3 2 3
2 3 3

30

3(1 ) (1 ) ( )
2 2 4 6 8 2 2 4 6 8lim

u

u u u u u u au bu o u

u→ +

+ + + − + − + − − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

 2 3 3

30

1 1( ) ( ) ( )
4 24lim 0

u

a u b u o u

u→ +

− − + +
= = ， 

解出
1 ,
4 2

a b= = −
1
4
，所以当 x →+∞时，渐近线为

1 1
4 2

y x= −
4
。 

由于 

1 2
2 2

2lim lim x
x x

y xx e
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

x
= ∞

x →−∞

， 

所以当 时，没有渐近线。 

9． ⑴ 设0
21< <x
π
， x xn n+ =1 sin （n = 1 2, , ），证明： 
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          (i) lim
n

；              (ii)nx
→∞

= 0 x
n

nn
2 3

~ ( → ∞)

1 n n+

。 

    ⑵  设 ，y 0> y y= +1 1ln( )（n = 1 2, , ），证明： 

          (i) lim
n

；              (ii)ny
→∞

= 0 y
n

nn ~ (
2

→ ∞)。 

证（1）易知数列{ }nx 单调减少且有下界。设其极限为 ，对  a x xn n+ =1 sin

两端取极限，有 sin (0 )
2

a a a π
= ≤ < ，所以 0a = ，即 。 lim

n nx
→∞

= 0

利用 Stolz定理， 

2 2 2

)
1
n 1

( 1lim lim1 1n n

n n

n n n

x x x
→∞ →∞

−

− −
=

−

2 2 4
1 1 1

2 2
2 2 4 41 1

1 1 1 1

sinlim lim 31sin [ (
3

n n n

n n
n n

n n n n

x x x
x x x x x o x

− − −

→∞ →∞
− −

− − − −

= =
− − − + )]

= ， 

所以 

x
n

nn
2 3

~ ( → ∞)

y

。 

（2）易知数列{ 单调减少且有下界。设其极限为b，对

两端取极限，有 ，所以

}ny y yn n+ = +1 1ln( )

1ln(1 ) (0 )b b b= + ≤ < 0b = ，即 。 lim
n ny
→∞

= 0

利用 Stolz定理， 

1

( 1)lim lim1 1 1
ny

n n

n n

n n n

y y
→∞ →∞

−

− −
=

−

2
1 1 1

2 21 1
1 1 1 1

ln(1 )lim lim 2,1ln(1 ) [ (
2

n n n

n n
n n

n n n n

y y y
y y y y y o y

− − −

→∞ →∞
− −

− − − −

+
= =

− + − − + )]
=  

所以 

y
n

nn ~ (
2

→ ∞)。 

10．设函数 在 上二阶可导，且满足)(xf ]1,0[ 1|)(| ≤′′ xf ， 在区间

内取到最大值

)(xf )1,0(

4
1
。证明： 1|)1(||)0(| ≤+ ff 。 

证  设 为函数的最大值点，则0 (0,1)x ∈ 0
1( )
4

f x = ， 0'( ) 0f x = 。以 0, 1x x= =

代入 在点)(xf 0x 的带 Lagrange余项的 Taylor公式 

2
0 0 0 0 )1(0) ( ) '( )(0 ) ''( )(0

2
f f x f x x f xξ= + − + − 2

0 0
1 1 ''( ) , (0, )
4 2

f x xξ ξ= + ∈ ， 

2
0 0 0 0 )1(1) ( ) '( )(1 ) ''( )(1

2
f f x f x x f xη= + − + − 2

0 0
1 1 ''( )(1 ) , ( ,1)
4 2

f x xη η= + − ∈ ， 

得到 

2 2
0 0

1 1 1 1(0) (1) [ (1 ) ] 1
2 2 2 2

f f x x+ ≤ + + − ≤ + = 。 
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11．设 在 上二阶可导，且在 上成立 )(xf ]1,0[ ]1,0[

1|)(| ≤xf ， 2|)(| ≤′′ xf 。 

   证明在 上成立]1,0[ 3|)(| ≤′ xf 。 

证  利用例 5.4.13，由于 1, 2A B= = ，所以在 上成立 ]1,0[
1| ( ) | 2 3
2

f x A B′ ≤ + = 。 

12．设函数 在 上二阶可导，且)(xf ]1,0[ 0)1()0( == ff ， 。

证明： 

1)(min
10

−=
≤≤

xf
x

8)(max
10

≥′′
≤≤

xf
x

。 

证  设 为函数的最小值点，则0 (0,1)x ∈ 0( ) 1f x = − ， 0'( ) 0f x = 。以 0, 1x x= =

代入 在点)(xf 0x 的带 Lagrange余项的 Taylor公式 

2
0 0 0 0 )1(0) ( ) '( )(0 ) ''( )(0

2
f f x f x x f xξ= + − + − 2

0 0
11 ''( ) 0, (0, )
2

f x xξ ξ= − + = ∈ ， 

2
0 0 0 0 )1(1) ( ) '( )(1 ) ''( )(1

2
f f x f x x f xη= + − + − 2

0 0
11 ''( )(1 ) 0, ( ,1)
2

f x xη η= − + − = ∈ ， 

得到 

2 2
0 0

1 1''( ) ''( )(1 ) 1
2 2

f x f xξ η= − = 。 

当 0
1
2

x ≤ 时， 2
0

2''( ) 8f
x

ξ = ≥ ；当 0
1
2

x > 时， 2
0

2''( ) 8
(1 )

f
x

η = >
−

。所以 

8)(max
10

≥′′
≤≤

xf
x

。 

13．设 在 上二阶可导，)(xf ],[ ba 0)()( == bfaf ，证明 

|)(|max)(
8
1|)(|max 2 xfabxf

bxabxa
′′−≤

≤≤≤≤
。 

证  设 )(max)( 0 xfxf
bxa ≤≤

= ，若 ax =0 或b，则结论自然成立。设 ，

以 和 代入 在点 的带 Lagrange余项的 Taylor公式 

bxa << 0

ax = bx = )(xf 0x

2
0 0 0 0

1( ) ( ) '( )( ) ''( )( )
2

f a f x f x a x f a xξ= + − + − 0( , )a x ， ξ ∈
 

2
0 0 0 0

1( ) ( ) '( )( ) ''( )( )
2

f b f x f x b x f b xη= + − + − 0( , )， x bη∈
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将 ， 代入上面两式，得到 0)()( == bfaf 0'( ) 0f x =

2 2
0 0 0 0

1 1| ( ) | ( ) max | ( ) |, | ( ) | ( ) max | ( ) |
2 2a x b a x b

f x a x f x f x b x f
≤ ≤ ≤ ≤

x′′ ′≤ − ≤ − ′ 。 

当 0 ( , )
2

a bx a +
∈ 时， 2 2

0
1( ) (
4

a x b a− < − ) ； 

当 0 [ ,
2

a b )x b+
∈ 时， 2 2

0
1( ) (
4

b x b a− ≤ − ) 。 

综合上述两种情况，得到 

2
0

1( ) max | ( ) | ( ) max | ( ) |
8a x b a x b

f x f x b a f
≤ ≤ ≤ ≤

x′′= ≤ − 。 
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习  题  5.5  应用举例 

 

⒈  求下列函数的极值点，并确定它们的单调区间： 

⑴ y x x x= − − +2 3 123 2 1;  ⑵ y x x= + sin ; 

⑶ y x= ln x ;  ⑷ y x n x= −e  （ ）; +∈Nn

⑸ 3
2

2
)1(

−
+

=
x
xy ;  ⑹ y

x
x

=
−
+

1
1 2

; 

⑺ y x
x

= +3
4 ;  ⑻ y x x= − +ln( )1 ; 

⑼ y x= +cos sin3 3 x ;  ⑽ xxy −= tanarc ; 

⑾ y x x= + −2 e e ;  ⑿ y x= − −2 1 23 ( ) ; 

⒀ y
x
x

=
+
+

1 3
4 5 2

;  ⒁ y x x=
1

. 

解（1）因为 有两个零点2'( ) 6 6 12 6( 1)( 2)y x x x x x= − − = + − 1, 2− ，根据一阶

导数的符号，可知函数在 ]1,( −−∞ 和 ),2[ +∞ 单调增加，在 ]2,1[− 单调减少，

所以 是极大值点，1x = − 2x = 是极小值点。  

（2）因为 '( ) 1 cos 0y x x= + ≥ ，函数在 ),( +∞−∞ 严格单调增加，无极值点。 

（3） 1'( ) (2 ln )
2

y x x
x

= + 有零点 2e− ，根据一阶导数的符号可知函数在 

单调减少，在 单调增加，所以2(0, ]e− 2[ , )e− +∞ 2x e−= 是极小值点。 

（4） 有零点 和 ，  1'( ) ( ) ny x n x x e− −= − x 0 n

当 是偶数时，函数在n ]0,(−∞ 和 ),[ +∞n 单调减少，在 单调增加，

所以 是极小值点，

],0[ n

0x = nx = 是极大值点； 

当 是奇数时，函数在n ],( n−∞ 单调增加，在 ),[ +∞n 单调减少，所以 

nx = 是极大值点。 
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（5） 和 具有相同的单调性，y 3y
3

2

( ) ( 1)( 5)
( 2)

d y x x
dx x

+ −
=

−
有零点 ，

是不可导点。根据一阶导数的符号，可知函数在 和

单调增加，在

1 5x = −，

1x = − ]1,( −−∞ ),5[ +∞

)2,1[− 和 单调减少，所以]5,2( 1x = − 是极大值点， 是

极小值点。 

5x =

（6）
2

2 2

2 1'( )
(1 )

x xy x
x

− −
=

+
有零点 1x = ± 2，根据一阶导数的符号，可知 

函数在 ]21,( −−∞ 和 ),21[ +∞+ 单调增加，在 ]21,21[ +− 单调减少，所

以 1 2x = − 是极大值点， 1x = + 2是极小值点。 

（7） 2

4'( ) 3y x
x

= − 有零点
2
3

x = ± ，根据一阶导数的符号，可知函数在

]
3

2,( −−∞ 和 ),
3

2[ +∞ 单调增加，在 )0,
3

2[− 和 ]
3

2,0( 单调减少，所以

2
3

x = − 是极大值点，
2
3

x = 是极小值点。 

（8） 1'( ) 1
1 1

xy x
x x

= − =
+ +

有零点 0=x ，函数在 1x = − 不可导，根据一阶

导数的符号，可知函数在 ),0[ +∞ 单调增加，在 ]0,1(− 单调减少，所以

是极小值点。 

0=x

（9） 有零点'( ) 3sin cos (sin cos )y x x x x x= − ,
2 4

kx kπ ππ= + ，根据一阶导数

的 符 号 ， 可 知 函 数 在 ]
2

2,
4

2[ ππππ ++ kk ， ]
4

52,2[ ππππ ++ kk 和

]22,
2

32[ ππππ ++ kk 单调增加，在 ]
4

2,2[ πππ +kk ， ]2,
2

2[ ππππ ++ kk 和

]
2

32,
4

52[ ππππ ++ kk 单调减少，所以 2 , 2 , (2 1)
2 4

x k k kπ ππ π π= + + + ， 是

极大值点，

Z∈k

2 , 2 , (2 1)
4 2

x k k kπ ππ π π π= + + + + ， Z∈k 是极小值点。 

（10）
2

2

1'( ) 1 0
1 1

xy x
x x

= − = − ≤
+ + 2 ，函数在 ),( +∞−∞ 严格单调减少，所以
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没有极值点。 

（11） 有零点2'( ) 2 (2 1)x x xy x e e e e− −= − = − x 2ln
2
1

−=x ，根据一阶导数的符

号，可知函数在 ),2ln
2
1[ +∞− 单调增加，在 ]2ln

2
1,( −−∞ 单调减少，所以

2ln
2
1

−=x 是极小值点。 

（12）
1
32'( ) ( 1)

3
y x x

−
= − − ， 1=x 是不可导点，根据一阶导数的符号，可

知函数在 单调增加，在]1,(−∞ ),1[ +∞ 单调减少，所以 1=x 是极大值点。 

（13） 3
2 2

12 5'( )
(4 5 )

xy x
x

−
=

+
有零点

5
12

=x ，根据一阶导数的符号，可知函数

在 ]
5

12,(−∞ 单调增加，在 ),
5

12[ +∞ 单调减少，所以
5

12
=x 是极大值点。 

（14）
1

2

1 ln'( ) x xy x x
x
−

= 有零点 ex = ，根据一阶导数的符号，可知函数

在 单调增加, 在 单调减少，所以],0( e ),[ +∞e ex = 是极大值点。 

⒉  求下列曲线的拐点，并确定函数的保凸区间： 

⑴ y x x= − +3 23 ;  ⑵ y x x= + sin ; 

⑶ y x= +1 2 ;  ⑷ y x x= −e ; 

⑸ 3
2

2
)1(

−
+

=
x
xy ;  ⑹ 21

1
x
xy

+
−

= ; 

⑺ y x x= − +ln( )1 ;  ⑻ xxy −= tanarc ; 

⑼ y x x= + +( ) e1 4 ;  ⑽ y x= +ln( )1 2 ; 

⑾ xy tanarce= ;  ⑿ y x x= + −1 . 

解 （1） 2'( ) 3 6 , ''( ) 6 6y x x x y x x= − + = − + ，二阶导数有零点 ，根据二

阶导数的符号，可知点 是曲线的拐点； 

1x =

(1,2)

函数的保凸区间： 下凸, ]1,(−∞ ),1[ +∞ 上凸。 

 138



（2） ，二阶导数有零点'( ) 1 cos , ''( ) siny x x y x x= + = − ,x k k Zπ= ∈ ，根据二

阶导数的符号，可知点 ( , ),k k k Zπ π ∈ 是曲线的拐点； 

函数的保凸区间： ]2,2[ πππ +kk 上凸, ]2,2[ πππ kk − 下凸。 

（3）
2

2 2 2 3 2 3

1'( ) , ''( ) 0
1 1 ( 1 ) ( 1

x xy x y x
x x x x

= = − =
+ + + +

1
)
> ，所以曲线 

没有拐点； 

函数的保凸区间： ),( +∞−∞ 下凸。 

（4） ，二阶导数有零点'( ) (1 ) , ''( ) ( 2)xy x x e y x x e−= − = − x− 2x = ，根据二阶

导数的符号，可知点 2

2(2, )
e
是曲线的拐点； 

函数的保凸区间： 上凸, ]2,(−∞ ),2[ +∞ 下凸。 

（5）
1 4
3 3( 5)'( ) ( 1) ( 2)

3
xy x x x

− −−
= + − ，

2

4
3 3

2( 10 2)''( )
9( 1) ( 2)

x xy x
x x

7
− − −

=
+ −

，二阶导数有零

点 5 3 3x = ± ，根据二阶导数的符号，可知点
3 65 3 3, (1 3)
2

⎛ ⎞
± ±⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
是曲线

的拐点； 

函数的保凸区间： ]335,( −−∞ 和 ]335,2( + 下凸 , )2,335[ − 和

),335[ +∞+ 上凸。 

（6）
2 2

2 2 2 3

2 1 2( 1)( 4 1)'( ) , ''( )
( 1) ( 1)

x x x x xy x y x
x x
− − − + −

= =
+ +

+
，二阶导数有零点 

1, 2 3x = − ± ，根据二阶导数的符号，可知点
1( 1,1), 2 3, (1 3)
4

⎛ ⎞− ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓ 是

曲线的拐点； 

函数的保凸区间： ]1,( −−∞ 和 ]32,32[ +− 下凸 , ),32[ +∞+ 和

]32,1[ −− 上凸。 
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（7） 2

1 1'( ) 1 , ''( ) 0
1 (1 )

y x y x
x x

= − = >
+ +

，曲线没有拐点； 

函数的保凸区间： ),1( +∞− 下凸。 

（8） 2

1'( ) 1, ''( )
1 ( 2 2

2
1 )

xy x y x
x x

= − = −
+ +

，二阶导数有零点 0x = ，根据二阶

导数的符号，可知点 是曲线的拐点； (0,0)

函数的保凸区间： 下凸, ]0,(−∞ ),0[ +∞ 上凸。 

（9） ，曲线没有拐点； 2''( ) 12( 1) 0xy x x e= + + >

函数的保凸区间： ),( +∞−∞ 下凸。 

（10）
2

2

2 2'( ) , ''( )
1 (1 2 2

2
)

x xy x y x
x x

−
= =

+ +
，二阶导数有零点 1x = ± ，根据二阶

导数的符号，可知点 是曲线的拐点； ( 1, ln 2)±

函数的保凸区间： ]1,( −−∞ 和 ),1[ +∞ 上凸, ]1,1[− 下凸。 

（11） arctan arctan
2

1'( ) , ''( )
1 (

x x
2 2

1 2
1 )

xy x e y x e
x x

−
= =

+ +
，二阶导数有零点

1
2

x = ，

根据二阶导数的符号，可知点
1arctan
21 ,

2
e

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟是曲线的拐点； 

函数的保凸区间： ]
2
1,(−∞ 下凸, ),

2
1[ +∞ 上凸。 

（12） 3
2

1 1'( ) 1 , ''( ) 0
2 1 4( 1)

y x y x
x x

= + = − <
− −

，曲线没有拐点； 

函数的保凸区间： 上凸。 ),1[ +∞

⒊  设 在 处二阶可导，证明：f x 在 处取到极大值（极小值）

的必要条件是

f x( ) x0 ( ) x0

0)( 0 =′ xf  且 0)( 0 ≤′′ xf （ 0)( 0 ≥′′ xf ）。 

证 先设 f x 在 处取到极大值，则由于 在 处可导，所以

。若

( ) x0 f x( ) x0

0)( 0 =′ xf 0( ) 0f x′′ > ，则由 
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2 20
0 0 0 0 0

"( )( ) ( ) '( )( ) ( ) (( ) )
2

f xf x f x f x x x x x o x x= + − + − + −  

2 20
0 0

"( )( ) ( ) (( ) )
2

f xf x x x o x x= + − + − 0 ， 

可知当 0x x≠ 充分接近 时，有x0
0

2
0

( ) ( ) 0
( )

f x f x
x x
−

>
−

，与 在 处取到极大

值矛盾，所以

f x( ) x0

0)( 0 ≤′′ xf 。 

f x( )在 处取到极小值的情况可同样证明。 x0

⒋  设 f x x a xn( ) ( ) ( )= − ϕ , 在ϕ( )x x a= 连续且ϕ( )a ≠ 0，讨论 在f x( ) x a=

处的极值情况。 

解 首先有 ( ) 0f a = 。 

当 n为偶数时 ，当( )nx a− ≥ 0 ( ) 0aϕ > 时， f x x a xn( ) ( ) ( )= − ϕ 在 x a=

附近非负，所以 x a= 为函数 的极小值点；而当f x( ) ( ) 0aϕ < 时，函数

在f x x a xn( ) ( ) ( )= − ϕ x a= 附近非正，所以 x a= 为函数的极大值点。 

当 n为奇数时 ( )nx a− 在 x a= 附近变号，ϕ( )a ≠ 0，f x

在

x a xn( ) ( ) ( )= − ϕ

非极值点。 附近也变号，所以x a= x a=

⒌ 设 在f x( ) x a= 处有 阶连续导数，且n ′ = ′′ = = =−f a f a f an( ) ( ) ( )( )1 0，

，讨论 在f an( ) ( ) ≠ 0 f x( ) x a= 处的极值情况。 

解 
( ) ( )( ) ( ) ( )

!

n
nff x f a x a

n
ξ

= + − , ξ位于 与 之间。由于 在0 x f x( ) x a= 处有 

n阶连续导数， ，所以当f an( ) ( ) ≠ 0 x位于 x a= 附近， ( ) ( )nf ξ 不变号， 

利用上题的结果可知： 

当 n为偶数时，若 ，则( ) ( ) 0nf a > x a= 为函数 的极小值点；若 f x( )

( ) ( ) 0nf a < ，则 x a= 为函数 的极大值点。 f x( )

当 n为奇数时， x a= 不是函数 的极值点。 f x( )
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6．如何选择参数 ，使得 h > 0

y
h

e h x= −

π
2 2  

在 x = ±σ（σ > 0为给定的常数）处有拐点？ 

解 2 2 2 2
3 3 22 2 (1 2'( ) , ''( )h x h xh x h h xy x e y x e
π π

− −− − −
= =

2 )
，可知曲线在

1
2

x
h

= ± 处

有拐点，所以取
1
2

h
σ

= 即可。 

7．求
12

2

+
=

x
xy 在拐点处的切线方程。 

解 
2

2 2 2 3

2 2(1'( ) , ''( )
(1 ) (1 )

3 )x xy x y x
x x

−
= =

+ +
，可知

1 1,
43

⎛±⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟是曲线的拐点，由于

1 3'
83

y ⎛ ⎞± = ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
，得到在拐点处曲线的切线方程为 

1 3 3 1( )
4 8 3

y x− = ± ∓ ， 

即： 01833 =−− yx 和 05833 =−+ yx 。 

8．作出下列函数的图象（渐近线方程可利用上一节习题 8的结果）： 

⑴ y
x

x
=

+

2

1
;  ⑵ y

x
x

=
+
2

1 2
; 

⑶ 386 2 +−= xxy ;  ⑷ y x x= +( ) e2
1

; 

⑸ y
x x

=
+ −e e
2

;  ⑹ y
x
x

=
+
−

ln
1
1

; 

⑺ xxy cotarc+= ;  ⑻ y x x= − +( )( )2 1 23 ; 

⑼ y
x
x

=
−
+

arc cos
1
1

2

2
.    

解  ⑴ y
x

x
=

+

2

1
， 2 3

( 2) 2' , ''
(1 ) (1 )
x xy y

x x
+

= =
+ +

。 
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x  ( , 2−∞ − )  2−  ( 2, 1)− − 1−  ( 1,0)−  0  (0, )+∞

'y  + 0 － 无定义 － 0 + 

''y  － － － 无定义 + + + 

y    
极大值

-4 
 无定义  

极小值

0 
 

渐近线为 和 。 1y x= − 1x = −

 

(2) 因为 y为奇函数,只要考虑 的情况。 0x ≥

y
x
x

=
+
2

1 2
，

2 2

2 2 2 3

2(1 ) 4 ( 3)' , ''
(1 ) (1 )

x x xy y
x x
− −

= =
+ +

。 

x  0 (0,1)  1 (1, 3)  3  ( 3, )+∞  

'y  + + 0 － － － 

''y  － － －1 － 0 + 

y  0   
极大值

1 
 

拐点

3( 3, )
2
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渐近线是 。 0y =

 

(3) 386 2 +−= xxy ，
2 2

6 4 2' , ''
6 8 3 (6 8 3)

xy y
x x x x 3

−
= =

− + − +
。   

x  2( , )
3

−∞  2
3

 2( , )
3
+∞

'y  － 0 + 

''y  + + + 

y   极小值
1
3

  

渐近线为
2 66

3
y x= −

2 66
3

y x= − + 。 和
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(4) y x x= +( ) e2
1

，
1 12

2 4

2 5' e , ''x xx x xy y
x x
− − +

= =
2 e

)

。 

x  ( , 1−∞ −  1−  
2( 1, )
5

− −
 

2
5

−
 

2( ,0
5

− ) 0 (0, 2)  2 (0, )+∞

'y  + 0 － － － 

无

定

义

－ 0 + 

''y  － － － 0 + 

无

定

义

＋ + + 

y    

极

大

值

1e−  

 

拐点

5
22 8( ,

5 5
e
−

− )
 

无

定

义

 

极

小

值

1
44e  

 

渐近线为 和 。 3y x= + 0x =

 

（5）由于 y为偶函数，只要考虑 x>0情况。 
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y
x x

=
+ −e e
2
，

e e e e' ,  ''
2 2

x x x

y y
x− −− +

= =  

x  ( ,0−∞ ) 0  (0, )+∞

'y  － 1 + 

''y  + + + 

y   极小值 1  

无渐近线。 

 
 

（6） y
x
x

=
+
−

ln
1
1
， 2 2

2 4' , ''
1 (1 2)

xy y
x x

= =
− −

。 

x  ( 1,0)−  0  (0,1)  

'y  ＋ 2 + 

''y  － 0 + 

y    拐点（0,0）  

1x = ± 为两条垂直渐近线。 
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（7） xxy cotarc+= ，
2

2 2

2' , ''
1 (1 2)

x xy y
x x

= =
+ +

。 

x  ( ,0−∞ ) 0  (0, )+∞

'y  ＋ 0 + 

''y  － + + 

y    拐点（0,
2
π
）  

渐近线为 y x= 和 y x π= + 。 
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（8） y x x= − +( )( )2 1 23 ， 2 1 5
3 3 3

1 2' , ''
( 2) ( 1) ( 2) ( 1)

xy y
x x x x

4
3

− −
= =

− + − +
。 

x  ( , 1−∞ − )  －1 ( 1,1)−  1 (1, 2)  2 (2, )+∞

'y  + 
无定

义 
－ 0 ＋ 无定义 + 

''y  ＋ 
无定

义 
＋ 

无定

义 
+ 无定义 － 

y   
极大

值 0 
 

极小

值 3 4−
 

拐点

（2,0） 
  

渐近线为 y x= 。 

 

（9） y
x
x

=
−
+

arc cos
1
1

2

2
是偶函数。 y

x
x

=
−
+

arc cos
1
1

2

2
， 

2

2 222

2

1 1 2sgn( )'
1 111

1

x xy
x xx

x

′⎛ ⎞−
= − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎛ ⎞−

− ⎜ ⎟+⎝ ⎠

， 2 2

4 sgn( )''
(1 )
x xy

x
= −

+
。 
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x  ( ,0−∞ ) 0  (0, )+∞

'y  － 无定义 + 

''y  － 无定义 － 

y   极小值 0   

渐近线为 y π= 。 

 

 

9．求下列数列的最大项： 

⑴
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n
2

10

;  ⑵ { }nn . 

解（1）令
10

( )
2x

xf x = ，则
9

'( ) (10 ln 2 )
2x

xf x x= − ⋅ ( )f x， 的极大值点为

10 14.4
ln 2

≈ ，且 ，所以最大项对应 ； (14) (15) 56730 0f f− ≈ > 14n =

（ 2）令
1

( ) xf x x= ，则
1

2

(1 ln )'( ) x xf x x
x
−

= ，极大值点为 ，而

，所以最大项对应

x e=

(2) (3) 0f f− < 3n = 。 

10．设 为实数，证明 ba,

||1
||

||1
||

||1
||

b
b

a
a

ba
ba

+
+

+
≤

++
+

。 
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证 对于函数
x

xy
+

=
1
， 2

1 0
(1 )

dy
dx x

= >
+

，函数 y单调增加, 所以 

| | | | |
1 | | 1 1 1 1 | | 1 | |

a b a ba b a b
a b a b a b a b a b

++
≤ = + ≤ +

+ + + + + + + + + +
|
。 

11．设 为常数，证明当 时， 12ln −>a 0>x

xeaxx <+− 122 。 

证 令 ，则 2( ) ( 2 1)xf x e x ax= − − +

'( ) 2 2xf x e x a= − + ， ''( ) 2xf x e= − 。 

由于在 上 ， 在[0 严格单调减少；在

上 ， 在[l 严格单调增加。所以

(0, ln 2) ''( ) 0f x < '( )f x , ln 2] (ln 2, )+∞

''( ) 0f x > '( )f x n 2, )+∞ ln 2x = 为 在

上的最小值点。由于

'( )f x (0, )+∞

'(ln 2) 2 2 ln 2 2 0f a= − + > ，所以 。再

由 ，得到 ，证毕。 

'( ) 0, 0f x x> ∀ >

(0) 0f = ( ) 0, 0f x x> ∀ >

12．设 ，试问当 k为何值时，方程0>k 0arctan =− kxx 有正实根？ 

解 令 ，则 ( ) arctanf x x kx= −

2

1(0) 0, ( ) , '( )
1

f f f x k
x

= +∞ = −∞ = −
+

。 

当 时， ，所以 严格单调减少，由 可知方

程无正实根；当0 时， ，所以当 很小时 ，由

连续函数的零点存在定理，可知方程必有正实根。 

1k ≥ '( ) 0 ( 0)f x x< ≠ ( )f x (0) 0f =

1

k k=1

k< < '(0) 0f > 0x > ( ) 0f x >

13．对 作了 次测量后获得了 个近似值{ } ，现在要取使得 a n n a n

s ak
k

n

= −
=
∑ ( )ξ 2

1
 

达到最小的ξ作为 的近似值，a ξ应如何取？ 

解 由 
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1 1
2( ) 2( ) 0

n n

k k
k k

ds a a n
d

ξ ξ
ξ = =

= − − = − − =∑ ∑ ， 

可得 ∑
=

=
n

k
ka

n 1

1ξ ，这就是使 达到最小的 的近似值。 s a

14．证明：对于给定了体积的圆柱形，当它的高与底面的直径相等的

时候表面积最小。 

证 设圆柱体的底面半径为 ，高为 ，则圆柱体的体积 。其

表面积为 

r h 2V rπ= h

2 22 2 2 ( VS r rh r
r

π π π )
π

= + = + ， 

22 (2 ) 0dS Vr
dr r

π
π

= − = 。 

求解上述方程，得到 

3
2, 2

2
V Vr h

rπ π
= = ,r=  

此时圆柱体的表面积最小，证毕。 

15． 在底为 高为 的三角形中作内接矩形，矩形的一条边与三角形

的底边重合，求此矩形的最大面积？ 

a h

解 设矩形的底边（与三角形底边重合者）长为 x，高为 ，由 y

,x h y
a h

−
=  

可知矩形面积为 

( )aS xy h y y
h

= = − , 

( 2 )dS a h y
dy h

= − = 0， 

解得 

,
2 2
h ay x= = ， 
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所以当 ,
2 2
hy x= =

a
时，矩形面积最大，最大面积为

4
ahS = 。 

16．求内接于椭圆 x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ，边与椭圆的轴平行的面积最大的矩形。 

解 设矩形的长与宽分别为 2x与 ，则2y
x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ，矩形的面积为     

2 244 bx a xS xy
a
−

= = ， 

2
2 2

2 2

4 0dS b xa x
dx a a x

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

−⎝ ⎠
= ， 

解得 ,
2 2

ax y= =
b
，所以当矩形的边长分别为 a2 与 b2 时，内接矩

形的面积最大。 

17．将一块半径为 r的圆铁片剪去一个圆心角为θ的扇形后做成一个

漏斗，问θ为何值时漏斗的容积最大？ 

解  可以求得漏斗的底面半径为 (2 )
2

rπ θ
π
−

，高度为 

2
2 2(2 ) 4

2 2
r rr π θ πθ θ

π π
−⎡ ⎤− = −⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

所以漏斗的容积为 

2 3
2 2

2

1 (2 ) 4 (2 ) 4
3 2 2 24

r r rV π θ 2π πθ θ π θ πθ θ
π π π
−⎡ ⎤= ⋅ − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

− ， 

3
2 2

2 2

(2 ) (3 12 4 ) 0
24 4

dV r
d

π θ θ πθ π
θ π πθ θ

−
= − + =

−
， 

上式关于θ在 (0, 2 )π 中有唯一解 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

3
612πθ ， 

这就是使漏斗容积最大的角度θ。 

18. 要做一个容积为V的有盖的圆柱形容器，上下两个底面的材料价

格为每单位面积 元，侧面的材料价格为每单位面积 元，问直径与a b
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高的比例为多少时造价最省？ 

解 设圆柱形容器的底面直径为 D，高为 H。则容积 21
4

V Dπ= H，造价

为 

2 22 1
4 2

VbP D a DHb D a
D

π π π= + = +
4
， 

2

4 0dP VbDa
dD D

π= − = ， 

解得 

3
2

4 4,Vb VD H
a Dπ π

= = ， 

这时
3

4
D D
H V

π
= =

b
a
，所以，当直径与高的比例为

b
a
时造价最省。 

19． 要建造一个变电站M向 A、B两地

送电（图 5.5.6），M与 A之间的电缆每

千米 元，与 B之间的电缆每千米 元，

为使总投资最小，问变电站M的位置应

满足什么性质？ 

a b

(单位：千米)        B 

  A   

 1.2       
 θ1  θ2

 
          1.8 

   C           M         D 

              3.2 

 

图 5.5.6 

解  设 C与M之间距离为 x，则 

2 2 2| | 1.2 , | | (3.2 ) 1.8AM x BM x= + = − + 2 ， 

变电站的总投资为 

2 2

| | | |

1.44 3.24 (3.2 ) ,

P a AM b BM

a x b x

= +

= + + + −
 

由 

(3.2 ) 0
| | | |

dP ax b x
dx AM BM

−
= − = ， 

得到 
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1

2

| |
sin | |

| |sin
| |

CM
bAM

DM a
BM

θ
θ

= = ， 

这就是变电站M的位置应满足的性质。 
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习   题  6.1 

⒈  求下列不定积分： 

⑴ ( )x x x d3 22 5+ −∫ x ;  ⑵ (sin e )x dx+∫ 3 x ; 

⑶ ( )x a da x+∫ x ;  ⑷ ∫ + dxx)cot2( 2 ; 

⑸ ∫ − dxxxx )tanseccsc2( 2 ;  ⑹ ( )x d2 32−∫ x ; 

⑺ ( )x
x

dx+∫
1

2 ;  ⑻ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ dx

xx
x 1111

3 2
; 

⑼ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dxx

x
2

3
12 ;  ⑽

2 3 5 2
3

⋅ − ⋅
∫

x x

x
dx ; 

⑾
cos

cos sin
2x

x x
dx

−∫ ;  ⑿ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+
dx

xx 22
1

3
1

2 ; 

⒀ ( )1 2−∫ x x x dx ;  ⒁
cos

cos sin
2

2 2

x
x x

dx∫ . 

解（1）
3

3 2 3 2 4 3 21 2 10( 2 5 ) 2 5
4 3 3

x x x dx x dx x dx xdx x x x C+ − = + − = + − +∫ ∫ ∫ ∫ 。 

（2） =(sin e )x dxx+∫ 3 sin 3 cos 3x xxdx e dx x e C+ = − + +∫ ∫

x

。 

（3） =( )x a da x+∫ 11 ( 1
1 ln

x
a x a ax dx a dx x C a

a a
++ = + + ≠

+∫ ∫ )。 

（4） =∫ + dxx)cot2( 2 2(1 csc ) cotx dx x x C+ = −∫ + 。 

（5） =∫ − dxxxx )tanseccsc2( 2 22 csc sec tan 2cot secxdx x xdx x x C− = − − +∫ ∫ 。 

（6） =( )x dx2 32−∫ 6 4 2 7 5 31 6( 6 12 8) 4 8
7 5

x x x dx x x x x C− + − = − + − +∫ 。 

（7） ( )x
x

dx+∫
1

2 = 2 3
2

1 1 1( 2 ) 2
3

x dx x x C
x x

+ + = + − +∫ 。 

（8） ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ dx

xx
x 1111

3 2
 

= 33
66 37 2

1 1 1 6 2(2 ) 2 3 2
3

x dx x x x x C
x xx x

+ + + + = − + + + +∫ 。 
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（9） ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dxx

x
2

3
12 = ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+ dxx

xx

9
1)

3
2(24  

1 2 2 1 14 ( )
ln 4 ln 2 ln 3 3 ln 9 9

x x
x C= + − +

−
。 

（10） 2 3 5 2
3

⋅ − ⋅
∫

x x

x
dx = 2 52 5 ( ) 2 ( )

3 ln 2 ln 3 3
x xdx dx x C2

− = − ⋅ +
−∫ ∫ 。 

（11） cos
cos sin

2x
x x

dx
−∫ = (cos sin ) sin cosx x dx x x C+ = − +∫ 。 

（12） ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+
dx

xx 22
1

3
1

2 = 2 2
2 3 2arctan 3arcsin

1 1
dx dx x x C

x x
− = −

+ −
∫ ∫ + 。 

（13） ( )1 2−∫ x x x dx =
3 11 7 15
4 4 4 44 4( )

7 15
x x dx x x C− = − +∫ 。 

（14） cos
cos sin

2
2 2

x
x x

dx∫ = ∫
− dx

xx
xx

22

22

sincos
sincos = ∫ ∫− xdxxdx 22 seccsc  

      。 cot tan 2csc2x x C x= − − + = − +C

⒉ 曲线 经过点 ，且在任一点处的切线斜率为该点横坐

标的倒数，求该曲线的方程。 

y f x= ( ) (e, )−1

解 由题意，曲线 在点 处的切线斜率为y f x= ( ) ),( yx
xdx

dy 1
= ，于是    

lndxy x C
x

= = +∫ ，将点 (e 代入，得 , )−1 2C = − ，所以曲线的方程为 

2ln −= xy 。 

3．已知曲线 在任意一点 处的切线斜率都比该点横坐标

的立方根少 1， 

y f x= ( ) ))(,( xfx

（1） 求出该曲线方程的所有可能形式，并在直角坐标系中画出示意

图； 

（2） 若已知该曲线经过 点，求该曲线的方程。 ( , )11

解（1）由题意可得 13 −= x
dx
dy

，所以 
4

3 33( 1)
4

y x dx x x C= − = − +∫ ，这
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就是所求曲线方程的所有可能形式。 

   （2）将点 ( , 代入上述方程，可得)11 5
4

C = ，所以过点 ( , 的曲线方

程为

)11

4
5

4
3 3

4

+−= xxy 。 
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习  题  6.2  换元积分法和分部积分法 

 

⒈  求下列不定积分： 

⑴
dx
x4 3−∫ ;  ⑵

dx
x1 2 2−∫ ; 

⑶
dx

x xe e− −∫ ;  ⑷ e3 2x dx+∫ ; 

⑸ ( )2 3 2x x dx+∫ ;  ⑹
1

2 5 2+∫ x
dx ; 

⑺ sin5 xdx∫ ;  ⑻ ∫ xdxx 210 sectan ; 

⑼ sin cos5 3x xd∫ x ;  ⑽ cos2 5xdx∫ ; 

⑾
( )

( )
2 4

4 52 2

x dx
x x

+
+ +∫ ;  ⑿

sin x
x

dx∫ ; 

⒀
x dx

x

2

34 1 2−∫ ;  ⒁ ∫ −
dx

xsin1
1 ; 

⒂
sin cos
sin cos

x x
x x

dx
+
−∫ 3

;  ⒃
dx
x x(arcsin )2 21−∫ ; 

⒄
dx

x x2 2 2− +∫ ;  ⒅
1
9 4 2

−
−∫

x
x

dx ; 

⒆ ∫
+

+ dx
x

xx
2

2

1
1tan ;  ⒇

sin cos
sin
x x

x
dx

1 4+∫ . 

解 （1） dx
x4 3−∫ = 1 (4 3) 1 ln 4 3

4 4 3 4
d x x C

x
−

= − +
−∫ 。 

（2） dx
x1 2 2−∫ =

2

1 ( 2 ) 1 arcsin( 2 )
2 21 2

d x x C
x

= +
−

∫ 。 

（3） dx
x xe e− −∫ = 2

e 1 e 1ln
e 1 2 e 1

x x

x x

d C−
= +

− +∫ 。 

（4） =e3 2x dx+∫ 3 2 3 21 1e (3 2) e
3 3

x xd x C+ ++ = +∫ 。 
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（5） =( )2 3 2x x dx+∫ 2 2 2 21 2 1(2 2 6 3 ) 2 6 3
2ln 2 ln 6 2 ln 3

x x x x x xdx C+ ⋅ + = + + +∫ 。 

（6） 1
2 5 2+∫ x

dx = 2

1 1 1 5( 5 ) arctan
2 5 25 10

d x x
x

C= +
+∫ 。 

（7） =sin5 xdx∫ ∫∫ +−−=− xdxxxdxx cos)coscos21(sin)cos1( 4222  

3 52 1cos cos cos
3 5

x x x= − + − +C。 

 （8） =∫ xdxx 210 sectan 10 111tan tan tan
11

xd x x C= +∫ 。 

 （9） =sin cos5 3x xdx∫
1 1 1(sin 8 sin 2 ) cos8 cos 2
2 16 4

x x dx x x C+ = − − +∫ 。 

 （10） =cos2 5xdx∫
1 1(1 cos10 ) sin10
2 2 20

xx dx x C+ = +∫ + 。 

 （11） ( )
( )

2 4
4 52 2

x dx
x x

+
+ +∫ =

2

2 2 2

( 4 5) 1
( 4 5) 4 5
d x x C
x x x x

+ +
= − +

+ + + +∫ 。 

 （12） sin x
x

dx∫ = 2 sin 2cosxd x x C= − +∫ 。 

 （13） x dx
x

2

34 1 2−∫ =
33

3 4
34

1 (1 2 ) 2 (1 2 )
6 91 2

d x x C
x

−
− = − −

−
∫ + 。 

 （14） ∫ −
dx

xsin1
1

2

1 ( ) cot( )
2 4 2 4sin ( )

2 4

x xd Cx
π π

π= − = −
−

∫ − + 。 

 （15） sin cos
sin cos

x x
x x

dx
+
−∫ 3

=
2
3

3

(sin cos ) 3 (sin cos )
2sin cos

d x x x x
x x
− C= − +
−∫ 。 

 （16） dx
x x(arcsin )2 21−∫ = 2

arcsin 1
(arcsin ) arcsin
d x C

x x
= − +∫ 。 

 （17） dx
x x2 2 2− +∫ = 2

( 1) arctan( 1)
1 ( 1)

d x x C
x
−

= − +
+ −∫ 。 

 （18） 1
9 4 2

−
−∫

x
x

dx =
2

2 2

1 (2 ) 1 (9 4
2 89 4 9 4

d x d x )
x x

−
+

− −
∫ ∫ 。 

21 2 1arcsin 9 4
2 3 4

x x C= + − + 。 

 （19） ∫
+

+ dx
x

xx
2

2

1
1tan = 2 2 2tan 1 1 ln cos 1x d x x C+ + = − + +∫ 。 
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 （20） sin cos
sin
x x

x
dx

1 4+∫ =
2

2
4

1 sin 1 arctan(sin )
2 1 sin 2

d x x C
x
= +

+∫ 。 

⒉  求下列不定积分： 

⑴
dx

x1 2+∫ e
;  ⑵

dx
x x1 2+∫ ; 

⑶ ∫ +
dx

xx
x
)1(

tanarc ;  ⑷
1

2

+
∫

ln
( ln )

x
x x

dx . 

⑸ ( )( )x x d− +∫ 1 2 20 x ;  ⑹ x x dxn2 1( )+∫ ; 

⑺
dx

x x4 21+∫ ;  ⑻
x

x
dx

2 9−
∫ ; 

⑼
dx

x( )1 2 3−
∫ ;  ⑽

dx
x a( )2 2+∫ 3

; 

⑾
x a
x a

dx
−
+∫ ;  ⑿ x

x
a x

dx
2 −∫ ; 

⒀
dx

x1 2+∫ ;  ⒁ x x2 3 1−∫ dx ; 

⒂
dx

x x 2 1−∫ ;  ⒃
x

a x
dx

2

2 2−∫ ; 

⒄
a x

x
dx

2 2

4

−
∫ ;  ⒅

dx
x1 1 2+ −∫ ; 

⒆ ∫ −
dx

x
x

34

15

)1(
;  ⒇ ∫ +

dx
xx n )1(

1 ; 

 解（1） dx
x1 2+∫ e

= 2

2
ln( e 1)

e 1

x
x x

x

de e C
−

− −

−
− = − + +

+
∫ +  

2ln( 1 1)xe x= + − − +C。 

（2）当 时， 0x >

dx
x x1 2+∫ =

1 2

2 2 2

1 1ln
1 1

dx dx x C
xx x x

−

− −

+ −
= − =

+ +
∫ ∫ + ； 
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当 时，也有相同结果。 0<x

（3） ∫ +
dx

xx
x
)1(

tanarc arctan2 2 arctan arctan
1

x d x xd x
x

= =
+∫ ∫  

2arctan x C= + 。 

（4） 1
2

+
∫

ln
( ln )

x
x x

dx = 2

( ln ) 1
( ln ) ln
d x x C
x x x x

= − +∫ 。 

（5） =( )( )x x dx− +∫ 1 2 20 21 20[( 2) 3( 2) ]x x dx+ − +∫  

22 211 1( 2) ( 2)
22 7

x x C= + − + + 。 

（6） =  x x dxn2 1( )+∫ ∫ +++−+ ++ dxxxx nnn ])1()1(2)1[( 12

    3 21 2 1( 1) ( 1) ( 1)
3 2 1

n n 1nx x x
n n n

+ += + − + + +
+ + +

C+ + 。 

（7）当 时， 0x >

dx
x x4 21+∫ = ∫∫ −

−−

− +

−+
−=

+ 2

22

25 1
)11(

2
1

1 x
dxx

xx
dx  

3
2 22

3

1 (1 ) 1
3

x x C
x x
+ +

= − + + ； 

当 时，也有相同结果。 0<x

    注：本题也可令 tx tan= 化简后解得。 

（8）当 时， 0x >

x
x

dx
2 9−

∫ = ∫ ∫∫ −

−

−
+

−
=

−

−
2

1

22

2

91
)3(3

99
9

x
xd

x
xdxdx

xx
x  

2 39 3arcsinx C
x

= − + + ； 

当 时，也有相同结果。 0<x

    注：本题也可令 化简后解得。 tx sec3=

（9）令 ，则  tx sin=
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dx
x( )1 2 3−

∫ = 2
3 2

cos sec tan
cos 1

tdt xtdt t c C
t x
= = + =

−
∫ ∫ + 。 

（10）令 tax tan= ，则  

dx
x a( )2 2+∫ 3

= 2 2 2 2 2

cos 1 sint xdt t c C
a a a x a

= + =
+

∫ + 。 

（11） x a
x a

dx
−
+∫ = 2 2 2 2

2 2
lnx a dx x a a x x a C

x a
−

= − − + − +
−

∫ 。 

（12） x
x

a x
dx

2 −∫ = ∫∫∫
−

+−−=
−

dx
xax

axdxxaxdx
xax

x
2

2

2

2

2
22

2
 

∫∫∫
−

+
−

−
−−−=

2

2

2

2
2

2
2

2
)2(2

xax
dxa

xax
xaxdadxxax  

2 2 232 arcsin 2 2
2 2

x a x aax x a a ax x C
a

− −
= − − + − − +  

2 23 32 arcsin
2 2

x a x aax x a C
a

+ −
= − − + + 。 

注：本题答案也可写成 23 2
2

x a ax x+
− − + 23 arcsin

2
xa C
a
+ 。 

（13）令 tdtdxtxxt === ,
2
12 2则， ，于是 

dx
x1 2+∫ = ln 1 2 ln(1 2 )

1
tdt t t c x x

t
= − + + = − + +

+∫ C。 

（14）令 dttdxtxxt 233 3,11 −=−=−= 则， ，于是 

x x d2 3 1−∫ x =  ∫∫ +−−=−− dttttdttt )2(3)1(3 963323

  
4 7 10
3 3 33 6 3(1 ) (1 ) (1 )

4 7 10
x x x= − − + − − − +C。 

（15） dx
x x 2 1−∫ =

1

2 2 2

1arccos
1 1
dx dx C

xx x x

−

− −
= − =

− −
∫ ∫ + 。 

（16）令 ，则 tax sin=

x
a x

dx
2

2 2−∫ = ∫∫ −= dttatdta )2cos1(
2

sin
2

22  
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2 2 2
2 21sin 2 arcsin

2 4 2 2
a a a xt t c x a x

a
= − + = − − +C。

ta

 

（17）令 ，则 x cos=

a x
x

dx
2 2

4

−
∫ = ∫∫ −=− xtd

a
dt

t
t

a
tantan1

cos
sin1 2

24

2

2  

2 2 3
3

2 2 3

( )1 1tan
3 3

a x
t c C

a a x
−

= − + = − ⋅ + 。 

（18） dx
x1 1 2+ −∫ = ∫∫

−

−
−−=

−− dx
xx

x
xx

dxx
22

2

2

2

1
11)11(  

    
2 2

2 2

1 1 1 1 arcsin
2 1 1

dx dx x x C
x xx x

−

−

− −
= − + + = + +

− −
∫ ∫ 。 

   注：本题也可令 后，解得 tx sin=

2

1arcsin tan( arcsin )
21 1

dx x x C
x

= −
+ −

∫ + 。 

（19）令 ，则 14 −= xt

∫ −
dx

x
x

34

15

)1(
= ∫∫

+
=

−
dt

t
tdx

x
x

3

3
4

34

12 )1(
4
1

)1(4
1  

2 3 2

1 3 3 1 1 3 3 1(1 ) ln
4 4 4 4

dt t t C
t t t t t

= + + + = + − − +∫ 8
 

4 4
4 4 2

1 3 3 1ln 1
4 4 4( 1) 8( 1)

x x C
x x

= + − − − +
− −

。 

（20） ∫ +
dx

xx n )1(
1 = ∫∫ −

−

−+ +
−=

+ n

n

nn x
dx

n
dx

xx 1
1

)1(
1

1  

1 1ln 1 ln
1

n
n

n

xx c C
n n

−= − + + = +
+ x

。 

⒊  求下列不定积分： 

⑴ x dxe2∫ x ;  ⑵ x x dln( )−∫ 1 x ; 

⑶ x x2 3sin∫ dx ;  ⑷
x

x
dx

sin2∫ ; 
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⑸ x xdcos2∫ x ;  ⑹ arcsin x dx∫ ; 

⑺ ∫ dxxtanarc ;  ⑻ ∫ xdxx tanarc2 ; 

⑼ ∫ xdxx 2tan ;  ⑽
arcsin x

x
dx

1−∫ ; 

⑾ ln2 x dx∫ ;  ⑿ x x d2 ln∫ x ; 

⒀ e sin−∫ x xdx5 ;  ⒁ e sinx x dx2∫ ; 

⒂
ln3

2

x
x

dx∫ ;  ⒃ cos(ln )x dx∫ ; 

⒄ (arcsin )x dx2∫ ;  ⒅ x dxe∫ x ; 

⒆ e x dx+∫ 1 ;  ⒇ ln( )x x+ +∫ 1 2 dx

x

. 

解（1） =x dxe2∫ −xxe 2

2
1 2 21 1e (2 1

2 4
x xdx e x C)= − +∫ 。 

(2) =x x dln( )−∫ 1 x
2

2 21 1 1 1 1ln( 1) ( 1) ln( 1)
2 2 1 2 4 2

x 2x x dx x x x x
x

− − = − − − − +
−∫ C

d2 3sin∫

。 

（3） =x x x ∫+ xdxxxx 3cos
3
23cos

3
1 2−  

∫−−= xdxxxxx 3sin
9
2)3cos33sin2(

9
1 2

 
22 1 2sin 3 ( )cos3

9 3 27
x x x x= − − C+ 。 

 （4） x
x

dx
sin2∫ = cot cot cot ln sinx x xdx x x x− + = − + +∫ C

cos2∫

。 

 （5） =x xdx ∫∫ −+=+ xdxxxxdxxx 2sin
4
1)2sin(

4
1)2cos1(

2
1 2  

      21 1( sin 2 ) cos 2
4 8

x x x x= + + +C。 

 （6） =arcsin x dx∫ 2

2
arcsin arcsin 1

1
xdxx x x x x

x
C− = + −

−
∫ + 。 

 （7） ∫ dxxtanarc 2
2

1arctan arctan ln(1 )
1 2
xdxx x x x x C

x
= − = − + +

+∫ 。 

 （8）∫ =xdxx tanarc2 ∫∫ +
+−=

+
− 2

23
2

3
3

13
1

6
1arctan

3
1

13
1arctan

3
1

x
xdxxxxdx

x
xxx  

      3 21 1 1arctan ln(1 )
3 6 6

2x x x x= − + + C+ 。 
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 （9） =∫ xdxx 2tan ∫∫ −−=− xdxxxxdxxx tan
2
1tan)1(sec 22  

      21tan ln cos
2

x x x x= − + +C。 

 （10） arcsin x
x

dx
1−∫ = ∫∫ +

+−−=−−
x

dxxxxxd
1

2arcsin121arcsin2  

      2 1 arcsin 4 1x x x= − − + + +C。 

 （11） =ln2 x dx∫ ∫− xdxxx ln2ln 2 2ln 2 ln 2x x x x x C= − + + 。

2 ln∫

 

 （12） x x dx 3 2 3 31 1 1 1ln ln
3 3 3 9

x x x dx x x x= − = −∫ C+

dx

。 

 （13） =e sin−∫ x xdx5 sin 5 5 cos5x xe x e x− −− + ∫   

(sin 5 5cos5 ) 25 sin 5x xe x x e x− −= − + − dx∫ ， 

所以  

e sin−∫ x xdx5 = 1 (sin 5 5cos5 )
26

xe x x−− + C+ 。 

 （14） e sinx x dx2∫ ∫∫ −= xdxedxe xx 2cos
2
1

2
1

∫−= xdxee xx 2cos
2
1

2
1

。 

∫∫∫ −+=+= xdxexxexdxexexdxe xxxxx 2cos4)2sin22(cos2sin22cos2cos ， 

从而 

∫ xdxe x 2cos 1 (cos 2 2sin 2 )
5

xe x x= + C+ ， 

所以 

e sinx x dx2∫ −= xe
2
1 1 (cos 2 2sin 2 )

10
xe x x C+ + 。 

（15） ln3

2

x
x

dx∫ ∫∫ +
+

−=+−= dx
x

x
x

xxdx
x

x
x

x
2

23

2

23 ln6ln3lnln3ln  

      ∫+
++

−= dx
xx

xxx
2

23 16ln6ln3ln 3 2ln 3ln 6ln 6x x x C
x

+ + +
= − + 。 

（16） =cos(ln )x dx∫ ∫+ dx
x

xxxx 1)sin(ln)cos(ln  

       ∫−+= dxxxxx )cos(ln)]sin(ln)[cos(ln ， 

所以 
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       cos(ln )x dx∫
1 [cos(ln ) sin(ln )]
2

x x x= + C+ 。 

 注：若令 ，则可看出本题与第（13）题本质上是同一种类型题。 xt ln=

（17） =(arcsin )x dx2∫ ∫
−

− xdx
x

xxx arcsin
1

2)(arcsin
2

2  

       ∫ −+= 22 1arcsin2)(arcsin xxdxx  

2 2(arcsin ) 2 1 arcsin 2x x x x x= + − − C+ 。 

（18）令 xt = ，则  ，于是  2tx =

x dxe∫ x = =tdttet∫2 dttete tt ∫− 42 2 = dtette tt ∫+− 4)2(2 2  

= 22 ( 2 2) 2 ( 2 2)t xe t t c e x x C− + + = − + + 。 

（19）令 1+= xt ，则  ，于是 12 −= tx

e x dx+∫ 1 = 12 e 2 2 2 ( 1) 2 ( 1 1)t t t t xtdt te e dt e t c e x C+= − = − + = + − +∫ ∫ 。 

（20） ∫ ++ dxxx )1ln( 2 = ∫
+

−++ dx
x

xxxx
2

2

1
)1ln(  

      2 2ln( 1 ) 1x x x x= + + − + +C。 

4． 已知 的一个原函数为)(xf
xx

x
sin1

sin
+

，求 ∫ ′ dxxfxf )()( 。 

 解 由题意 

)(xf = 2

2

)sin1(
sincos

sin1
sin

xx
xx

xx
x

+
−

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

， 

于是 

∫ ′ dxxfxf )()( =
2 2

2
4

1 (cos sin )( ) ( ) ( )
2 2(1 sin )

x xf x df x f x C C
x x
−

= + = +
+∫ 。 

5．设 ，求 。 xxxf 22 tan2cos)(sin +=′ )(xf

 解 设 ，则 xt 2sin=

t
tt

tt
x

xxtf 2
1

1
1

21
sin1

sinsin21)( 2

2
2 −

−
=

−
+−=

−
+−=′ ， 
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从而 

)(xf = 21( ) ( 2 ) ln 1
1

f x dx x dx x x C
x

′ = − = − − − +
−∫ ∫ 。 

6．设
x

xxf )1ln()(ln +
= ，求 。 ∫ dxxf )(

 解 令 ，则 xt ln= t

t
t

e
etfex )1ln()(, +

== ，于是 

∫ dxxf )( = ∫∫ −+−=
+ xx
x

x

deedx
e

e )1ln()1ln( = ∫ +
+

+
− − dx

e
ee

e
e

x

x
x

x

x

1
)1ln(  

ln(1 ) 1 ln(1 ) ln( 1)
1

x x
x x

x x x

e ede e C
e e e

− −
−

+ +
= − − = − − + +

+∫  

( 1) ln(1 )x xe e−= − + + + +x C。 

7. 求不定积分 ∫ +
dx

xx
x
cossin

cos
与 ∫ +

dx
xx

x
cossin

sin
。 

 解 记 =1I ∫ +
dx

xx
x
cossin

cos
， =2I ∫ +

dx
xx

x
cossin

sin
，则  

1I  + =2I 1dx x C= +∫ ， 1I 2I− = 2
(sin cos ) ln sin cos
sin cos

d x x x x C
x x
+

= + +
+∫ ， 

于是  

1I = 1 ( ln sin cos )
2

x x x+ + +C， =2I 1 ( ln sin cos )
2

x x x C− + + 。 

8．求下列不定积分的递推表达式（ 为非负整数）： n

⑴ In = ∫ xdxnsin ;  ⑵ In = ∫ xdxntan ; 

⑶ In =
dx

xncos∫ ;  ⑷ In = x x dn sin∫ x ; 

⑸ In = e sinx n x dx∫ ;  ⑹ In = ∫ dxxx nlnα ; 

⑺ In =
x

x
dx

n

1 2−∫ ;  ⑻ In =
dx

x xn 1+∫ . 

 解（1）

=In = ∫ xdxnsin ∫∫ −−− −+−=− xdxxnxxxxd nnn 2211 cossin)1(cossincossin  

          ∫ −−+−= −− dxxxnxx nn )sin1(sin)1(cossin 221  

          ， 1
2sin cos ( 1)(I I )n

nx x n−
−= − + − − n

 于是  
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1
2

1 1I sin cos I ( 2,3, 4,n
n n

nx x n
n n

−
− )−

= − + = ， 

 其中 0 1I , I cosx C x= + = − +C。 

（2） =In = ∫ xdxntan 2
222 Itantan)1(sectan −

−− −=− ∫∫ n
nn xxddxxx  

     ),4,3,2(Itan
1

1
2

1 =−
−

= −
− nx

n n
n ， 

 其中 0 1, ln cosI x C I x C= + = − + 。 

（3） In =
dx

xncos∫ = xdx
x

xn
x

x
x
xd

nnn sin
cos

tan)2(
cos

tan
cos

tan
122 ∫∫ −−− −−=  

     )II)(2(
cos

tan
cos

cos1)2(
cos

tan
2n2

2

2 −−− −−−=
−

−−= ∫ nnnn n
x

xdx
x

xn
x

x
， 

 于是  

In = ),4,3,2(I
1
2

cos
sin

1
1

21 =
−
−

+
− −− n

n
n

x
x

n nn ， 

 其中 0 1, ln sec tanI x C I x x C= + = + + 。 

（4） =In = x x dx  n sin∫ ∫∫ −+−=− xdxxnxxxdx nnn coscoscos 1

     ∫ −− −−+−= xdxxnnxnxxx nnn sin)1(sincos 21  

     ， ),4,3,2(I)1(sincos 2
1 =−−+−= −
− nnnxnxxx n

nn

 其中 0 1cos , cos sinI x C I x x x C= − + = − + + 。 

（5） =In = e sinx n x dx∫ ∫ −− dxxxnxe nxnx cossinesin 1  

     ∫ −−+−= −− dxxxxnnxxnexe nnxnxnx ]sincossin)1[(ecossinsin 221  

     ， ]II)1[(cossinsin 2
1

nn
nxnx nnnxxnexe −−+−= −
−

 于是 

 In = ),4,3,2(I
1

)1()cossin(sin
1

1
22

1
2 =

+
−

+−
+ −

− n
n

nnxxnxe
n n

nnx ， 

 其中 0 1
1, (sin cos )
2

x xI e C I e x x C= + = − + 。 

（6）当 1−=α 时， 
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In = ∫ − dxxx nln1 = 11ln ln ln
1

n nx d x x C
n

+= +
+∫ ； 

     当 1−≠α 时， 

In = ∫ dxxx nlnα ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

+
= ∫ −++ dx

x
xxnxx nn 1lnln

1
1 111 αα

α
 

                  ),3,2,1(I
1

ln
1

1
1

1 =
+

−
+

= −
+ nnxx n

n

αα
α ， 

 其中 1
0

1
1

I x Cα

α
+= +

+
。 

（7） In =
x

x
dx

n

1 2−∫ dxxxnxxxdx nnn 222121 1)1(11 −−+−−=−−= ∫∫ −−−  

     dx
x

xxnxx
n

n ∫
−

−
−+−−=

−
−

2

22
21

1
)1()1(1 )II)(1(1 2

21
nn

n nxx −−+−−= −
− ， 

 于是  

In = ),4,3,2(I111
2

21 =
−

+−− −
− n

n
nxx

n n
n ， 

 其中 2
0 1arcsin , 1I x C I x C= + = − − + 。 

（8） In =
dx

x xn 1+∫ dx
x

xn
x

x
x

xd
nnn ∫∫ +

+
+

+
=

+
= 1

121212  

     )II(212
1

1212 11 nnnnn n
x

xdx
xx

xn
x

x
++

+
=

+
+

+
+

= ++∫ , 

 于是  

In = )2,3,4,(nI
22
321

1
1

11 =
−
−

−
+

−
− −− nn n

n
x

x
n

。 

 其中 0 2 1 ,I x C= + + 1
1 1ln
1 1

xI C
x

+ −
= +

+ +
。 

9．导出求
( )ax b dx

x x
+

+ +∫ 2 22ξ η
，

( )ax b dx
x x

+
+ +∫ 2 22ξ η

和 ( )ax b x x dx+ + +∫ 2 22ξ η 型不

定积分的公式。 

 解 
( )ax b dx

x x
+

+ +∫ 2 22ξ η
= ∫∫ −++

−+
++
++

22222

22

)(
)(

2
)2(

2 ξηξ
ξ

ηξ
ηξ

x
dxab

xx
xxda
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= 2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

ln ,

ln 2 arctan
2

ln 2 ln
2 2

b aa x C
x

a b a xx x C

xa b ax x C
x

ξξ ξ η
ξ
ξ ξξ η ξ

η ξ η ξ

ξ ξ ηξ

η

ξ η ξ
ξ η ξ ξ η

⎧
⎪ −

+ − + =⎪
+⎪

⎪ − +⎪ + + + +⎨
− −⎪

⎪
+ − −−⎪ + + + +⎪ − + + −⎪⎩

；

， 〈 ；

， 〉η。

 

2 2

( )
2

ax b dx
x xξ η

+

+ +
∫

2 2

2 2

( 2 )
2 2
a d x x

x x
ξ η
ξ η

+ +
=

+ +
∫ 2 2

( )
2
dxb a

x x
ξ

ξ η
+ −

+ +
∫  

2 22a x xξ η= + + 2 2( ) ln 2b a x x x Cξ ξ ξ η+ − + + + + + 。 

( )ax b x x dx+ + +∫ 2 22ξ η  

2 2 2 22 ( 2 )
2
a x x d x xξ η ξ= + + +∫ η+ 2 2( ) 2b a x x dxξ ξ η+ − + +∫  

3
2 2 2 2 2 2 2 22( 2 ) ( ) 2 ( ) ln ( ) 2

3 2
a b ax x x x x x x xξξ η ξ ξ η η ξ ξ ξ η− ⎡ ⎤= + + + + + + + − + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

。

10．求下列不定积分: 

⑴ ( )5 3 22x x x+ + +∫ dx ;  ⑵ ( )x x x− + −∫ 1 2 52 dx ; 

⑶
( )x dx
x x
−
+ +∫
1

12
;  ⑷

( )x dx
x x

+
+ −∫

2
5 2

. 

解（1） ( )5 3 22x x x dx+ + +∫ = ∫∫ +++++++ dxxxxxdxx 2
2
1)2(2

2
5 222  

       =
3

2 2 225 2 1 7 1( 2) 2 ln( 2)
3 8 16 2

xx x x x x x x+
+ + + + + + + + + + +C。 

  （2） ( )x x x d− + −1 2 52 x∫ = ∫∫ −+−−+−+ dxxxxxdxx 522)52(52
2
1 222  

       =
3

2 2 221 ( 2 5) ( 1) 2 5 6ln 1 2 5
3

x x x x x x x x+ − − + + − + + + + − +C。 

  （3）
( )x dx
x x
−
+ +∫
1

12
= ∫∫

++
−

++

++

4
3)

2
1(

2
3

1
)1(

2
1

2
2

2

x

dx
xx
xxd
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       = 2 23 11 ln( 1)
2 2

x x x x x+ + − + + + + +C。 

  （4）
( )x dx

x x
+
+ −∫

2
5 2

= ∫∫
−+

+
−+

−+
−

22

2

52
5

5
)5(

2
1

xx
dx

xx
xxd

 

       = 2 5 2 15 arcsin
2 21

xx x C−
− + − + + 。       

11． 设 次多项式 ,系数满足关系n p x a xi
i

n
i( ) =

=
∑

0
∑
=

=
−

n

i

i

i
a

1
0

)!1(
，证明不定

积分 ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dxe

x
p x1

是初等函数。 

 证 设 ∫= dxe
x

I x
kk

1
，则 

∫∫ −−− −
+

−
−=

−
−= dxe

xkx
e

kx
de

k
I x

kk

x

k
x

k 111

1
1

1
1

11
1

1
， 

11

1 1 ( 2,3, ,
1 1

x

kk

e )I k n
k x k −−= − + =
− −

， 

由此得到 

1
1 1( ) ( 2,3, , )

( 1)!

x
x

k k
eI q e dx k

x k x−= + =
− ∫ n ， 

其中 是 t的 次多项式。当)(1 tqk− 1−k ∑
=

=
−

n

i

i

i
a

1
0

)!1(
时，积分 

    ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dxe

x
p x1 = 0 0 1

1 2 1

1( )
( 1)!

x xn n n
x x x i

i i ii
i i i

ae ea e a dx a e a q e dx
x x i x−

= = =

+ = + +
−∑ ∑ ∑∫ ∫  

    = 0 1
2

1( )
n

x x
i i

i
a e a q e C

x−
=

+ +∑   

为初等函数。 

 185



习    题  6.3 

 

⒈  求下列不定积分： 

⑴
dx

x x( )( )− +∫ 1 1 2
；  ⑵

2 3
1 12 2

x
x x

dx
+

− +∫ ( )( )
； 

⑶
x dx

x x x( )( ) ( )+ + +∫ 1 2 32 3
；  ⑷

dx
x x x x( )(2 24 4 4 5+ + + +∫ )2

；

⑸
3

13x
dx

+∫ ；  ⑹
dx

x x4 2 1+ +∫ ； 

⑺
x x
x x

dx
4

2

5 4
5 4

+ +
+ +∫ ；  ⑻

x
x x

dx
3

3

1
5 6
+

+ −∫ ； 

⑼
x

x
dx

2

41−∫ ；  ⑽
dx

x 4 1+∫ ； 

⑾
dx

x x x( )(2 21 1+ + +∫ )
；  ⑿

x
x x

dx
2

3

1
1

+
−∫ ( )

； 

⒀
x

x x
dx

2

2 2

2
1

+
+ +∫ ( )

；  ⒁
1
1

7

7

−
+∫
x

x x
dx

( )
； 

⒂
x

x x
dx

9

10 5 22 2( )+ +∫ ；  ⒃
x

x
dx

n

n

3 1

2 21

−

+∫ ( )
。 

  解（1） dx
x x( )( )− +∫ 1 1 2

= dx
xxx∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+− 2)1(

1
)1)(1(

1
2
1  

= 1 1 1ln
4 1 2( 1)

x C
x x
−

+ +
+ +

。 

  （2） ∫ +−
+ dx
xx

x
)1)(1(

32
22  

设 
)1)(1(

32
22 +−

+
xx

x =
12 −

+
x

BAx +
12 +

+
x

DCx
，则  

32)1)(()1)(( 22 +≡−++++ xxDCxxBAx ，于是  
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=−
=+
=+

3
2
0
0

DB
CA
DB
CA

， 

解得 
2
3,

2
3,1,1 −==−== DBCA 。所以 

∫ +−
+ dx
xx

x
)1)(1(

32
22 = ∫∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
dx

xx
dx

x
x

x
x

1
1

1
1

2
3

11 2222  

2

2

1 1 3 1 3ln ln arctan
2 1 4 1 2

x x x C
x x
− −

= + −
+ +

+ 。 

（3） x dx
x x x( )( ) ( )+ + +∫ 1 2 32 3

 

设 32 )3()2)(1( +++ xxx
x  

+
+

+
+

+
+

= 2)2(21 x
C

x
B

x
A

32 )3()3(3 +
+

+
+

+ x
F

x
E

x
D

，则  

3332 )3)(1()3)(2)(1()3()2( +++++++++ xxCxxxBxxA  

xxxFxxxExxxD ≡+++++++++++ 2222 )2)(1()3()2)(1()3()2)(1( 。 

令 ，得到1x = − 1
8

A = − ；令 2x = − ，得到 2C = ；令 3x = − ，得到 3
2

F = ；

再比较等式两边 5x 、 4x 的系数与常数项，得到 

0
13 12 11 0
108 54 27 36 12 4 0

A B D
A B C D E
A B C D E F

+ + =⎧
⎪ + + + + =⎨
⎪ + + + + + =⎩

。 

于是解得 
2
3,

4
13,

8
41,2,5,

8
1

====−=−= FEDCBA ，即 

32 )3()2)(1( +++ xxx
x  

322 )3(2
3

)3(4
13

)2(
2

)3(8
41

2
5

)1(8
1

+
+

+
+

+
+

+
+

+
−

+
−=

xxxxxx
。 

所以  
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x dx
x x x( )( ) ( )+ + +∫ 1 2 32 3

 

 
41

40 2

1 ( 3) 2 13 3ln
8 ( 1)( 2) 2 4( 3) 4( 3)

x C
x x x x x

+
= − − −

+ + + + +
+ 。 

（4） ∫ ++++ 222 )54)(44( xxxx
dx  

2222222 )54(
1

)54)(44(
1

)54)(44(
1

++
−

++++
=

++++ xxxxxxxxxx
 

2222 )54(
1

54
1

44
1

++
−

++
−

++
=

xxxxxx
， 

所以 

∫ ++++ 222 )54)(44( xxxx
dx = ∫ ++

+
−+−

+
− 22 ])2(1[

)2()2arctan(
2

1
x
xdx

x
 

2

1 2 3 arctan( 2)
2 2( 4 5) 2

x x C
x x x

+
= − − − + +

+ + +
。 

（5） 3
13x

dx
+∫  

= ∫∫ ∫ +−
+

+−
+−

−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
−

−
+ 12

3
1

)1(
2
11ln

1
2

1
1

22

2

2 xx
dx

xx
xxdxdx

xx
x

x
 

    21 2ln 1 ln( 1) 3 arctan
2 3

x 1x x x C−
= + − − + + + 。 

（6）解一： dx
x x4 2 1+ +∫ = dx

xxxx
xx

∫ +−++
−−+

)1)(1(
)1()1(

2
1

22

33

 

= ∫ ++
+

1
)1(

2
1

2 xx
dxx

∫ +−
−

−
1

)1(
2
1

2 xx
dxx  

    = ∫∫ ++
+

++
++

14
1

1
)1(

4
1

22

2

xx
dx

xx
xxd

∫∫ +−
+

+−
+−

−
14

1
1

)1(
4
1

22

2

xx
dx

xx
xxd  

    
2

2

1 1 1 2 1 2 1ln [arctan arctan ]
4 1 2 3 3 3

x x x x C
x x
+ + + −

= + +
− +

+ 。 
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解二： ∫∫∫ ++
−

+
++

+
=

++ 1
)1(

2
1

1
)1(

2
1

1 24

2

24

2

24 xx
dxx

xx
dxx

xx
dx  

1 1

1

1 1arctan ln
4 12 3 3

x x x x C
x x

− −

−

− + +
= +

+ −
1
+  

2 2

2

1 1 1 1ln arctan
4 1 2 3 3

x x x C
x x x
+ + −

= +
− +

+ 。 

注：本题的答案也可以写成 
2

2 2

1 1 1 3ln arctan
4 1 12 3

x x x C
x x x
+ +

+ +
− + −

。 

  （7） ∫ ++
++ dx

xx
xx

45
45

2

4

  

45
45

2

4

++
++

xx
xx =

4
802152

+
−+−

x
xx ， 

所以   

∫ ++
++ dx

xx
xx

45
45

2

4
3 21 5 21 80ln 4

3 2
x x x x= − + − + +C。 

  （8） ∫ −+
+ dx
xx

x
65

1
3

3

 

6
22

4
1

)1(4
11

)6)(1(
751

65
1

223

3

++
+

−
−

+=
++−

−
−=

−+
+

xx
x

xxxx
x

xx
x

， 

所以 

3 2

3 2

1 1 ( 1) 43 2ln arctan
5 6 8 6 4 23 23

x xdx x C
x x x x

+ −
= + − +

+ − + +∫
1x +
。 

（9） x
x

dx
2

41−∫ 2 2

1 1 1 1 1 1ln arctan
2 1 1 4 1 2

xdx x C
x x x

+⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟− + −⎝ ⎠∫ + 。 

   (10) dx
x 4 1+∫

dx
x 4 1+∫ = ∫

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−
−

++

+
dx

xx

x

xx

x

12
2
1

4
2

12
2
1

4
2

22
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     ∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

+
++

+
+−
++

= dx
xxxxxx

xx
12

1
12

1
4
1

12
12ln

8
2

222

2

 

     
2

2

2 2 1 2ln (arctan( 2 1) arctan( 2 1))
8 42 1

x x x x C
x x
+ +

= + + +
− +

− + 。 

   (11) dx
x x x( )( )+2 21 1+ +∫ dx

x
x

xx
x

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

++
+

=
11

1
22  

    
2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1ln ln arctan
2 1 2 1 2 1 3 3

x x dx x x x C
x x x x
+ + + + +

= + = +
+ + + +∫ + 。 

   (12) x
x x

dx
2

3

1
1

+
−∫ ( ) ∫∫∫ −

−
+

=
−

−−+
=

x
dxdx

x
xxdx

xx
xxx

1)1(
)1(

3

2

3

332

 

    3

3

3

1ln
3
1

1 x
xdx

x
x −

+
−

= ∫ 3

3

2

1ln
3
1

1
1

1
1

3
1

x
xdx

xx
x

x
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
−

−
−

= ∫  

    3

3

22

2 1ln
3
1

12
1

1
)1(

6
11ln

3
1

x
x

xx
dx

xx
xxdx −

+
++

+
++
++

−−= ∫∫  

    
3

2
3

1 1 1 2 1 1 1ln 1 ln( 1) arctan ln
3 6 33 3

x xx x x C
x

+ −
= − − + + + + +  

    22 1 1 2 1ln 1 ln( 1) ln arctan
3 6 3 3

xx x x x C+
= − + + + − + + 。 

   (13) x
x x

dx
2

2 2

2
1

+
+ +∫ ( )

= ∫ ++
+−++ dx

xx
xxx

22

2

)1(
11  

    ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
++
+

−
++

= dx
xxxx

x
xx 22222 )1(

1
2
3

)1(
12

2
1

1
1  

    = 2 2

1
2 2 1 1 3 2 4 2 12arctan arctan

2( 1) 2 3 13 3 3 3 3

xx x C
x x x x

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ +
+ + +⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

+  

    2

4 2 1 1arctan
13 3

x x C
x x

+ +
= +

+ +
+ 。 

   (14) 1
1

7

7

−
+∫
x

x x
dx

( ) ∫ +
+

= dx
xx
x

)1(
1

7

7

∫ +
− dx

x
x

7

6

1
2

∫= dx
x
1

∫ +
− 7

7

17
2

x
dx  
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    72ln ln 1
7

x x C= − + + 。 

   (15) x
x x

dx
9

10 5 22 2( )+ +∫ ∫∫ ++
+

−
++
++

= 225

5

2510

510

])1(1[
)1(

5
1

)22(
)22(

10
1

x
xd

xx
xxd  

5
5

10 5 10 5

1 1 1 arctan( 1)
10( 2 2) 10( 2 2) 10

x x C
x x x x

+
= − − − + +

+ + + +
 

5
5

10 5

2 1 arctan( 1)
10( 2 2) 10

x x C
x x

+
= − − + +

+ +
。 

 (16) x
x

dx
n

n

3 1

2 21

−

+∫ ( )
= ∫∫ +

−=
+ 1

1
2
1

)1(2
1

2
2

22 n
nn

n

n

x
dx

n
dx

x
x

n
 

   2 2 2

1 1 1 1 arctan
2 1 2 1 2 1 2

n n n
n

n n n

x dx x x C
n x n x n x n

= − + = − + +
+ + +∫ 。 

⒉  在什么条件下， f x
ax bx c

x x
( )

( )
=

+ +
+

2

21
的原函数仍是有理函数？ 

解  f x
ax bx c

x x
( )

( )
=

+ +
+

2

21
可化为部分分式 2)1(1 +

+
+

+
x

C
x
B

x
A

，于是  

cbxaxCxxBxxA ++≡++++ 22 )1()1( ， 

要使 f x
ax bx c

x x
( )

( )
=

+ +
+

2

21
的原函数为有理函数，必须 0,0 == BA ，由此可

得 。 0,0 == ca

⒊  设 是一个 次多项式，求 p x( )n n

∫ +−
dx

ax
xp

n
n

1)(
)(

。 

解  由于 =p xn ( ) ∑
=

−
n

k

k
k

n ax
k

ap
0

)(

)(
!

)(
，所以 

      ∫ +−
dx

ax
xp

n
n

1)(
)(

∫∑ +−
= −

= 1
0

)(

)(!
)(

kn

n

k

k
n

ax
dx

k
ap  

      
( ) ( )1

0

( ) ( )1 ln
!( ) ( ) !

k nn
n n

n k
k

p a p a x a C
k n k x a n

−

−
=

= − + − +
− −∑ 。 
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⒋  求下列不定积分： 

⑴
x

x
dx

2 4+∫ ；  ⑵ ∫ −− ))(( xbax
dx

； 

⑶ ∫
−+

dx
xx

x
2

2

1
；  ⑷

x
x x

dx
2

4

1
1

+
+∫ ； 

⑸
x x
x x

dx
+ − −
+ + −∫

1 1
1 1

；  ⑹
x
x

dx
+
−∫

1
1
； 

⑺
dx

x x(1+∫ )
；  ⑻

dx
x x4 21+∫ ； 

⑼
dx

x x+∫ 4
；  ⑽ ∫ +

− dx
x
x

3
8

2

)1(
)4(
。 

⑾
dx

x x( )( )− +∫ 2 1 23
；  ⑿

dx
x x1 44 +∫ ； 

  解（1） x
x

dx
2 4+∫ = ∫∫ +−+=+ dxxxxxxd 42

2
142

2
42

2
1  

312 4 (2 4 )
2 12
x x x C= + − + +  

1 ( 1) 2 4
6

x x C= − + + 。 

  （2）不妨设 ， ba <

∫ −− ))(( xbax
dx

∫ +
−−

−
=

22 )
2

()
2

( baxab
dx 2arcsin x a b C

b a
− −

= +
−

。 

注：本题也可令 ，解得 tbtax 22 sincos +=

2arcsin
( )( )

dx x a C
b xx a b x
−

= +
−− −∫ 。 

  （3） ∫
−+

dx
xx

x
2

2

1 ∫∫∫
−+

+
−+

−+
−

−+

−+
−=

22

2

2

2

12
3

1
)1(

2
1

1
1

xx
dx

xx
xxddx

xx
xx  

     21 7(2 3) 1 arcsin
4 8 5

x2 1x x x C−
= − + + − + + 。 
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  （4） x
x x

dx
2

4

1
1

+
+∫ = ∫∫

+−

−
=

+

+
−

−

− 2)(
)(1

21

1

222

2

xx
xxddx

xxx
x  

    
2 41 1ln x x C

x
− + +

= + 。 

注：这里假设 ，当0>x 0<x 时可得到相同的答案。 

  （5） x x
x x

dx
+ − −
+ + −∫

1 1
1 1

= ∫∫
−+

=
−++ 1)11(

2
22 xx

dxdx
xx

 

    2 2 2 21 1 1( 1) 1 ln 1
2 2 2

x x dx x x x x x= − − = − − + + − +∫ C。 

注：本题也可通过作变换
1
1

−
+

=
x
xt 来求解。 

  （6） x
x

dx
+
−∫

1
1

= 2 2

2

1 1 ln 1
1

x dx x x x C
x
+

= − + + − +
−

∫ 。 

    注：本题也可通过作变换
1
1

−
+

=
x
xt 来求解。 

  （7） dx
x x( )1+∫ = cxxx

x

dx
++++=

−+
∫ )1(

2
1ln

4
1)

2
1( 2

 

2 ln( 1 )x x C= + + + 。    

  （8）设 tx tan= ，则 

dx
x x4 21+∫ ∫∫∫

−
=== td

t
t

t
tdt

tt
tdt sin

sin
sin1

sin
cos

sectan
sec

4

2

4

3

4

2

 

    
2

2
3 3

1 1 2 1 1
3sin sin 3

xc x
t t x

−
= − + + = + +C。 

  （9）设 dttdxtxxt 344 4=== ，，则 ，于是 

dx
x x+∫ 4

dt
t

t
tt

dtt
）（

1
1144

2

3

+
+−=

+
= ∫∫  

2 4 42 4 4ln 1 2 4 4ln 1t t t c x x x= − + + + = − + + +（ ） C。 
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  （10）设 dt
t
tdx

t
tx

x
xt 23

2

3

3
3

)1(
15

1
4

1
4

−
=

−
+

=
+
−

= ，，则 ，于是  

∫ +
− dx

x
x

3
8

2

)1(
)4( = ∫∫ =

−
− dttdx

t
ttt 4

23

223
2

5
3

)1(
15

25
)1(  

5
5 3

3 3 4
25 25 1

xt c C
x
−⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟+⎝ ⎠

。 

  （11）设 dt
t
tdx

t
tx

x
xt 23

2

3

3
3

)1(
9

1
2

1
2

−
=

−
+

=
+
−

= ，，则 ，于是  

dx
x x( )( )− +∫ 2 1 23 ∫∫ −

=
−

⋅
−

⋅= 323

23

1
3

)1(
9

3
11

t
tdtdt

t
tt

t
 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
−

−
−

−= dt
tt

t
t 1

1
1

1
2 ctttt +

+
−+++−−=

3
12arctan3)1ln(

2
11ln 2  

cx
x

x
x

x
x

x
x

+
+

+
−

−

+
+
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

−=
3

1
1
22

arctan3

1
1
2

1
2

1
1
2

ln
2
1

3

33

2

2

3

 

3 3
3 3

3

3 1ln( 1 2) 3 arctan
2 3 1

x x2 2x x C
x

+ + −
= − + − − − +

⋅ +
。 

  （12）设 1,1 444 4 −=+= txxt ，于是 

∫
+4 41 xx

dx
∫∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
=

−
= dt

tttt
dtt

1
1

1
1

2
1

)1( 224

3

 

      
44

44

44

1 1 1 1 1 1 1ln arctan ln arctan 1
4 1 2 4 21 1

t xt c x C
t x
− + −

= + + = + +
+ + +

+ 。 

⒌  设 是u v 的有理函数，给出 R u v w( , , ) w, ,

R x a x b x dx( , , )+ +∫  

的求法。 

  解  设 xat += ，则  
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R x a x b x dx( , , )+ +∫ = tdtbattatR∫ +−− ),,(2 22  

再令 utbat +=+−2 ，则
u

uabt
2

2−−
= ，从而 

R x a x b x dx( , , )+ +∫  

∫
−−

⋅
−−+−−−

−
−−

= du
u

uba
u

uab
u

uab
u

uaba
u

uabR 2

2222
2

2

2
2

2
)

2
,

2
,)

2
((  

为有理函数的积分。 

⒍  求下列不定积分： 

⑴
dx

x4 5+∫ cos
；  ⑵

dx
x2 +∫ sin
； 

⑶
dx

x3 2+∫ sin
；  ⑷

dx
x x1+ +∫ sin cos

； 

⑸
dx

x x2 5sin cos− +∫ ；  ⑹
dx

x( cos )sin2 +∫ x
； 

⑺ ∫ + xx
dx

sintan
；  ⑻

dx
x a x bsin( ) cos( )+ +∫ ； 

⑼ ∫ + dxaxx )tan(tan ；  ⑽
sin cos

sin cos
x x

x x
dx

+∫ ； 

⑾
dx
x xsin cos2 2∫ ；  ⑿

sin
sin

2

21
x

x
dx

+∫ 。 

  解（1）设 ,
2

tan xu = 则 22

2

1
2,arctan2,

1
1cos

u
dudxux

u
ux

+
==

+
−

= ，于是 

dx
x4 5+∫ cos

= 2

3 tan2 1 3 1 2ln ln
9 3 3 3 3 tan

2

x
du u c Cxu u

++
= + = +

− − −
∫ 。 

（2）设 ,
2

tan xu = 则 22 1
2,arctan2,

1
2sin

u
dudxux

u
ux

+
==

+
= ，于是 

dx
x2 +∫ sin

= cu
uu

du
+

+
=

++∫ 3
12arctan

3
2

1 2  

2 tan 12 2arctan
3 3

x

C
+

= + 。 
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（3） dx
x3 2+∫ sin

2

2 2

csc cot 1 3arctan cot
3csc 1 4 3cot 22 3

xdx d x x C
x x

= = − = −
+ +∫ ∫ + 。 

 注：本题也可通过作变换
2

tan xt = ，解得 

dx
x3 2+∫ sin

3 1 3arctan( tan ) arctan( 3 tan )
6 2 63

x x C= +
2
+ 。 

（4） dx
x x1+ +∫ sin cos ∫∫

+
=

+
= dx

x

x

xxx
dx

)1
2

(tan2

2
sec

2
cos2

2
cos

2
sin2

2

2
 

    1 tan ln tan 1
2 2tan 1

2

x xd Cx= =
+

∫ + + 。 

（5）设 ,
2

tan xu = 则 22

2

2 1
2,arctan2,

1
1cos,

1
2sin

u
dudxux

u
ux

u
ux

+
==

+
−

=
+

= ， 

于是 

dx
x x2 5sin cos− +∫ = ∫∫

++
=

++
9
5)

3
1(3

1
223 2

2
u

du
uu

du  

3 tan 11 3 1 1 2arctan arctan
5 5 5 5

x
u c C

++
= + = + 。 

（6） dx
x x( cos )sin2 +∫ ∫∫ −+

−=
+

=
)cos1)(cos2(

cos
sin)cos2(

sin
22 xx

xd
xx

xdx  

      ∫ −+
−++

−= xd
xx
xx cos

)cos1)(cos2(
cos1cos2

3
1

2  

      ∫ −
−=

x
xd
2cos1

cos
3
1

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
− xd

xx
cos

cos2
1

cos1
1

3
1  

      
2

3

1 1 cos 1 1 cos 1 (1 cos )(2 cos )ln ln ln
6 1 cos 3 2 cos 6 (1 cos )

x x x xc C
x x x

− + − +
= − + =

+ + +
+ 。 

（7） ∫ + xx
dx

sintan
= ∫∫ +−

−=
+ )cos1)(cos1(

coscos
)cos1(sin

cos
2 xx

xxd
xx

xdx  
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      ∫∫∫ +
+

−
−=

+−
−−+

−= 222 )cos1(
cos

2
1

cos1
cos

2
1cos

)cos1)(cos1(
)cos1()cos1(

2
1

x
xd

x
xdxd

xx
xx  

      1 1 cos 1ln
4 1 cos 2(1 cos )

x C
x x

−
= − +

+ +
21 1ln tan tan

2 2 4 2
x x C= − + 。 

（8） dx
x a x bsin( ) cos( )+ +∫ = ∫ ++

+−+
−

dx
bxax
bxax

ba )cos()sin(
)]()cos[(

)cos(
1  

      1 cos( ) sin( ) 1 sin( )ln
cos( ) sin( ) cos( ) cos( ) cos( )

x a x b x adx C
a b x a x b a b x b

⎛ ⎞+ + +
= + =⎜ ⎟− + + − +⎝ ⎠

∫ + 。 

（9）  ∫ + dxaxx )tan(tan

     当
2

ka π
= 时， 原积分容易求得。 

     当
2

ka π
≠ 时， 

∫ + dxaxx )tan(tan = tan( ) tan 1
tan

x a x dx
a

+ −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

1 cosln
tan cos( )

x x C
a x a

= −
+

+ 。 

（10） sin cos
sin cos

x x
x x

dx
+∫ ∫ +

−+
= dx

xx
xx

cossin
1)cos(sin

2
1 2

 

)
4

()
4

csc(
22

1)cos(sin
2
1 ππ

++−−= ∫ xdxxx  

1 1(sin cos ) ln tan( )
2 22 2

x
8

x x Cπ
= − − + + 。 

（11） dx
x xsin cos2 2∫ ∫∫∫ +=

+
=

x
dx

x
dx

xx
dxxx

2222

22

sincoscossin
)cos(sin  

     。 tan cotx x C+ 2cot 2x C= − += −

（12） sin
sin

2

21
x

x
dx

+∫
2

2 2

1 sin 1 tan
1 sin 1 2 tan

x d xdx x
x x

+ −
= = −

+ +∫ ∫  

     1 arctan( 2 tan )
2

x x C= − + 。 
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⒎  求下列不定积分： 

⑴
x

x
dx

xe
( )1 2+∫ ；  ⑵

ln
( )

x
x

dx
1 2 3

2+∫ ； 

⑶ ln ( )2 21x x+ +∫ dx；  ⑷ x x dln2∫ x； 

⑸ x xx2 e sin∫ dx；  ⑹ ln( )1 2+∫ x dx  

⑺
x x

x
dx

2

21
arcsin
−∫ ；  ⑻ ∫

−−
dx

xxx 32
1

2
； 

⑼ ∫ dxxtanarc ；  ⑽ x xsin∫ dx  

⑾
x x

x
dx

+
+∫

sin
cos1

；  ⑿ 1+
∫

sin
cos

x
x

dx； 

⒀
sin
cos

2

3

x
x

dx∫ ；  ⒁ e
cos sin

cos
sin x

x x x
x

dx
3

2

−
∫ ； 

⒂
dx

xe e− −∫ x
；  ⒃ ∫ + xbxa

dx
2222 cossin
（ ）；0≠ab

⒄
x

x x x
dx

3

3( )+∫ ；  ⒅ x
x
x

dxln
1
1
+
−∫ ； 

⒆ 1 2−∫ x xarcsin dx；  ⒇
dx

x( e )1 2+∫ 。 

解（1） x
x

dx
xe

( )1 2+∫ = C
x

edxxee
xx

x
x

dx
x

xx
x

x +
+

=+
+

+
+

−=
+

− ∫∫ 1
)(

1
1

1
e

1
1e 。 

  （2） ln
( )

x
x

dx
1 2 3

2+∫ = ∫∫
+

−
+

=
+ 222 1

ln
)1()1(

ln
2

1
2

1

x
dxx

x
x

x
xxd  

Cxxx
x

x
+++−

+
= )1ln(ln

1
2

2
。 

  （3） ln ( )2 21x x dx+ +∫ = ∫
+

++−++ dx
x

xxxxxx
2

222

1
)1ln(2)1(ln  

        2 2 2 2 2

2

1ln ( 1 ) 2 1 ln( 1 ) 2 1
1

x x x x x x x
x

= + + − + + + + +
+

∫ dx  

        Cxxxxxxx +++++−++= 2)1ln(12)1(ln 2222 。 
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 （4） x x dxln2∫ = ∫∫ −= xdxxxxdxx ln
3
4ln

3
2ln

3
2 2

1
22

3
2
3

2  

       Cxxxdxxxxx ++−=+−= ∫ )8ln12ln9(
27
2

9
8)ln4ln3(

9
2 22

3
2
1

22
3

。 

 （5） =x xdx  x2 e sin∫ ∫∫ +−= dxxxxxexxxdx xxx )cossin2(sineesin 222

∫ −++−−= dxxxxxxxxxxxx xx )sincos4sin2(e)cossin2sin(e 222 ， 

于是 

x xdxx2 e sin∫ ∫ ++−−= dxxxxxxxxxx xx )cos4sin2(e
2
1)cossin2sin(e

2
1 22 。 

由于 

Cxxexdxe xx +−=∫ )cos(sin
2
1sin ， 

   ∫∫∫ −−== dxxxxexxexdexxdxxe xxxx )sin(coscoscoscos  

    ∫∫ +−= xxx xdexxdxexxe sincoscos  

    ∫∫ +−−+= dxxxxexdxexxxe xxx )cos(sincos)sin(cos ， 

从而 

∫ xdxxe x cos ∫ +−+= dxxxexxxe xx )sin(cos
2
1)sin(cos

2
1  

    Cxexxxe xx +−+= sin
2
1)sin(cos

2
1

， 

所以  

x xdxx2 e sin∫ = Cxxxxex +−−− ]cos)1(sin)1[(
2
1 22 。 

 （6） =ln( )1 2+∫ x dx −+ )1ln( 2xx Cxxxxdx
x

x
++−+=

+∫ arctan22)1ln(
1
2 2

2

2

。 

 （7） x x
x

dx
2

21
arcsin
−∫ = ∫ −− 21arcsin xxdx  

      = ∫
−

+−+−− dx
x

xxxxxx )
1

(arcsin1arcsin1
2

22  
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      = ∫
−

−
++−− xdx

x

xxxxx arcsin
1

1
2
1arcsin1

2

2
22  

      = −++−− ∫ xxdxxxx arcsinarcsin
2
1arcsin1 22 x x

x
dx

2

21
arcsin
−∫ ， 

所以  

x x
x

dx
2

21
arcsin
−∫ = Cxxxxx +++−− 222 )(arcsin

4
1

4
1arcsin1

2
1

。 

 （8） ∫
−−

dx
xxx 32

1
2

= ∫ −

−− −−
− 1

21 321
1 dx

xx
 

     C
x
xxd

x
+

+
−=+

+−
−= ∫ −

− 2
3arcsin

3
1)

3
1(

)
3
1(

9
43

1 1

21

。 

   注：本题也可通过作变换
3
1

−
+

=
x
xt ，解得 

∫ +
−
+

−=
−−

C
x
x

xxx
dx

3
33arctan

3
2

322
。 

 （9） ∫ dxxtanarc = ∫∫ +
+−=

+
−

x
xdxxxxd

x
xxx

1
arctan

1
arctan  

      Cxxx +−+= arctan)1( 。 

 （10）令 2txxt == ，则 ，于是 

x x dsin∫ x = ∫∫ +−= tdtttttdtt cos4cos2sin 222  

ctttttdttttt ++−=−+−= ∫ sin4cos24sin4sin4cos2 22 ）（  

Cxxxx ++−= sin4cos24 ）（ 。 

 （11） x x
x

dx
+
+∫

sin
cos1

= ∫ dx
x

x

2
cos2 2

∫ +
+

−
x
xd

cos1
)cos1(  

      )cos1ln(
2

tan
2

tan xdxxxx +−−= ∫ Cxx +=
2

tan 。 
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 （12） 1+
∫

sin
cos

x
x

dx = ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
−
+

=
−
+ xd

x
x

x
xxd

x
x sin

sin1
sin1

sin1
sin1

2
1sin

sin1
sin1

2  

      xxd
x
x sin1sin

sin1
sin1

2
1

++
−
+

= ∫ ， 

在等式右边的积分中，令 xt sin1+= ，则  

∫ −
+ xd

x
x sin

sin1
sin1 C

t
tt

t
dtt

t
dtt

+
−
+

+−=
−

+−=
−

= ∫∫ 2
2ln22

2
42

2
2

22

2

， 

所以  

1+
∫

sin
cos

x
x

dx C
x
x
+

+−
++

=
sin12
sin12ln

2
2

。 

 （13） sin
cos

2

3

x
x

dx∫ = ∫∫ +−= dxxxxxxxxd
x
x )sectan(sintansintantan

cos
sin 2

2

， 

所以 

 sin
cos

2

3

x
x

dx∫ ∫−= xdxxxx sintan
2
1sintan

2
1 2  

      ∫
−

−= dx
x

xxx
cos
cos1

2
1sintan

2
1 2

2  

      Cxxxxx +++−= sin
2
1sectanln

2
1sintan

2
1 2  

      Cxxxx ++−= sectanln
2
1tansec

2
1

。 

 （14） e
cos sin

cos
sin x

x x x
x

dx
3

2

−
∫ = ∫∫ − xdxxd xx secesine sinsin  

          ∫∫ +−−= xdxxdxxxe xxx cosesece)sec( sinsinsin  

          。 Cxxe x +−= )sec(sin

 （15） dx
x xe e− −∫ = C

e
ede

x

x

x

x

+
+
−

=
−∫ 1

1ln
2
1

1e2 。 

 （16） ∫ + xbxa
dx

2222 cossin
= Cx

b
a

abbxa
xd

+=
+∫ )tanarctan(1

tan
tan

222 。 

 （17）令 6 xt = ，则 ，于是 6tx =
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x
x x x

dx
3

3( )+∫ C
x

xc
t

tdx
tt

+
+

=+
+

=
+

= ∫ 1
ln6

1
ln6

)1(
6

6

6

。 

 （18） x
x
x

dxln
1
1
+
−∫ = ∫ −

−
−
+ dx

x
x

x
xx 2

22

1
1

1
1ln

2
1  

       Cx
x
xxdx

x
x

x
xx ++

−
+

−=
−

−+
−
+

= ∫ 1
1ln)1(

2
1

1
1

1
1ln

2
1 2

2
2 。 

 （19） 1 2−∫ x xdxarcsin = ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−−− dxx

x

xxxxx arcsin
1

1arcsin1
2

2  

      ∫
−

−−
−−−= xdx

x
xxxxx arcsin

1
11

2
1arcsin1

2

2
22  

∫∫ +−−−−= xxdxdxxxxxx arcsinarcsinarcsin1
2
1arcsin1 222 ， 

所以 

1 2−∫ x xdxarcsin ∫+−−= xxdxxxx arcsinarcsin
2
1

4
1arcsin1

2
1 22  

Cxxxxx ++−−= 222 )(arcsin
4
1

4
1arcsin1

2
1

。 

 （20）令 ，则  xet =

dx
x( e )1 2+∫ = ∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=
+

dt
ttttt

dt
22 )1(

1
)1(

1
)1(

  

C
ee

ec
tt

t
xx

x

+
+

+
+

=+
+

+
+

=
1

1
1

ln
1

1
1

ln 。 
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第七章  定积分 

 

习  题  7.1  定积分的概念和可积条件 

1. 用定义计算下列定积分： 

⑴ ( )ax b dx+∫0

1 ;  ⑵ a dxx
0

1
∫  ( a ). > 0

 解 （1）取划分： 11210 <
−

<<<<
n

n
nn

，及 ),,2,1( ni
n
i

i ==ξ ，则 

n
xi

1
=∆ ，于是 )(

2
)11(

2
1)(

1
∞→+→++=+∑

=

nbab
n

a
n

b
n
ia

n

i

，即  

badxbax +=+∫ 2
)(

1

0
。 

（2）取划分： 11210 <
−

<<<<
n

n
nn

，及 ),,2,1( ni
n
i

i ==ξ ，则 
n

xi
1

=∆ ， 

于是 
)1(

)1(1
1

1

1 n

nn

i

n
i

an

aa
n

a
−

−
=∑

=

。因为 )(ln
1

1
1

∞→→
− na

n

a n
， )(1

1

∞→→ na n ，

所以
a

a

an

aa
n

a
n

nn

i

n
i

ln
1

)1(

)1(1
1

1

1

−
→

−

−
=∑

=

， 即 

 
a

adxa x

ln
11

0

−
=∫ 。 

⒉  证明，若对[ , 的任意划分和任意]a b ∈iξ [ ,x xi i−1 ]，极限

都存在，则 必是[ , 上的有界函数。 

∑
=

→
∆

n

i
ii xf

10
)(lim ξ

λ

f x( ) ]a b

证 用反证法。设 ∑
=

→
∆

n

i
ii xf

10
)(lim ξ

λ
I= ，则取 0,1 >∃= δε ，对任意的划分

与任意

P

1[ ,i i ]ix xξ −∈ ，只要 δλ <∆=
≤≤

)(max
1 ini

x ， 就有 1)(
1

+<∆∑
=

Ixf
n

i
iiξ 。 

取定了划分后，n与 ( 1, 2,i )x i∆ = n

]

也就确定，如果 在[ , 上无

界，则必定存在小区间

f x( ) ]a b

1[ ,i ix x− ， 在f x( ) 1[ ,i i ]x x− 上无界。取定 
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1 1 1, , , , ,i i nξ ξ ξ ξ− + ，必可取到 iξ ，使 1)(
1

+<∆∑
=

Ixf
n

i
iiξ  不成立，从

而产生矛盾，所以 必是[ , 上的有界函数。 f x( ) ]a b

⒊  证明 Darboux定理的后半部分：对任意有界函数 ，恒有 f x( )

lim ( )
λ→

=
0
S P l。 

 证 0>∀ε ，因为 是l S的上确界，所以 S∈′∃ )(PS ，使得  

                 
2

)(0 ε
<′−≤ PSl 。 

设划分 bxxxxaP p =′<<′<′<′=′ 210: ， 是 的上、下确界，取  mM , f x( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

′∆′∆′∆=
))(1(2

,,,,min 21 mMp
xxx p

εδ ， 

对任意一个满足 δλ <∆=
≤≤

)(max
1 ini

x 的划分 

          bxxxxaP n =<<<<= 210: ， 

记与其相应的小和为 )(PS ，现将 PP ,′ 的分点合在一起组成新的划分

P ′′，则由引理 7.1.1， 0)()( ≤′′−′ PSPS 。 

下面来估计 )()( PSPS −′′ ： 

（1）若在 中没有),( 1 ii xx − P′的分点，则 )(),( PSPS ′′ 中的相应项相同，

它们的差为零； 

（2）若在 中含有),( 1 ii xx − P′的分点，由于两种划分的端点重合，所 

以这样的区间至多只有 1−p 个。由δ的取法，可知 

            pjnixx ji ,,2,1,,,2,1, ==′∆≤≤∆ δ ， 

所以在 中只有一个新插入的分点),( 1 ii xx − jx′，这时 )(),( PSPS ′′ 中的相 

应项的差为   

 )()]()([ 11 −− −−′−′′+−′′ iiijiiiji xxmxxmxxm ))(( 1−−−≤ ii xxmM δ)( mM −< ， 
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 从而  
2

))(1()()(0 εδ ≤−−<−′′≤ mMpPSPS 。 

  综合上面的结论，就有 

 )]()([)]()([)]([)(0 PSPSPSPSPSlPSl −′′+′′−′+′−=−≤ εεε
=++<

2
0

2
， 

  即 

lPS =
→

)(lim
0λ

。    

⒋  证明定理 7.1.3。 

证  必要性是显然的，下面证充分性。 

    设 0>∀ε ，存在一种划分 P′，使得相应的振幅满足
31

εω <′∆′∑
=

p

i
ii x ， 

即
3

)()( ε
<′−′ PSPS 。取 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

′∆′∆′∆=
))(1(3

,,,,min 21 mMp
xxx p

εδ ，对任意一 

个满足 δλ <∆=
≤≤

)(max
1 ini

x 的划分 

          bxxxxaP n =<<<<= 210: ， 

现将 的分点合在一起组成新的划分PP ,′ P ′′，则由 Darboux定理的证明

过程，可得 

  
)]()([)]()([)]()([

)]()([)]()([)()(0

PSPSPSPSPSPS

PSPSPSPSPSPS

−′′+′′−′+′−′

+′−′′+′′−=−≤  

              εεεε
=++++<

3
0

3
0

3
， 

由定理 7.1.1，可知 在 上可积。  )(xf ],[ ba

⒌  讨论下列函数在 [0,1] 的可积性： 

⑴ f x( )
⎩
⎨
⎧

=
≠−

=
;0,0
,0],[ 11

x
xxx   ⑵ f x( )

⎩
⎨
⎧−

=
;,1
,,1

为无理数

为有理数

x
x  

⑶ f x( )
⎩
⎨
⎧

=
;,
,,0

为无理数

为有理数

xx
x   ⑷ f x( )

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
.0,0
,0),sgn(sin

x
xx

π
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 解：（1）0 ( ，且 在[0,1]上的不连续点为)f x≤ <1 )(xf 1 1 1, , , ,
2 3

x
n

= 与 

0x = 。 0>∀ε ，取定
ε
2

>m ， 在区间)(xf ]1,1[
m
上只有有限个不连续点， 

所以 在)(xf ]1,1[
m
上可积，即存在 ]1,1[

m
的一个划分 ，使得  P

21

εω <∆∑
=

n

i
ii x ，将 的分点和 0合在一起，作为[0,1]的划分 ，则 P 'P

             εεεωωω =+<′∆′+∆=′∆′ ∑∑
=

+

= 2211
1

1

1

xxx
n

i
ii

n

i
ii ， 

由定理 7.1.3， 在[0,1]上可积。 )(xf

（2）因为对[0,1]的任意划分 ，总有 P 2=iω ，所以 ，由 2
1

=∆∑
=

n

i
ii xω

定理 7.1.2可知 在[0,1]上不可积。 )(xf

（3）因为对[0,1]的任意划分P， 在 上的振幅为 ，于是 )(xf ],[ 1 ii xx − ix

       ∑∑∑∑
=

−
=

−
−

=
−

=

−=−
+

≥−=∆
n

i
ii

n

i
ii

ii
n

i
iii

n

i
ii xxxx

xx
xxxx

1

2
1

2

1
1

1

1
1

1

)(
2
1)(

2
)(ω  

             
2
1)(

2
1 2

0
2 =−= xxn ， 

所以 在[0,1]上不可积。 )(xf

（4） ，且 在[0,1]上的不连续点为1 ( )f x− ≤ ≤1 )(xf 1 1 11, , , , ,
2 3

x
n

= 与 

0x = 。 0ε∀ > ，取定
ε
4

>m ，则 在)(xf ]1,1[
m

 上只有有限个不连续点， 

所以 在)(xf ]1,1[
m
上可积，即存在 ]1,1[

m
的划分 ，使得P

21

εω <∆∑
=

n

i
ii x 。 

将 的分点与 0合在一起作为[0,1]的划分 ，则 P 'P

εεεωωω =+<′∆′+∆=′∆′ ∑∑
=

+

= 2211
1

1

1

xxx
n

i
ii

n

i
ii ， 

所以 在[0,1]上可积。 )(xf

6. 设 在 上可积，且在[ , 上满足 （m为常数）， f x( ) [ , ]a b ]a b 0|)(| >≥ mxf
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证明
)(

1
xf
在[ , 上也可积。 ]a b

证  任取 的一个划分：[ , ]a b bxxxxa nn =<<<<= −110 ，则  

)(1))()((sup1
)(

1
)(

1sup)1( 2
,

2
, 11

f
m

xfxf
mxfxff i

xxxxxxxx
i

iiii

ωω =′′−′≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′

−
′

=
≤′′′≤≤′′′≤ −−

， 

由于 在 上可积，f x( ) [ , ]a b 0,0 >∃>∀ δε ，当 δλ <∆=
≤≤

)(max
1 ini

x 时，

，从而 εω 2

1

)( mxf
n

i
ii <∆∑

=

εω <∆∑
=

n

i
ii x

f1

)1( ，所以
)(

1
xf
在[ , 上可积。 ]a b

7. 有界函数 在 上的不连续点为{ } ，且 存在，证明 f x( ) [ , ]a b xn n=
∞

1 lim
n nx
→∞

f x( )在 上可积。 [ , ]a b

证   不妨设 ，且lim
n nx
→∞

c= ),( bac∈ ，并设  Mxf ≤)( 。 0>∀ε ，取

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−= cbac

M
,,

12
min εδ ，则 0>∃N ，当 时，Nn > δ<− cxn 。 

    由于 在f x( ) ],[ δ−ca 和 ],[ bc δ+ 上只有有限个不连续点，所以  f x( )

在 ],[ δ−ca 和 ],[ bc δ+ 上都可积，即存在 ],[ δ−ca 的一个划分 )1(P 和 

],[ bc δ+ 的一个划分 )2(P ，使得 
3

,
3

)2()2()1()1( εωεω <∆<∆ ∑∑
i

ii
i

ii xx 。将 )1(P 、 

)2(P 的分点合并在一起组成[ , 的一个划分 ，则  ]a b P

      
1

n

i i
i

xω
=

∆ ≤∑ εεεεδωω =++<+∆+∆ ∑∑ 333
4)2()2()1()1( Mxx

i
ii

i
ii ， 

所以 在[ , 上可积。 f x( ) ]a b

c a= 或 的情况可类似证明。 c b=

8．设 是区间 上的有界函数。证明 在 上可积的充分 )(xf ],[ ba )(xf ],[ ba

必要条件是对任意给定的 0>ε 与 0>σ ，存在划分P，使得振幅 εω ≥i 的 

那些小区间 的长度之和],[ 1 ii xx − ∑
≥

<∆
εω

σ
i

ix （即振幅不能任意小的那些小 
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区间的长度之和可以任意小）。 

证  充分性: 设 Mxf ≤)( 。 0>=∀ σε , 存在划分 , 使得振幅P εω ≥i

的那些小区间的长度之和∑
≥

<∆
εωi

ix ε , 于是 

εωωω
εωεω

]2)[(
1

Mabxxx
ii

iiii

n

i
ii +−<∆+∆=∆ ∑∑∑

≥<=

， 

即 在 上可积。 )(xf ],[ ba

必要性：用反证法，如果存在 00 >ε 与 00 >σ ，对任意划分 P，振幅 0εω ≥i

的小区间的长度之和不小于 0σ , 于是  

000
1 000

εσεωωω
εωεωεω

≥∆≥∆+∆=∆ ∑∑∑∑
≥≥<= iii

iiiii

n

i
ii xxxx ， 

则当 ( ) 0max
1

→∆=
≤≤

ini
xλ 时，∑ 不趋于零，与 在 上可积矛盾。 

=
∆

n

i
ii x

1
ω )(xf ],[ ba

9. 设 在 上可积，f x( ) [ , ]a b A f x B≤ ≤( ) , 在[ , 上连续，证明复合 )(ug ]A B

函数  在[ , 上可积。 g f x( ( )) ]a b

证  由于 在 连续, 所以可设)(ug ],[ BA Mug ≤)( ，且 一致连续, 于

是

)(ug

0>∀ε , 0>∃δ , , 只要],[",' BAuu ∈∀ δ<− "' uu , 就成立 

)(2
)"()'(

ab
ugug

−
<−

ε
。 

由于 在 可积, 由习题 8, 对上述)(xf ],[ ba 0>ε 与 0>δ , 存在划分

P ,使得振幅 δω ≥)( fi 的小区间的长度之和小于
M4
ε , 于是 

∑∑∑
≥<=

∆+∆=∆
δωδω

ωωω
)()(1

)()()(
f

ii
f

ii

n

i
ii

ii

xfgxfgxfg  

 εεεε
δωδω

=⋅+−
−

<∆+∆
−

< ∑∑
≥< M

Mab
ab

xMx
ab f

i
f

i
ii

4
2)(

)(2
2

)(2 )()(
， 

即复合函数 在[ , 上可积。 g f x( ( )) ]a b
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习  题  7.2  定积分的基本性质 

 

1． 设 在[ , 上可积， 在[ , 上定义，且在[ , 中除了有限 f x( ) ]a b g x( ) ]a b ]a b

个点之外，都有 ，证明 在[ , 上也可积，并且有 f x g x( ) ( )= g x( ) ]a b

f x dx g x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫= 。 

证  设仅在 ),,2,1( picx i == 处 )()( xgxf ≠ 。对区间 作划分：

，任取

],[ ba

bxxxxa nn =<<<<= −110 ],[ 1 iii xx −∈ξ ，则 

1 1
( ) ( )

n n

i i i ix ' ( ( ) ( ))i ig fξ ξ
i i

g x fξ ξ
= =

∆ − ∆∑ ∑ ix= − ∆∑ ， 

其中 表示仅对含有{'∑ }ic 中点的小区间（至多 个）求和。 2 p

   记 1 2sup ( ) , sup ( )
a x b a x b

M g x M f x
≤ ≤ ≤ ≤

= = , ,0>∀ε 取
1 22 ( )p M M
εδ =
+

，则当 

δλ <∆=
≤≤

}{max
1 ini

x 时,  

' ( ( ) ( ))i i ig f xξ ξ ε− ∆ <∑ , 

所以由 可积, 可知 也可积, 且成立 。 f x( ) g x( ) f x dx g x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫=

2．设 和 在[ , 上都可积，请举例说明一般有 f x( ) g x( ) ]a b

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≠ ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  。 

解   例如 ]2,0[,1)()( ∈== xxgxf ，则
2 2

0 0
( ) 2, ( ) 2f x dx g x dx= =∫ ∫ ， 

2

0
( ) ( ) 2f x g x dx =∫ ,所以 。 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≠ ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

3． 证明：对任意实数 ，只要 ， 和 都存

在，就成立 

cba ,, f x dx
a

b
( )∫ f x dx

a

c
( )∫ f x dx

c

b
( )∫

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= + 。 
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 证  如设 cba << ，则 ，于是  ∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(

∫
b

a
dxxf )( = 。 ∫

c

a
dxxf )( ∫∫∫ +=−

b

c

c

a

c

b
dxxfdxxfdxxf )()()(

   其他情形可类推。 

4．判断下列积分的大小： 

⑴  和 ； xdx
0

1
∫ x dx2

0

1
∫  ⑵  和 ； xdx

1

2
∫ x dx2

1

2
∫

⑶ ( )
1
22

1 x dx
−

−
∫  和 ； 2

0

1 x dx∫  ⑷ sin xdx
0
2
π

∫  和 xdx
0
2
π

∫ 。 

解（1）当 时， ，所以 > 。 )1,0(∈x 2xx > xdx
0

1
∫ x dx2

0

1
∫

  （2）当 时， ，所以 )2,1(∈x 2xx < xdx
0

1
∫ < x dx2

0

1
∫ 。 

  （3）当 )1,2( −−∈x 时， 2)
2
1( >x ，而当 )1,0(∈x 时， 22 <x ， 

由积分第一中值定理，可得 ( )
1
22

1 x dx
−

−
∫ > 2

0

1 x dx∫ 。 

  （4）当 时， ，所以 0>x xx <sin sin xdx
0
2
π

∫ < xdx
0
2
π

∫ 。 

5．设 在 上连续， 但不恒为 0，证明 f x( ) [ , ]a b f x( ) ≥ 0

f x dx
a

b
( )∫ > 0。 

证  证明一：不妨设 ),(,0)( 00 baxxf ∈> 。由 0)()(lim 0
0

>=
→

xfxf
xx

，存在

与

0c >

{ }0 00( min , )a x b xδ δ> < − − ，使得当 ),( 00 δδ +−∈ xxx 时，成立 。

于是 

cxf >)(

( )
b

a
f x dx =∫

0 ( )
x

a
f x dx

δ−
+∫

0

0

( )
x

x
f x dx

δ

δ

+

−
+∫

0

( )
b

x
f x dx

δ+
≥∫

0

0

( )
x

x
f x dx

δ

δ

+

−∫ 2c 0δ≥ > 。 

0( ) 0f x > , 0x a= 或 0x b= 的情况可类似证明。 

证明二：用反证法。若 ，则0)( =∫
b

a
dxxf [ , ], ( ) 0

t

a
t a b f x dx∀ ∈ =∫ 。由于

在 [ , 上可导，且∫=
t

a
dxxftF )()( ]a b ],[),()( battftF ∈=′ ，所以有 ，

与题设矛盾，从而必定成立 。 

( ) 0f t ≡

0)( >∫
b

a
dxxf

6．设 在[ , 上连续，且 ，证明 在[ , 上恒为 0。 f x( ) ]a b f x dx
a

b 2 0( )∫ = f x( ) ]a b
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证 由 在 上连续，可知f x( ) [ , ]a b 2 ( )f x 在 [ , 上连续，且 。由

上题即可得到结论。 

]a b 2 ( ) 0f x ≥

7．设函数 在 上连续，在 内可导，且满足 )(xf ],[ ba ),( ba

)()(2 2 bfdxxf
ab

ba

a
=

− ∫
+

。 

证明：存在 ),( ba∈ξ ，使得 0)( =′ ξf 。 

证  由积分第一中值定理， [ , ],
2

a baη +
∃ ∈  使得 

( )f η = )()(2 2 bfdxxf
ab

ba

a
=

− ∫
+

， 

再对 在[ ,)(xf ]bη 上应用 Rolle 定理， ( , ) ( , )b a bξ η∃ ∈ ⊂ ，使得 0)( =′ ξf 。 

8．设 )(tϕ 在 上连续， 在],0[ a )(xf ),( +∞−∞ 上二阶可导，且 。证

明 

0)( ≥′′ xf

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫

a
dtt

a
f

0
)(1 ϕ ∫

a
dttf

a 0
))((1 ϕ 。 

证  将区间 作划分：],0[ a atttt nn =<<<<= −1100 ，记 

],[},{max, 111 iiiiniiii tttttt −≤≤− ∈∆=−=∆ ξλ 。由于 下凸，由 Jensen 不等式（第

5.1 节习题 24）,得到  

f

             ∑∑
==

∆
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∆ n

i

i
i

n

i

i
i a

t
f

a
t

f
11

))(()( ξϕξϕ ， 

令 0→λ ，上述不等式就转化为 

             ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫

a
dtt

a
f

0
)(1 ϕ ∫

a
dttf

a 0
))((1 ϕ 。 

9．设 在 上连续，且单调减少，证明对任意f x( ) ]1,0[ ]1,0[∈α ，成立 

∫∫ ≥
1

00
)()( dxxfdxxf α

α
。 

证  证明一：问题等价于证明对任意 ]1,0[∈α ，成立 
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∫∫ ≥−
1

0
)()()1(

α

α
αα dxxfdxxf 。 

对不等式两端应用积分第一中值定理，则存在 1 [0, ]x α∈ 及

2 [ ,1]x α∈ ，使得
0

(1 ) ( )f x dx
α

α− ∫ = 1(1 ) ( )f xα α− 及
1

2( ) (1 ) ( )f x dx f x
α

α α α= −∫ 。

由于显然有 ，所以得到 。 )()( 21 xfxf ≥ ∫∫ ≥−
1

0
)()()1(

α

α
αα dxxfdxxf

证明二：设 ，则 。由积

分第一中值定理，

1

0 0
( ) ( ) ( )F f x dx f x dx

α
α α= −∫ ∫

1

0
'( ) ( ) ( )F f f xα α= − ∫ dx

[0,1],ξ∃ ∈ 使得
1

0
( ) ( )f f x dxξ = ∫ ，即 '( ) ( ) ( )F f fα α ξ= − 。 

由于 单调减少，所以当f 0 α ξ< < 时， '( ) 0F α ≥ ，即 ( )F α 单调增加；

当 1ξ α< < 时， '( ) 0F α ≤ ，即 ( )F α 单调减少。由 (0) (1) 0F F= = ，即可得

到 ],1,0[∈∀α 成立 ( ) 0F α ≥ 。  

证明三：当 0=α 时，不等式显然成立。当 ]1,0(∈α 时，令 tx α= ，利用

单调减少，就得到 。 f ∫∫∫ ≥=
1

0

1

00
)()()( dttfdttfdxxf ααα

α

10．（Young不等式）设 y f x= ( )是[ , )0 ∞ 上严格单调增加的连续函数， 

且 ，记它的反函数为0)0( =f x f y= −1( )。证明 

+∫
a

dxxf
0

)( 1

0
( )

b
f y dy ab− ≥∫  （ ）。 a b> >0, 0

证  先证当 时等号成立。 )(afb =

将区间 作划分：],0[ a axxxx nn =<<<<= −1100 ，记 

),,2,1,0()( nixfy ii == ，则 byyyy nn =<<<<= −1100 ，再记  

11 , −− −=∆−=∆ iiiiii yyyxxx ，于是  

∑∑∑∑
=

−
=

−−
=

−

=
− −+−=∆+∆

n

i
iii

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii yyxxxyyyfxxf

1
1

1
11

1

1

1
1 )()()()(  

abyxyx nn =−= 00 ， 

记 }{max
1 ini

x∆=
≤≤

λ ，当 0→λ 时， 的极限为  ∑∑
=

−

=
− ∆+∆

n

i
ii

n

i
ii yyfxxf

1

1

1
1 )()(

 212



             ， +∫
a

dxxf
0

)( ∫ −b
dyyf

0

1 )(

这就证明了当 时， )(afb = +∫
a

dxxf
0

)( ∫ −b
dyyf

0

1 )( ab= 。 

在一般情况下，设 1

0 0
( ) ( ) ( )

a b
F a f x dx f y dy ab−= +∫ ∫ − ，则  

'( ) ( )F a f a b= − 。记 ，可知当( )f T b= 0 a T< < 时， 单调减少，当

时， 单调增加，所以 在

( )F a a T>

( )F a ( )F a a T= 处取到最小值。由上面的讨论，

可知最小值 ，从而 ，这就是所要证明的。 ( ) 0F T = ( ) 0F a ≥

注 当 时，)(afb = +∫
a

dxxf
0

)( ∫ −b
dyyf

0

1 )( ab= 的结论也可直接从几何图形

上看出。 

11． 证明定积分的连续性：设函数 和f x( ) f x( )h = f x h( )+ 在[ , 上可

积，则有 

]a b

lim | ( ) ( )|
h ha

b
f x f x dx

→
− =∫

0
0。 

证  由于 在[ , 上可积，可知存在f xh ( ) = f x h( )+ ]a b 0>δ ，使得

在

f x( )

],[ δδ +− ba 上可积。设 ( )f x M≤ )],[( δδ +−∈ bax 。 

由于 在[ , 上可积，f x( ) ]a b 0ε∀ > ，存在对区间[ , 等分的划分 ，

使得当

]a b n P

8
b a

n M
ε−

< 时，成立 

              
1 6

n

i i
i

x εω
=

∆ <∑ ，其中 ),,2,1( ni
n

abxi =
−

=∆ 。 

另外，当
b a

n
δ−

< 时，记 10 , +nωω 分别是 在区间)(xf [ ,b aa a
n
−

− ]和

[ , ]b ab b
n
−

+ 上的振幅，则 0 2Mω ≤ ， 1 2n Mω + ≤ 。 

因为 

11 1

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ( ) ( )i

i

n nb x

h h ia x
i i

i if x f x dx f x f x dx f h f xξ ξ
−= =

− = − = + −∑ ∑∫ ∫ ∆ ， 
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且当 min ,
8

b ah
n M

ε δ− ⎧< < ⎨
⎩ ⎭

⎫
⎬ ]i时，由 1[ ,i ix xξ −∈ ，可知 

2 1 1 1[ , ] [ , ] [ ,i i i i i ih x x x x x x ]iξ − − − ++ ∈ ∪ ∪ ，其中 1 1, n
b a b ax a x b

n n− +

− −
= − = + ，从而

有 11)()( +− ++≤−+ iiiii fhf ωωωξξ ，于是  

∫ −
b

a h dxxfxf |)()(| εεεωωεωωω =+<
−

++<∆++≤ +
=

+−∑ 22
)(

2
)( 10

1
11 n

abx n

n

i
iiii ， 

所以 

lim | ( ) ( )|
h ha

b
f x f x dx

→
− =∫

0
0。 

12．设 和 在[ , 上都可积，证明不等式 f x( ) g x( ) ]a b

(1) （Schwarz不等式） ； ∫∫∫ ⋅≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

(2) （Minkowski不等式） 

{ } { } { }2
1

22
1

22
1

2 )()()]()([ ∫∫∫ +≤+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 。 

 证（1）由于对任意的 ，积分t 2[ ( ) ( )] 0
b

a
tf x g x dx+ ≥∫ ，即 

2 2 ( )
b

a
t f x dx +∫ 2 ( ) ( )

b

a
t f x g x dx +∫ 2 ( ) 0

b

a
g x dx ≥∫  

所以其判别式恒为非正的，也就是成立 

         ； ∫∫∫ ⋅≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 22

2

（2）由 ( ) ( )
b

a
f x g x dx ≤∫ { }

1
22 ( )

b

a
f x dx∫ { }

1
22 ( )

b

a
g x dx∫ ，得到 

2 ( )
b

a
f x dx +∫ 2 ( ) ( )

b

a
f x g x dx +∫ 2 ( )

b

a
g x dx∫  

2 ( )
b

a
f x dx≤ +∫ { }

1
222 ( )

b

a
f x dx∫ { }

1
22 ( )

b

a
g x dx∫ 2 ( )

b

a
g x dx+∫ ， 

即 
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2[ ( ) ( )]
b

a
f x g x dx+∫ { } { }

21 1
2 22 2( ) ( )

b b

a a
f x dx g x dx

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ +
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ， 

两边开平方，即得到 

   { } { } { }2
1

22
1

22
1

2 )()()]()([ ∫∫∫ +≤+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 。 

13．设 和 在[ , 上连续，且 ， ，证明 f x( ) g x( ) ]a b 0)( ≥xf 0)( >xg

{ } )(max)()]([lim
1

xfdxxgxf
bxa

nb

a

n

n ≤≤∞→
=∫ 。 

证  因为在[ , 上 ，所以有]a b 0)( >xg 0 ( )m g x M< ≤ ≤ < +∞。记 

( ) max ( )
a x b

A f f xξ
≤ ≤

= = ，不妨设 （因为0A > 0A = 时等式显然成立）。 由

)()(lim ξ
ξ

fxf
x

=
→

, 可知 0 Aε∀ < < ， ],[],[ ba⊂∃ βα ，使得 ],[ βαξ ∈ ，且当 

],[ βα∈x 时，成立 0 ( )A f x Aε< − < ≤ ，于是 

{ }
11 1

( )[ ( )] ( ) ( ) [ ( )]
b nnn n
a

A m f x g x dx A Mε β α− − ≤ ≤ −∫ b a 。 

由于当 时n → ∞
1

[ ( )]nm β α− 1→ ，
1

[ ( )]nM b a− 1→ ，所以 0N∃ > ，当 时，

成立

Nn >.

1

[ ( )] 1nm
A
εβ α− > − 与

1 2[ ( )] 1nM b a
A
ε

− < + ， 从而当 时，成立  Nn >.

{ }
1

2 ( ) ( )
b nn

a
A f x g x dx A 2ε ε− < < +∫ ，即 { }

1

( ) ( ) 2
b nn

a
f x g x dx A ε− <∫ ，所以 

{ }
1

lim [ ( )] ( ) max ( )
b nn

an a x b
f x g x dx A f x

→∞ ≤ ≤
= =∫ 。 
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习    题  7.3 

 

⒈  设函数 连续，求下列函数 的导数： f x( ) F x( )

⑴ F x( ) = ∫
b

x
dttf )( ;  ⑵ F x( ) = ∫

x

a
dttf

ln
)( ; 

⑶ F x( ) = ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫

+

x
dtt

a
dt

t
0

2sin

21
1 . 

解（1） ，所以 F x( ) = ∫−
x

b
dttf )( )()( xfxF −=′ 。 

（2） =′ )(xF )(ln1)(ln)(ln xf
x

xxf =′⋅ 。 

（3） =′ )(xF x
tdt

x

2
2

0

2
sin

sin1

1
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+ ∫

2

2

)cossin(4
sin4

xxx
x

−+
= 。 

⒉ 求下列极限： 

⑴
x

dtt
x

x

∫
→

0

2

0

cos
lim ;  ⑵

∫ −→ 1

cos

2

0 2

e
lim

x

wx dw

x ; 

⑶
2

0

2

1

)tan(arc
lim

x

dvv
x

x +

∫
+∞→

;  ⑷

∫

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+∞→ x u

x u

x due

due

0

2

2

0

2

2

lim  。 

解（1）
x

dtt
x

x

∫
→

0

2

0

cos
lim = 。 1coslim 2

0
=

→
x

x

（2） e
xe

x

dw

x
xx

x

wx
2

)sin(
2lim

e
lim 22 cos01

cos

2

0
=

−−
=

−→−→ ∫
。 

（3）
4

)(arctanlim

1

)(arctanlim
1

)tan(arc
lim

2
2

2

2

2

0

2
π

==

+

=
+ +∞→+∞→+∞→

∫
x

x

x
x

x

dvv

xx

x

x
。 

（4） 0
2
2lim

2
limlim 2

2

2

22

2

2

2

0

0

2

2

0
===

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+∞→+∞→+∞→

∫
∫

∫
x

x

xx

x ux

xx u

x u

x xe
e

e

duee

due

due
。 
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⒊ 设 是f x( ) [ , )0 + ∞ 上的连续函数且恒有 ，证明f x( ) > 0 g x
t f t dt

f t dt

x

x( )
( )

( )
=
∫

∫
0

0

是定义在 [ , )0 + ∞ 上的单调增加函数。 

证  因为  

0
)(

)()()(

)(

)()()(
)( 2

0

0
2

0

00
≥

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

=′

∫

∫

∫

∫∫
x

x

x

xx

dttf

dttftxxf

dttf

dtttfdttfxxf
xg ， 

所以 g x
t f t dt

f t dt

x

x( )
( )

( )
=
∫

∫
0

0

是定义在 [ , )0 + ∞ 上的单调增加函数。 

4. 求函数 的极值。 ∫ −−=
x

dtttxf
0

2)2)(1()(

解 ，令2)2)(1()( −−=′ xxxf 0)( =′ xf ，得到 2,1=x 。因为当 时， 1<x

0)( <′ xf ，当 或 时，21 << x 2>x 0)( >′ xf ，所以 1=x 是极小值点，  2x =

不是极值点。由 

            
12
17])2()2[()1(

1

0

23 −=−+−= ∫ dtttf , 

可知 在 处有极小值)(xf 1=x
12
17)1( −=f 。 

5 利用中值定理求下列极限： 

⑴ lim
n

nx
x

dt
→∞ +∫ 10

1 ;  ⑵ lim
sin

n n

n p x
x

dt
→∞

+
∫   ( ) 。N∈p

解（1）由积分第一中值定理， 

lim
n

nx
x

dt
→∞ +∫ 10

1 = 1

0

1 1 1lim lim 0 (0 1)
1 1 1

n

n n
x dx

n
ξ

ξ ξ→∞ →∞
= ⋅ = ≤ ≤

+ + +∫ 。 

（2）由积分第一中值定理， ],[ pnn +∈∃ξ ，使得
n
ppdx

x
xpn

n
≤=∫

+

ξ
ξsinsin

， 

所以  

0sinlim =∫
+

∞→

pn

nn
dt

x
x

。 
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6.  求下列定积分： 

⑴ dxxx∫ −
1

0

222 )2( ;  ⑵ ∫
+−−2

1 2

2

2
)1)(1( dx

x
xxx ; 

⑶ ∫ +
2

0

2)32( dxxx ;  ⑷ ∫ −2
1

0

102 )41( dxxx ; 

(5) ∫− ++
+1

1 22 )52(
)1(

xx
dxx ;  (6) ∫

1

0
arcsin dxx ; 

(7) x
x

dx
cos24

4

−∫ π

π

;  (8) ∫ 4

0

2tan
π

xdxx ; 

(9) e sinx x dx2
0
2
π

∫ ;  (10) sin(ln )
e

x dx
1∫ ; 

(11) ∫
1

0

2 tanarc xdxx ;  (12) ∫
+

−
1e

1

2 )1ln( dxxx 。 

(13) ∫ −2ln

0

3 2

e dxx x ;  (14) ∫ +1

0

12e dxx ; 

(15) ∫
+

1

0 2e1 x

dx ;  (16) ∫− −
2
1

2
1 32 )1( x

dx ; 

(17) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−1

0

4

1
1 dx

x
x ;  (18) ∫ +

+1

0 4

2

1
1dx

x
x ; 

(19) ∫
+

2

1 21 xx
dx ;  (20) ∫ −

1

0 2
dx

x
xx ; 

解 （1）
1

1 2 2 2 2 4 6

0
0

4 4 1 71(2 ) (4 4 )
3 5 7 105

x x dx x x x dx− = − + = − + =∫ ∫ 。 

  （2）
22 2

2 21 1

( 1)( 1) 1 1 1( 1 ) ln 2
2 2 2

x x x xdx dx
x x x

− − +
2

= − + − = −∫ ∫ 。 

（3） 2 22

0 0

15 70 40(2 3 ) (4 2 6 9 )
ln 4 ln 6 ln 3

x x x x xdx dx+ = + ⋅ + = + +∫ ∫ 。 

（4）
1
2

11
2 10 2 10 2 2 11 22

0 0 0

1 1(1 4 ) (1 4 ) (1 4 ) (1 4 )
8 88

x x dx x d x x− = − − − = − − =∫ ∫
1
88
。 

（5）
2 11 1

2 2 2 2 21 1 1

( 1) 1 ( 1) 1 1
( 2 5) 2 [( 1) 4] 2( 2 5) 1

x dx d x
x x x x x− − −

+ +
= = −

+ + + + + +∫ ∫ 6
= 。 

（6） 1 11
0 20 0

arcsin arcsin 1
21

xxdx x x dx
x

π
−= =

−
∫ ∫ − 。 
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（7） 4

4
2 0

cos
x dx

x

π

π−
=∫ 。（奇函数在对称区间上的积分为零） 

（8） 4 4 4 4
42 2

00 0 0 0
tan sec tan tan 4

0
x xdx x xdx xdx x x xdx xdx

π π π π
π

= − = − −∫ ∫ ∫ ∫
π

∫  

     
21 ln 2

4 2 32
π π

= − − 。 

（9） 2 22

0 0

1e sin (1 cos 2 )
2

x xxdx e x dx
π π

= −∫ ∫ ，由 

2 2
2

00 0
cos 2 cos 2 2 sin 2x x xe xdx e x e xdx

π π
π

= +∫ ∫ 22 2

0 0
1 2 sin 2 4 cos 2x xe e x e

ππ π
= − − + − ∫ xdx， 

得到
2

2

0

1cos 2
5

x ee xdx
π

π +
= −∫ ，所以   

2 2
2 22

0

1 1 3e sin ( 1)
2 10

x e exdx e
π π

π π 2
5

+ −
= − + =∫ 。 

（10） e

11 1
sin(ln ) sin(ln ) cos(ln )

eex dx x x x dx−=∫ ∫  

      ,  
e

1
(sin1 cos1) 1 sin(ln )e x= − + − ∫ dx

所以  
e

1

1sin(ln ) (sin1 cos1)
2 2
ex dx = −∫ + 。 

（11）
31 12 3 1

2 200 0

1 1 1arctan arctan ( )
3 3 1 12 3 1

x x1

0
x xdx x x dx x dx

x x
π

= − = − −
+ +∫ ∫ ∫  

      1 1 1 ln 2 1( ln 2)
12 3 2 2 12 6
π π −

= − − = + 。 

（12） 2 3 21 1 1ln( 1) ln( 1) ( 1 )
3 3 1

x x dx x x x x dx
x

− = − − + + +
−∫ ∫  

      3 31 1 1 1( 1) ln( 1)
3 3 3 2

2x x x x x⎛ ⎞= − − − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

c , 

所以  

e 1 2 3 3 21 1
1 11

1 1 1 1ln( 1) ( 1) ln( 1)
3 3 3 2

e ex x dx x x x x x
+ + +⎛ ⎞− = − − − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ 3 22 1
9 2

e= + e 。 

（13） 2 2ln 2 ln 23 2 ln 2
00 0

1 1e e
2 2

x x 2 2xx dx x e dx− −= − +∫ ∫ −  
2 ln 2

0

ln 2 1 1 ln 2
4 2 4

xe− −
= − − = 。 
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（14）令 21t x x t 1= + =，则 − ，于是  
1 2 2 t2 1 2 2 22

10 1 1
e 2x t tdx e tdt te e dt+ = = −∫ ∫ ∫ 2 2 21 1( 2 )

2 2
e e= − − 。 

（15） 1 1 2 1
02 20 0

(1 2)ln( 1 e ) ln
1 e 1 e 1 1 e

x
x x

x x

dx de ee
−

− −

−

+
= − = − + + =

2+ + +
∫ ∫

+
 

1)12ln()11ln( 2 −++−+= e 。 

（16） 令 ，则  sinx = t

1
2 66

1 02 6
22 3

22 tan 3
cos 3(1 )

dx dt t
tx

ππ

π
−−

= = =
−

∫ ∫ 。 

（17）令 1
1

xt
x
−

=
+
，则 2

1 ,
1 (1

tx dx
t t

2
)

dt+
= =

− −
，于是 

4 41 0

20 1

1 2
1 (1 )

x tdx dt
x t−

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟+ −⎝ ⎠∫ ∫
0 2

21

4 12 2 3
1 (1 )

t t d
t t−

⎛ ⎞
= + + − +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∫ t  

 0

1

3 21 12 3 4ln(1 )
3 1

t t t t
t −

⎛ ⎞= + + + − + = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
17 8ln 2
3

。 

注：本题也可令 1+= xt ，得到 

2ln8
3

17)2(
1
1 2

1 4

41

0

4

−=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∫∫ dt
t

tdx
x
x

。 

（18） 
2 1 21 1 1
4 1 2 00 0

1 ( ) 1 1arctan
1 ( ) 2 2 2

x d x x xdx
x x x x

2
4
π−

−

+ − −
= =

+ − +∫ ∫ = 。 

（19）
12 2 1 2 2

12 21 1

2 2ln( 1 ) ln
1 31 1

dx dx x x
x x x

−
− −

−

+
= − = − + + =

++ +
∫ ∫ 。 

（20） 
21 1

20 02 2
x xx dx dx

x x x
=

− −
∫ ∫  

 
2 21 1 1

2 20 0 0

2 (2 ) 2
2 2
x x d x x dxdx

22x x x x x
− −

= − − +
− −

∫ ∫ ∫ x−
 

       0 12 2 1
0 21 0

1 2 2 2
1 ( 1)

dxt dt x x
x−

= − − − − +
− −

∫ ∫  

 220



       32 2 2
4 2 4
π π π= − − + ⋅ = − 。 

注：本题也可令 ，得到 tx sin1+=

2
4
3)sin1(

2
0

2

21

0
−=+=

− ∫∫ −
ππ dttdx

x
xx 。 

7.  求下列极限： 

⑴ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++
∞→ 2222

1321lim
n

n
nnnn

; 

⑵ lim
n

p p p

p

n
n→∞ +

+ + + +1 2 3
1

p

  ( p ); > 0

⑶ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++
∞→ n

n
nnnn

πππ )1(sin2sinsin1lim 。 

解（1）原式= 1

0

1 2 3 1 1 1lim
2n

n xdx
n n n n n→∞

−⎛ ⎞+ + + + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ 。 

（2）原式= 1

0
1

1 1lim
1

pn
p

n i

i x dx
n n p→∞

=

⎛ ⎞ ⋅ = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
∑ ∫ 。 

（3）原式=
1 1

0
1

1 2lim sin sin
n

n i

i xdx
n n
π π

π

−

→∞
=

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∫ 。 

8.  求下列定积分： 

⑴
0

cosn xdx
π

∫ ;  ⑵ sin n x dx
−∫ π

π ; 

⑶ ( )a x dna 2 2
0

−∫ x ;  ⑷ ∫ −2
1

0
1022 )41( dxxx ; 

(5) ∫
1
0

ln xdxx mn ;  (6) ∫
e n dxxx
1

ln . 

解（1） 2

2
0 0

cos cos cosn n nxdx xdx xdx
π

π

π π
= +∫ ∫ ∫ ， 

在第二个积分中，令 t xπ= − ，则 

 2

2 2

0

0
cos cos ( ) ( 1) cosn n n nxdx t dt tdt

π

π π

π
π= − − = −∫ ∫ ∫ ， 

所以当 为奇数时，n
0

cos 0n xdx
π

=∫ ; 
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当 为偶数时，n 2

0 0

( 1)( 3) 1cos 2 cos
( 2) 2

n n n nxdx xdx
n n

ππ
π− −

= =
−∫ ∫ 。 

（2）当 为奇数时，显然n sin 0n xdx
π

π−
=∫ ； 

  当 为偶数时， n

2

2
0 0

sin 2 sin 2 sin 2 sinn n n nxdx xdx xdx xdx
π

π

π π π

π−
= = +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

在积分
2

sinn xdxπ

π

∫ 中，令 t xπ= − ，则 

       2

2 2

0

0
sin sin ( ) sinn n nxdx t dt tdt

π

π π

π
π= − − =∫ ∫ ∫ ， 

所以  

sin 4n xdx
π

π−
=∫ 2

0

( 1)( 3) 1sin 2
( 2) 2

n n ntdt
n n

π

π− −
=

−∫ 。 

（3）令 ，则 sinx a t=

22 2 2 1 2 1 2 !

0 0

(2 )!!( ) cos
(2 1)!!

a n n n nna x dx a tdt a
n

π
+ + +− = =

+∫ ∫ 。 

（4）令 1 sin
2

x t= ，则 

1
2 22 2 10 2 21

0 0

1(1 4 ) sin cos
8

x x dx t tdt
π

− =∫ ∫ ∫ −= 2
0

2321 )cos(cos
8
1 π

dttt  

       
!!21
!!20

184
1

!!23
!!22

!!21
!!20

8
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 。 

（5） 1 11 11
00 0

1ln ln ln
1 1

n m n m n mmx xdx x x x xdx
n n

+ −= −
+ +∫ ∫  

  1 1

0
ln

1
n mm x xdx

n
−= − =

+ ∫
1

10

! !( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

m n m
m m

m mx dx
n n += − = −
+ +∫ 。 

（6） 2 1 2
11 1

1 1ln ln ln ln
2 2 2 2

e en n n ne n n 1

1

e
x x dx x x x x dx e x x dx− −= − = −∫ ∫ ∫  

        2 2 2

1

1 1 1 ln
2 2 2 2

e nn ne e x x dx−−⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  
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2

1
2 1 1

( 1) ! ![1 ( 1) ] ( 1)
2 2 2 2 2

en n
n n

e n n n n n xdx−
−

−
= − + − + − + − ∫  

            
2

1
2 1

( 1) ! ![1 ( 1) ] ( 1)
2 2 2 2 2

n n
n n

e n n n n n+
1+ +

−
= − + − + − + − 。 

9.  设 在[ , 上连续，证明： f x( ) ]0 1

⑴ f x dx(cos )
0
2
π

∫ = ∫ f x d(sin )
0
2
π

x ; 

⑵ xf x dx(sin )
0

π
∫ = π π

2 0
f x d(sin )∫ x。 

 证（1）令
2

t xπ
= − ，则 

2 2 2

0 0 0
(cos ) (sin ) (sin )f x dx f t dt f x dx

π π π

= =∫ ∫ ∫ 。

x

 

   （2）令 t π= − ，则  

0 0 0 0
(sin ) ( ) (sin ) (sin ) (sin )xf x dx t f t dt f x dx xf x d

π π π π
π π= − = −∫ ∫ ∫ ∫ x， 

所以 

 =xf x dx(sin )
0

π
∫

π π

2 0
f x d(sin )∫ x。 

10.  利用上题结果计算： 

⑴ x x dsin4
0

π
∫ x ;  ⑵

x x
x

dx
sin
cos1 20 +∫

π ; 

⑶
x

x
dx

1 20 +∫ sin
π

。    

 解（1） 24 4 4

0 0 0

3sin sin sin
2 1

x xdx xdx xdx
ππ π 2

6
π π π= = =∫ ∫ ∫ 。 

（2） 2
2 2 00 0

sin sin 1arctan cos
1 cos 2 1 cos 2 4

x x xdx dx x
x x

π π ππ π π= = −
+ +∫ ∫ = 。 

（3） 2 2

2 2 20 0 0 0

tan
1 sin 2 1 sin 1 sin 1 2 tan2

x dx dx d xdx
x x x

π ππ π

x
π π π= = =

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

    2 2

0

2arctan( 2 tan )
42

x
ππ π= = 。 

11.  求下列定积分：  

⑴ x x dx2
0

6
[ ]∫ ;  ⑵ sgn( )x x dx−∫ 3

0

2 ; 
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⑶ x x a dx| |−∫0
1 ;  (4) ∫

2
0

][ dxex . 

 解（1） 。 
6 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2

0 1 2 3 4 5
[ ] 2 3 4 5 285x x dx x dx x dx x dx x dx x dx= + + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

（2）
2 1 23

0 0 1
sgn( ) 1 ( 1) 0x x dx dx dx− = + − =∫ ∫ ∫ 。 

（3）当 时， 0a ≤

1 1

0 0

1| | ( )
3 2

ax x a dx x x a dx− = − = −∫ ∫ ； 

     当 时， 0 a< <1

1 1 3

0 0

1 1| | ( ) ( )
3 2

a

a

ax x a dx x a x dx x x a dx a− = − + − = − +∫ ∫ ∫ 3
； 

     当 时， 1a ≥

1 1

0 0

1| | ( )
2 3
ax x a dx x a x dx− = − = −∫ ∫ 。 

（4）  
2 ln 2 ln3 ln 4 ln5

0 0 ln 2 ln3 ln 4
[ ] 1 2 3 4xe dx dx dx dx dx= + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫

               
ln 6 ln 7 2

ln5 ln 6 ln 7
5 6dx dx dx+ + +∫ ∫ ∫ 7

             。 14 ln(7!)= −

12．设 在[ 上可积且关于f x( ) , ]a b x T= 对称，这里a T b< < 。则 

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

T b

T

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= +

−2
2 。 

   并给出它的几何解释。 

证  
2

2
( ) ( ) ( ) ( )

b T b T b

a a T b T
f x dx f x dx f x dx f x dx

−

−
= + +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

由于 关于f x( ) x T= 对称，所以 (2 ) ( )f T x f x− = ，于是，令 ，则 2x T= − t

2
( ) (2 ) (2 ) ( ) ( )

T T b b b

T b b T T T
f x dx f T t dt f T t dt f t dt f x dx

−
= − − = − = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

所以  

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

T b

T

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= +

−2
2 。 

从几何上说，由于 关于f x( ) x T= 对称，所以积分
2

( )
T

T b
f x dx

−∫ 与积

分 ( )
b

T
f x dx∫ 表示的是相同的面积，从而上述等式成立。 
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13．设
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<
+

≥
=

−

.0,
1

1
,0,

)(

2

x
e

xxe
xf

x

x

 计算 。 ∫ −=
4

1
)2( dxxfI

 解  令 ，则 2t x= −

        22 0 2 0 2

1 1 0 1 0

1( ) ( ) ( )
1

t
tI f t dt f t dt f t dt dt te dt

e
−

− − −
= = + = +

+∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

          
20 2 2 4

1 0

( 1) 1 1 1ln (1 )
1 2 2 2

t
t

t

d e ee dt e
e

−
− −

−−

+ +
= − + = + −

+∫ ∫ 。 

14．设函数 ∫ −=
x

dttgtxxf
0

2 )()(
2
1)( ，其中函数 在)(xg ),( +∞−∞ 上连续，且

， ，证明 ，并计算 和

。 

5)1( =g 2)(
1

0
=∫ dttg ∫∫ −=′

xx
dtttgdttgxxf

00
)()()( )1(f ′′

)1(f ′′′

 解  ∫∫∫∫ +−=+−=
xxxx

dttgtdtttgxdttgxdttgtxtxxf
0

2

00

2

0

22 )(
2
1)()(

2
1)()2(

2
1)( ， 

等式两边求导，得到  

)(
2
1))()(()(

2
1)()( 22

0

2

0
xgxxgxdtttgxgxdttgxxf

xx
++−+=′ ∫∫  

         。 ∫∫ −=
xx

dtttgdttgx
00

)()(

再求导，得到 ，所以  )()(,)()(
0

xgxfdttgxf
x

=′′′=′′ ∫
2)1( =′′f ， 5)1( =′′′f 。 

15．设 上的连续函数 满足 ，求 。 ),0( +∞ )(xf ∫−=
e

dxxfxxf
1

)(ln)( ∫
e

dxxf
1

)(

 解  记 ，则 adxxf
e

=∫1
)( axxf −= ln)( ，于是 

1 1
( ) ln ( 1)

e e
a f x dx xdx a e= = −∫ ∫ − ， 

所以  

( )
e

xxx
e

xdx
e

a ee 1ln1ln1
11
=−== ∫ 。 

16. 设函数 连续，且)(xf )arctan(
2
1)2( 21

0
xdttxtf =−∫ ， 1)1( =f 。求 。 ∫

2

1
)( dxxf

解 在 中，令∫ −
1

0
)2( dttxtf txu −= 2 ，则  
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∫∫
−

−−=−
12

2

1

0
)()2()2(

x

x
duufuxdttxtf ， 

于是  

)arctan(
2
1)()(2 22

12

2

12
xduuufduufx

x

x

x

x
=− ∫∫ −−

， 

两边求导，得到  

4

2

12 1
))12()12()2(2(2))12()2((4)(2

x
xxfxxxfxfxfxduuf

x

x +
=−−−−−−+∫ −

， 

将 代入上式，得到 1)1(,1 == fx

 
4
5)(

2

1
=∫ dxxf 。 

17. 求 ∫ ，其中 为正整数。 
πn

dxxx
0

|sin| n

解  首先有 

π
π

π

π

π
)14(sin|sin|

)12(

2

)12(

2
+== ∫∫

++
kxdxxdxxx

k

k

k

k
， 

π
π

π

π

π
)14(sinsin

2

)12(

2

)12)
−=−= ∫∫ −−

kxdxxdxxx
k

k

k

k
。 

当 时，  mn 2=

∑ ∫∫∫
−

=

+

+

+
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

1

0

)1(2

)12(

)12(

20
sinsin|sin|

m

k

k

k

k

k

n
dxxxdxxxdxxx

π

π

π

π

π
 

   ； ππ 2
1

0
4])34()14[( mkk

m

k
=+++= ∑

−

=

当 时， 12 += mn

∑ ∫∫∫
−

=

+

+

+
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

1

0

)1(2

)12(

)12(

20
sinsin|sin|

m

k

k

k

k

k

n
dxxxdxxxdxxx

π

π

π

π

π

∫
+

+
π

π

)12(

2
sin

m

m
dxxx  

πππ 22 )12()14(4 +=++= mmm 。 

所以  

π
π 2

0
|sin| ndxxx

n
=∫ 。 

18. 设函数 , 求∫=
x

dttxS
0

|cos|)(
x
xS

x

)(lim
+∞→

。 
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 解  设 ππ )1( +≤< nxn ，n为正整数，则 )( +∞→→ x
n
x π 。由于 

   ndxxndxx
n

2coscos
00

== ∫∫
ππ

， π
π

≤≤ ∫
x

n
dxxcos0 ， 

可知  

x
n

x
xS

x
n π+

≤≤
2)(2

， 

所以  

π
2)(lim =

+∞→ x
xS

x
。 

19. 设 在 上连续，且对于任何 有 )(xf ),0( +∞ 0>a

≡= ∫
ax

x
dttfxg )()( 常数， ),0( +∞∈x 。 

证明：
x
cxf =)( ， ),0( +∞∈x ，其中 为常数。 c

 证  在 两边关于 求导，得到  ∫=
ax

x
dttfxg )()( x

0)()()( ≡−=′ xfaxafxg 。 

取 ，则1=x
a

faf )1()( = ，此式对任何 都成立。记0>a )1(fc = ，就得到  

x
cxf =)( ， ),0( +∞∈x 。 

20. 设 在 上连续，证明 f x( ) ),0( +∞

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4

1

4

1

12
2

)2(lnln2
2

dx
xx

xfdx
x
x

x
xf 。 

 证  令
x

t 4
= ，则 dt

t
dx

t
x 2

4,4
−== ，于是 

∫∫ −
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

4 2

4

1
)4(

4
)ln4(ln2

2
ln2

2
dt

t
tt

t
tfdx

x
x

x
xf  

              ∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4

1

ln4ln2
2

dx
x

x
x

xf ， 

所以  

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4

1

4

1

12
2

)2(lnln2
2

dx
xx

xfdx
x
x

x
xf 。 
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21．设 在 上连续。证明 )(xf ′ ],[ ba

∫∫ ′+
−

≤
≤≤

b

a

b

abxa
dxxfdxxf

ab
xf |)(|)(1|)(|max 。 

证  由于 在 上连续，可设 )(xf ],[ ba ],[,)(max)( baxff
bxa

∈=
≤≤

ξξ 及 

)(min)( xff
bxa ≤≤

=η ， ],[ ba∈η 。于是 

)()()(min)(max ηξ ffxfxf
bxabxa

−=−
≤≤≤≤

)()( ηξ ff −≤ ∫∫ ≤= b
a

dxxfdxxf )(')('ξ
η

。 

另一方面，由积分中值定理， ],[ ba∈∃ς ，使 ∫−
=

b

a
dxxf

ab
f )(1)(ς ，

于是  

)()(min ςfxf
bxa

≤
≤≤ ∫−

= b
a

dxxf
ab

)(1
。 

所以  

=
≤≤

)(max xf
bxa

+
≤≤

)(min xf
bxa

))(min)(max( xfxf
bxabxa ≤≤≤≤

− ∫∫ ′+
−

≤
b

a

b

a
dxxfdxxf

ab
|)(|)(1
。 

22．设 在f x( ) ),( +∞−∞ 上连续，证明 

f u x u du
x

( )( )−∫0 { }∫ ∫=
x u

dudxxf
0 0

)( 。 

证  利用分部积分法， 

{ } =∫ ∫
x u

dudxxf
0 0

)( ( ) 00 0
( ) ( )

u xxu f x dx uf u du−∫ ∫ = 。 f u x u du
x

( )( )−∫0

注：本题也可令
0

( ) ( )( )
x

F x f u x u du= −∫ { }0 0
( )

x u
f x dx du−∫ ∫ ，证明 。 '( ) 0F x ≡

23. 设 在 上二阶可导（ ），且f x( ) ],0[ a 0>a 0)( ≥′′ xf ，证明： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥∫ 2

)(
0

aafdxxf
a

。 

证  将 在f x( )
2
ax = 展开成 1阶的 Taylor公式，有 

2)
2

)((
2
1)

2
)(

2
()

2
()( axfaxafafxf −′′+−′+= ξ ， )0( a<< ξ 。 

由 ，得到 0)( ≥′′ xf

 228



)
2

)(
2

()
2

()( axafafxf −′+≥ 。 

对上述不等式两边从 到 积分，由于0 a 0)
2

(
0

=−∫
a

dxax ，就得到      

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥∫ 2

)(
0

aafdxxf
a

。 

24. 设函数 在 上二阶可导，且)(xf ]1,0[ 0)( ≤′′ xf ， ]1,0[∈x , 证明： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤∫ 3

1)(
1

0

2 fdxxf 。 

证  将 在f x( )
3
1

=x 展开成 1阶的 Taylor公式，有 

2)
3
1)((

2
1)

3
1)(

3
1()

3
1()( −′′+−′+= xfxffxf ξ ， )10( << ξ 。 

由 ，得到0)( ≤′′ xf )
3
1)(

3
1()

3
1()( −′+≤ xffxf ， ]1,0[∈x ，再用 替换 ，

即得到 

2x x

 )
3
1)(

3
1()

3
1()( 22 −′+≤ xffxf 。 

对上述不等式两边从 到1积分，由于0 0)
3
1(

1

0

2 =−∫ dxx ，就得到     

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤∫ 3

1)(
1

0

2 fdxxf 。 

25．设 为f x( ) ]2,0[ π 上的单调减少函数, 证明：对任何正整数 成立 n

0sin)(
2

0
≥∫ xdnxxf

π
。 

 证  ∫ ∑ ∫ ∫
−

=

+ +

+ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

π
π

π

π

π

2

0

1

0

)12(

2

)22(

)12( sin)(sin)(sin)(
n

k

n
k

n
k

n
k

n
k nxdxxfnxdxxfnxdxxf ， 

在
(2 1)

2 ( )sin
k

n
k
n

f x nxd
π

π

+

∫ x与
(2 2)

(2 1) ( ) sin
k

n
k

n

f x nxd
π

π

+

+∫ x中，分别令 2kx
n

tπ +
= 与 

(2 1)kx
n

tπ+ +
= ，得到 

∫ ∫
+ +

=n
k

n
k tdt

n
tkf

n
nxdxxf

π

π

π π)12(

2 0
sin)2(1sin)( ， 

(2 2)

(2 1) 0

1 (2 1)( )sin ( )sin
k

n
k

n

k tf x nxdx f td
n n

π π

π
π+

+
+ +

= −∫ ∫ t。 

由于 在)(xf ]2,0[ π 上单调减少， 在tsin ],0[ π 上非负，所以 
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xdnxxf∫
π2

0
sin)( ∑∫

−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1

0
0

sin)12(21 n

k
tdt

n
tkf

n
tkf

n
π ππ 0≥ 。 

26. 设函数 在)(xf ],0[ π 上连续，且 ， 。证

明：在

0)(
0

=∫
π

dxxf 0cos)(
0

=∫
π

xdxxf

),0( π 内至少存在两个不同的点 1ξ ， 2ξ ，使得 0)()( 21 == ξξ ff 。 
 证 证明一： 设 ， ，则  ,)()(

0∫=
x

dttfxg ∫=
x xdxxgxh
0

sin)()(

0)()0( == πgg ， 
0)0( =h ， =)(πh

0 0
( )sin ( ) cosg x xdx g x d x

π π
= −∫ ∫   

0 0
( ) cos ( ) cosg x x f x xdx

ππ= − + ∫ 0cos)(
0

== ∫
π

xdxxf ， 

对 在)(xh ],0[ π 上应用 Rolle 定理 , 可知存在 ),0( πη ∈ , 使得 
0sin)()(' == ηηη gh , 即 0)( =ηg ，再在 ],0[ η 和 ],[ πη 上对 分别运用

Rolle定理，可知
)(xg

),0(, 21 πξξ ∈∃ ，使得 
0)()( 21 == ξξ ff 。 

证明二：用反证法。若不然，只有一个点 ),0( πξ ∈ ，使得 0)( =ξf ，由 
于 在)(xf ],0[ π 上连续，所以 在)(xf ),0( ξ 和 ),( πξ 上异号，不妨设在 ),0( ξ  
中 ，在0)( <xf ),( πξ 中 。 0)( >xf

   设 ，则 ∫=
x

dttfxg
0

)()( )()(,0)()0( xfxggg =′== π ，可知 在)(xg ),0( ξ 中 

单调减少，而在 ),( πξ 中单调增加，从而 ],0[,0)( π∈≤ xxg 。 
另一方面， 在)(xg ],0[ π 上不恒等于零（否则 恒为零与反证法假 )(xf

设矛盾），于是  

∫∫∫ +==
ππππ

0000
sin)(cos)()(coscos)( xdxxgxxgxxdgxdxxf ∫=

π

0
sin)( xdxxg 0< ， 

与题设矛盾。 
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习    题  7.4 

⒈  求下列曲线所围的图形面积： 

   ⑴  y
x

=
1
， y x= ， x = 2； 

⑵  ，y x2 4= +( )1 y x2 4 1= −( )； 

⑶  y x= ， ，y x x= + sin 2 x = 0， x = π； 

⑷  ， ，y x= e y x= −e x = 1； 

⑸  ， ，y x= | ln | y = 0 x = 01. ， x = 10； 

   ⑹  叶形线 ； 
x t t
y t t

t
= −
= −

≤ ≤
⎧
⎨
⎩

2
2

0 2
2

2 3

,
,

   ⑺  星形线 ； 
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 2π

   (8)  阿基米德螺线 r a= θ, θ θ π= =0 2, ； 

(9) 对数螺线 r a= e ,θ θ θ π= =0 2, ； 

(10) 蚌线 r a b= +cosθ  （b a ）； ≥ > 0

   (11) ， rr = 3cosθ = +1 cosθ   (
33
πθπ

≤≤− )； 

(12) 双纽线 ； θ2cos22 ar =

(13) 四叶玫瑰线 r a= cos 2θ。 

   (14) Descartes 叶形线 x y ax3 3 3 y+ = ； 

   (15) x y a x y4 4 2 2 2+ = +( ) . 

 解（1）面积 2ln
2
3)ln

2
1()1(

1
222

1
−=−=−= ∫ xxdx

x
xA 。 

（2）面积
3

16)
2

2(2)1
4

()
4

1(2
2

0

22

0

22

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−= ∫∫ dyydyyyA 。 

（3）面积
2

)2cos1(
2
1sin

00

2 πππ
=−== ∫∫ dxxxdxA 。 
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（4）面积 21)(
1

0
−+=−= ∫ −

e
edxeeA xx 。 

（5）面积
1.0

1
1

101

1.0

10

1

10

1.0
)1(ln)1(lnlnlnln −−−=−== ∫∫∫ xxxxxdxxdxdxxA  

           
10
8110ln

10
99

−= 。 

（6）面积
15
8)32(2)22)(2(

2

0

4322

0

32 =+−=−−= ∫∫ dttttdttttA 。 

（7）面积 ∫∫ −=⋅= 2
0

6422
0

23 )cos(cos12cossin3cos4
ππ

dtttatdttataA  

           22

8
3

96
15

16
312 aa πππ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 。 

（8）面积 232

0

22

3
4

2
1 adaA πθθ

π
== ∫ 。 

（9）面积 == ∫
π θ θ

2

0

22

2
1 deaA

4
1 ( ) 24 1 ae −π 。 

（10）面积 ∫∫ ++=+=
ππ

θθθθθ
2

0

2222

0

2 )cos2cos(
2
1)cos(

2
1 dbabadbaA  

            =+
+

= ∫ πθθπ 22

0

2

2
2cos1

2
bda 22

2
1 ba ππ + 。 

（11）面积 

∫∫ −−
−+=+−= 3

3

3

3

22 )cos22cos43(
2
1])cos1()cos3[(

2
1 π

π

π

π θθθθθθ ddA π= 。 

（12）面积 24
0

2 2cos
2
14 adaA =⋅= ∫

π

θθ 。 

（13）面积 24
0

24
0

22

2
1)4cos1(22cos

2
18 adadaA πθθθθ

ππ

=+=⋅= ∫∫ 。 

（14）解一：令 ，则txy = 31
3

t
atx
+

= ， 3

2

1
3

t
aty
+

= ， 。 +∞→0:t

于是面积 

=A ∫
∞+

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
++0 33

2

1
3

1
3 dt

t
at

t
at = ∫

∞+

+
−

0 33

23
2

)1(
)21(9 dt

t
tta ， 

令 ，则 3tu =
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  =A 2

0 32
2

0 3
2

2
3

)1(
3

)1(
23

)1(
)21(3 adu

uu
adu

u
ua =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=
+
−

∫∫
∞+∞+

。 

解二：  将 θθ sin,cos ryrx ==  代入 x y ax3 3 3 y+ = 中，得到  

θθ
θθ
33 cossin

cossin3
+

=
ar ， ]

2
,0[ πθ ∈ ， 

于是面积 

∫∫ +
=

+
= 2

0 23

22
2

0 233

222

tan
)1(tan

tan
2

9
)cos(sin

cossin
2

9 ππ

θ
θ
θθ

θθ
θθ dadaA  

        2

0

2
3

2

2
3

1tan
1

2
3 aa

=
+

⋅−=
π

θ
。 

（15）将 θθ sin,cos ryrx ==  代入 x y a x y4 4 2 2 2+ = +( )中，得到  

θθ 44

2
2

cossin +
=

ar ， 

于是面积 

∫∫ +
+

=
+

⋅= 2
0 4

2
22

0 44

2

tan
1tan
1tan2

cossin2
14

ππ

θ
θ
θθ

θθ
dadaA ， 

令 θtan=t ，则 

∫∫
∞+

−

−∞+

+−
−

=
+
+

=
0 21

1
2

0 4

2
2

2)(
)(2

1
12

tt
ttdadt

t
taA 2

0

1
2 2

2
arctan2 atta π=

−
= ∞+

−

。 

⒉  求由抛物线 与过其焦点的弦所围的图形面积的最小值。 y a2 4= x

解  选取焦点 为极点, 轴为极轴，建立极坐标。 则由 )0,(a x

θθ sin,cos ryarx =+= 代入抛物线的方程 y a2 4 x= 中，可得抛物线的极

坐标方程为 

θcos1
2

−
=

ar 。 

设过焦点的弦的极角为α，则它与抛物线所围的面积为 

∫
+

−
=

πα

α
θ

θ
α daA 2

2

)cos1(
4

2
1)( 。 

 233



由 

α
α

αα
α 4

2

22
2

sin
cos8

)cos1(
1

)cos1(
12)(' aaA −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

= ， 

令 0)(' =αA ，得到
2
πα = 。由于当

2
πα < 时， 0)(' <αA ；当

2
πα > 时， 

0)(' >αA ，所以 )(αA 在
2
πα = 取到极小值，也就是最小值 )

2
(πA ： 

)
2

(πA 22
3

2

222
3

2
2

2 2
3

10
2

cot)
2

cot1(
)cos1(

12 adada =+−=
−

= ∫∫
π

π

π

π
θθθ

θ
。 

⒊  求下列曲线的弧长： 

   ⑴  ，0 4y x= 3 2/ ≤ ≤x ； 

   ⑵  x
y y

= −
2

4 2
ln
，1 ≤ ≤y e； 

⑶   ，y x= ln cos 0
2

≤ ≤ <x a
π
； 

⑷   星形线 ； 
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 2π

   ⑸  圆的渐开线 ； 
x a t t t
y a t t t

t
= +
= −

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
(cos sin ),
(sin cos ),

0 2π

   ⑹  心脏线 ，r a= −( cos1 θ) 0 2≤ ≤θ π； 

   ⑺  阿基米德螺线 r a= θ, 0 2≤ ≤θ π； 

⑻  
3

sin 3 θar = ， πθ 30 ≤≤ 。 

解（1） =+= ∫
4

0 4
91 dxxL

27
81080 −
。 

  （2）
2

1 2 1

1 1

1 11 ( ) ( )
4 2

e e eL y y dy y y dy− − 1
4
+

= + − = + =∫ ∫ 。 

  （3） 2

0 0
1 tan sec ln(tan sec )

a a
L xdx xdx a= + = = +∫ ∫ a 。 

  （4） 2

0
4 3 sin cos 6L a t tdx

π

= =∫ a。 

（5）由 ( ) cos , ( ) sinx t at t y t at′ ′= = t，可得 
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2 2

0
2L atdt

π
aπ= =∫ 。 

（6） 2 22 2

0 0
2 sin 8

2
L r r d a d a

π π θθ θ′= + = =∫ ∫ 。 

（7） 2 22 2 2

0 0
1L r r d a d

π π
θ θ θ′= + = + =∫ ∫ ( )22 412ln

2
41 ππππ ++++

aa 。 

（8） 3 32 2 2

0 0

3sin
3 2

L r r d a d a
π π θθ θ π′= + = =∫ ∫ 。 

⒋  在旋轮线的第一拱上，求分该拱的长度为 1:3的点的坐标。 

 解  设所求点所对应的参数为α，则  

)
2

cos1(4sin)cos1(
0

2222
1

αα
−=+−= ∫ adttataL ， 

)
2

cos1(4sin)cos1(
2 2222

2
απ

α
+=+−= ∫ adttataL ， 

由 ，得12 3LL =
2
1

2
cos =

α
，即 πα

3
2

= ，所以该点的坐标为 )
2

3,)
2
3

3
2(( aa−π 。 

⒌  求下列几何体的体积： 

    ⑴  正椭圆台：上底是长半轴为 、短半轴为 的椭圆，下底是

长半轴为

a b

A、短半轴为 B的椭圆（ ），高为 ； A a B b> >, h

    ⑵  椭球体 x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2
1+ + = ； 

    ⑶  直圆柱面 和x y a2 2+ = 2 x z a2 2 2+ = 所围的几何体； 

    ⑷  球面 和直圆柱面x y z a2 2 2+ + = 2 xx y a2 2+ = 所围的几何体。 

 解（1）
0

( )( ) (2 2
6

h A a B b hV a x b x dx AB ab Ab a
h h

)Bππ − −
= + + = + + +∫ 。 

（2） abcdz
c
zabV

c

c
ππ

3
4)1( 2

2

=−= ∫− 。 

（3）用平行于 平面的平面去截这立体的第一卦限的部分，截

面为正方形，于是 

yz0

3

0

22

3
16)(8 adxxaV

a
=−= ∫ 。 

（4）用平行于 平面的平面去截这立体，则截面积为 yz0
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∫
−

−−
−−=

2

2

2222)(
xax

xax
dyyxaxA

xa
xxaaxaxax
+

−+−−= arcsin)(22 2222 。 

由  

)
3
1(arcsinarcsin)( 32

00

22 xxad
xa

xdx
xa

xxa
aa

−
+

=
+

− ∫∫  

∫ +
−−

+
−=

aa
dx

xax
axxa

xa
xxxa

0

32

0

32

)(2
)

3
1(arcsin)

3
1( 3)

45
32

3
( a−=
π

， 

及 

 3

00

22

15
4)( adxxaxadxaxaxax

aa
=−=−− ∫∫ ， 

得到 

3)
9
8

3
2( aV −=
π

。 

⒍  证明以下旋转体的体积公式： 

    ⑴  设 是连续函数，由f x( ) ≥ 0 )(0,0 xfybxa ≤≤≤≤≤ 所表示的区

域绕 轴旋转一周所成的旋转体的体积为 y

∫=
b

a
dxxxfV )(2π ； 

    ⑵  在极坐标下，由0 0≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤α θ β π θ, r r( )所表示的区域绕极

轴旋转一周所成的旋转体的体积为 

∫=
β

α
θθθπ drV sin)(

3
2 3 。 

证（1）作区间 的划分],[ ba bxxxxaP n =<<<<= 210: , 则关于小区域 

{ )(0,),( 1 xfyxxxyx ii ≤≤≤≤− } 绕 y轴旋转所得的体积有 

)()( 2
1

2
iiii xfxxV −−≈∆ π iii xxfx ∆≈ )(2π 。  

设 )(max
1 ini

x∆=
≤≤

λ ，令 0→λ ，就有 

 。 ∫=
b

a
dxxxfV )(2π
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(2) 解一： 设 θθ cos)(rx = , θθ sin)(ry = , αα cos)(ra = , ββ cos)(rb = , 

则 

       ∫=
a
b

dxyV 2π ααπ 22 sin)(
3
1 ar− ββπ 22 sin)(

3
1 br+  

∫=
a
b

dxy 2π ∫+ b
a

xyd )(
3
1 2π ∫ −= α

β
θθθθπ drrr )sincos'(sin22   

( )∫ −++ β
α

θθθθθθπ drrrr 332322 sincossin2cossin'3
3
1  

∫= β
α

θθθπ dr sin)(
3

2 3 。 

解二： 首先，由 ar ≤≤≤≤≤ 0,0 πβθ 所表示的扇形区域绕极轴旋转一

周所成的旋转体的体积为 

       3

cos

2222 )cos1(
3

2)(cossin
3

adxxaaaV
a

a
βππββπ

β
−=−+= ∫ 。 

    然后作 ],[ βα 的划分： βθθθθα =<<<<= n210 ，考察由 

)(0,1 θθθθ rrii ≤≤≤≤− 所表示的小曲边扇形区域绕极轴旋转一周所成 

的旋转体的体积，这小区域可近似看作扇形，于是这小块的体积应近 

似等于 

   3 3
1

2 2( )(1 cos ) ( )(1 cos )
3 3i i i i iV r rπ πθ θ θ −∆ ≈ − − − θ iiir θθθπ

∆⋅≈ sin)(
3

2 3 ， 

从而  

∑
=

∆≈
n

i
iiirV

1

3 sin)(
3

2 θθθπ
。 

令 0)(max
1

→∆=
≤≤ ini

θλ ，就有   

V r= ∫
2
3

3
π

θ θ
α

β
( )sin dθ。 

⒎  求下列曲线绕指定轴旋转一周所围成的旋转体的体积： 

（1） x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ，绕 x轴； 

（2） ， ，y x= sin y = 0 0 ≤ ≤x π， 

            ①  绕 x轴，   ② 绕 轴； y
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（3） 星形线 ，绕
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 π x轴；  

（4） 旋轮线 ， 
x a t t
y a t

t
= −
= −

⎧
⎨
⎩

∈
( sin ),
( cos ),

[ , ]
1

0 2π y = 0， 

            ① 绕 轴，   ②  绕直线y y a= 2 ； 

（5） ，（x y b a2 2 2+ − =( ) 0 < ≤a b），绕 x轴； 

（6） 心脏线 r a= −( cos1 θ)，绕极轴； 

（7） 对数螺线 r a= e ,θ 0 ≤ ≤θ π，绕极轴； 

（8） ，绕( ) (x y a x y2 2 2 2 2 2+ = − ) x轴。 

 解（1） 222
2

2

3
4)( abdxxa

a
bV

a

a
ππ =−= ∫− 。 

（2）① 2

0

2

2
1sin ππ

π
== ∫ xdxV ； 

 ② 。 2

0
2sin2 ππ

π
== ∫ xdxxV

（3）  ∫∫ ==
−

π
ππ

0

2732 cossin3 tdttadxyV
a

a

   32
0

973

105
32)sin(sin6 adttta ππ

π

=−= ∫ 。 

（4）① ； 322

0

23 6)cos1)(sin(2)(2 adttttadxxxfV
b

a
πππ

π
=−−== ∫∫

② 。 322

0

23 7)cos1()]cos1(2[)2( adttataaaV πππ
π

=−−−−= ∫

（5） ( ) badxxabdxxabxabV
a

a

a

a

2222222222 24)()( πππ =−=−−−−+= ∫∫ −−
。 

（6）由第 6题（2），得 

         3

0

33

3
8sin)cos1(

3
2 adaV πθθθπ π

=−= ∫ 。 

（7） 33

0

33 )1(
15

sin
3

2 aedeaV +== ∫ ππ θ πθθπ
。 

（8） ∫= 4
0

2
3

3 sin)2(cos
3

4 π

θθθπ daV ,令 θcos=t ，则 
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∫ −=
1

2
1

2
3

23 )12(
3

4 dttaV π
。 

由 

∫ −
1

2
1

2
3

2 )12( dtt ∫ −−−=
1

2
1

2
1

2212
3

2 )12(6)12(
2

1 dttttt  

 31−= ∫ −
1

2
1

2
3

2 )12( dtt ∫ −−
1

2
1

2
1

2 )12(3 dtt ， 

得到 

∫ −
1

2
1

2
3

2 )12( dtt
4
1

= ∫ −−
1

2
1

2
1

2 )12(
4
3 dtt  

   
8
1)21ln(

16
23122ln122

28
3

4
1

2
1

1
22 −+=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−−= tttt ， 

所以 

∫ −=
1

2
1

2
3

23 )12(
3

4 dttaV π
= 3

3
2)12ln(2

4
a⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

π
。 

⒏  将抛物线 在y x x a= −( ) ],0[ ax∈ 和 x a c∈[ , ]的弧段分别绕 x轴旋转

一周后，所得到旋转体的体积相等，求 c与a的关系。 

解           ， ∫∫ −=−
c

a

a
dxaxxdxaxx 22

0

22 )()( ππ

积分后化简，得到  

0615102 54325 =−+− caccaa 。 

⒐  记V 是曲线( )ξ y
x
x

=
+1 2
在 x ∈[ , ]0 ξ 的弧段绕 x轴旋转一周所围成

的旋转体的体积，求常数 a使得满足 

V a V( ) lim ( )=
→+∞

1
2 ξ

ξ 。 

解   由 
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)1(2)1(
)( 2

2

0 22 a
adx

x
xaV

a

+
=

+
= ∫

ππ ， 

可知
2

)(lim πξ
ξ

=
+∞→

V ，于是得到
2
1

1 2

2

=
+ a
a

，解得 1=a 。 

10. 将椭圆
x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = 绕 x轴旋转一周围成一个旋转椭球体，再沿 x轴

方向用半径为 r（ r b< ）的钻头打一个穿心的圆孔，剩下的体积恰

为原来椭球体体积的一半，求 r的值。 

解  椭圆 x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = 绕 x轴旋转一周所围成的旋转椭球体的体积为 

            2

0

2
22

1 3
42 abdxxa

a
bV

a
ππ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫ 。 

割下部分的体积为 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−+−⋅= ∫ −

2
3

222
2

2
2222

2 )(
3

4)1(22
22

rb
b
aabdx

a
xbrb

b
arV

a

rb
b
a

πππ 。 

由 ，解得 21 2VV =
2
21

3

−= br 。 

11. 设直线 x（ ）与抛物线 所围成的图形的面积为 ，

且它们与直线 所围成图形的面积为 。 
ay = 10 << a 2xy = 1S

1=x 2S
（1） 确定 的值，使得a 21 SS + 达到最小，并求出最小值； 
（2） 该最小值所对应的平面图形绕 轴旋转一周所得旋转体的体

积。 
x

 解（1）
3
1

2
1

3
1)()( 31 2

0

2
21 +−=−+−=+ ∫∫ aadxaxxdxxaxSS

a

a
。 

记
3
1

2
1

3
1)( 3 +−= aaaf ，则 aafaaf 2)(,

2
1)( 2 =′′−=′ 。令 ，得

到

0)( =′ af

2
1

=a ，且 02)
2

1( >=′′f 。所以 21 SS + 在
2

1
=a 处取到最小值： 

{ }1 2
1 1 1min ( ) (1 )

32 2
S S f+ = = − 。 

（2）旋转体体积  

πππ )
5
1

3
1

15
4(])([])[( 251 24

0

42 +−=−+−= ∫∫ aadxaxxdxxaxV
a

a
。 

将
2

1
=a 代入，就得到 
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V 2 1
30

π+
= 。 

12.  设函数 在闭区间 上连续，在开区间 上大于零，并满足 )(xf ]1,0[ )1,0(
2

2
3)()( xaxfxfx +=′ （ 为常数）。 a

 进一步，假设曲线 与直线)(xfy = 1=x 和 0=y 所围的图形 的面积

为 2。 
S

（1） 求函数 ； )(xf
（2）当 为何值时，图形 绕 轴旋转一周所得旋转体的体积最小？ a S x

解（1）由 2

2
3)()( xaxfxfx +=′ ，可得

2
3)( a

x
xf

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ，所以 cxa

x
xf

+=
2

3)(
，

即 

cxxaxf += 2

2
3)( 。 

对 2

2
3)()( xaxfxfx +=′ 两边关于 积分，有 x

2
)()(

1

0

1

0

adxxfxxdf += ∫∫ ，

由此可得 
2

4)1( af += ，从而 ac −= 4 ，于是 

xaxaxf )4(
2

3)( 2 −+= 。 

（2）       =V
1 2 2

0
( ) ( 10 160)

30
f x dx a aππ = + +∫ 。 

令 ，得0=′V 5−=a ，且这时 0
15

>=′′
πV ，所以在 5−=a 时旋转体的体积

取到最小值。 

13. 求下列旋转曲面的面积： 

    ⑴  ，pxy 22 = 0 ≤ ≤x a，绕 x轴；    

    ⑵  ， ，绕y x= sin 0 ≤ ≤x π x轴； 

    ⑶  x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ，绕 x轴； 

    ⑷  星形线 ，绕
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 π x轴；  

    ⑸  心脏线 r a= −( cos1 )θ ，绕极轴； 

    ⑹  双纽线 ， θ2cos22 ar =

(i)绕极轴，(ii) 绕射线θ
π

=
2
。 
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 解（1）面积 ∫∫ +=+=
aa

dxpxpdx
x
ppxA

00
22

2
122 ππ  

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+ 2

3
2
3

)2(
3

2
ppa

pπ
。 

   （2）面积 ∫ +=
π

π
0

2cos1sin2 dxxxA  

( )
0

22 cos1ln(coscos1cos ππ xxxx ++++−= = )12ln(222 ++ ππ 。 

（3）面积 

∫∫ −−=
−

−
⋅+−=

−

aa

a
dxxbaa

a
bdx

xa
x

a
bxa

a
bA

0

2224
2

2

22

22 )(4)(12 ππ  

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

−
+

=

<
−+

−
+

ba
a

ba

ba

bab

baab

ba
a

abb

ab

bab

22

22

2
2

22

22

2
2

arcsin22

4

ln22

ππ

π

ππ

。 

（4）面积 22
0

422
0

3

5
12sinsin12cossin3sin4 attdatdttataA πππ

ππ

==⋅= ∫∫ 。 

（5）面积 ∫∫ −=′+=
ππ

θθθθπθθπ
0

2

0

22

2
sinsin)cos1(4sin2 dadrrrA  

           2

0

42

5
32

2
cos

2
sin16 ada πθθθπ

π
== ∫ 。 

（6）（i）面积 24
0

24
0

22 )224(sin4sin4 adadrrrA πθθπθθπ
ππ

−==′+= ∫∫ ； 

   （ii）面积 ∫ ′+= 4
0

22cos4
π

θθπ drrrA 24
0

2 22cos4 ada πθθπ
π

== ∫ 。 

14．设曲线 1−= xy ，过原点作其切线，求由该曲线、所作切线及 轴

所围成的平面图形绕 轴旋转一周所得旋转体的表面积。 
x

x

 解  由
12

1
−

=′
x

y ，可设曲线 1−= xy 过点 的切线方程为 ), 00 yx（

                )(
2

1
0

0
0 xx

y
yy −=− ， 

而此切线过原点，由此可得 1,2 00 == yx ，于是切线方程为   

xy
2
1

= 。 
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旋转体的表面积 

∫∫ −
+−++=

2

1

2

0 )14
1112

4
11

2
2 dx

x
xdxxA

（
ππ  

         )1511(
6

34
2
5 2

1

2

0
−=−+= ∫∫

πππ dxxxdx 。 

15. 证明由空间曲线 

x x t
y y t
z z t

t T T
=
=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
∈

( ),
( ),
( ),

[ , ]1 2  

垂直投影到 Oxy平面所形成的柱面的面积公式为 

S = ′ + ′∫ z t x t y t dt
T

T
( ) [ ( )] [ ( )]2 2

1

2 ， 

这里假设 ′x t( )， ，′y t( ) ′z t( )在 上连续，且 。 ],[ 21 TT 0)( ≥tz

 证  作 的划分：],[ 21 TT 22101 TttttT n =<<<<= ，设空间曲线对应于 

小区间 的小弧段在],[ 1 ii tt − Oxy平面的投影的长度为 is∆ ，则 

1

2 2 2 2[ '( )] [ '( )] [ '( )] [ '( )]i

i

t

i it
s x t y t dt x yξ ξ

−

∆ = + = + ∆∫ i it ， 

其中 ],[ 1 iii tt −∈ξ 。于是这段小弧段垂直投影到 Oxy平面所形成的柱面 

的面积为 

2 2( ) ( ) [ ( )] [ ( )]i i i i i iS z s z x y tξ ξ ξ ξ′ ′∆ ≈ ∆ = + ∆ i。 

令
1
max( )ii n

tλ
≤ ≤

= ∆ ，就得到 

      2 2

0 1

lim ( ) [ ( )] [ ( )]
n

i i i it∆
i

S z x y
λ

ξ ξ ξ
→

=

′ ′= +∑ 2

1

2 2( ) [ ( )] [ ( )]
T

T
z t x t y t dt′ ′= +∫ 。 

16. 求下列曲线在指定点的曲率和曲率半径。 

（1） ，在点 ； 4=xy )2,2(

（2） )cos1(),sin( tayttax −=−= （ ），在0>a 2/π=t 对应的点。 

解（1） 32

8,4
x

y
x

y =′′−=′ ，于是  
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22,
4
2

])(1[ 2
3

2

==
′+

′′
= R

y

y
K 。 

（2）
2

4
2

sin 1cot , csc
(1 cos ) 2 4 2

dy a t t d y t
dx a t dx a

= = = −
−

，于是 

aR
a

y

y
K 22,

4
2

])(1[ 2
3

2

==
′+

′′
= 。 

17. 求下列曲线的曲率和曲率半径。 

（1） 抛物线 （ ）； pxy 22 = 0>p

（2） 双曲线 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

； 

（3） 星形线 3
2

3
2

3
2

ayx =+ （ ）； 0>a

（4） 圆的渐开线 )cos(sin),sin(cos tttaytttax −=+= （ ）。 0>a

 解（1）
2

2

1,dx y d x
dy p dy p

= = ，于是  

2
3

2
3

22

2

2
3

2 )2()(])(1[

1

xp

p

yp

p

p
y
pK

+
=

+
=

+
= ，

p
xpR

2
3

)2( +
= 。 

（2）令 ，则  tbytax tan,sec ==

  t
a
b

tt
tt

a
b

dx
ydt

a
b

tt
t

a
b

dx
dy 3

222

22

cot
sectan
csccot,csc

sectan
sec

−=
−
⋅=== ， 

于是  

2
3

4222

4

2
3

222

3

2
3

2

3
2

])[()csc(

cot

])csc1[

cot

axba

ba

tba

tab

t
a
b

t
a
b

K
−+

=
+

=
+

=
（

， 

     
ba

axbaR 4

2
3

4222 ])[( −+
= 。 

（3）令 ，则 taytax 33 sin,cos ==
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2 2

2 2

3 sin cos 1 1tan ,
3 cos sin 3 sin cos

dy a t t d yt
dx a t t dx a t t

= = − = ⋅
− 4 ， 

于是  

4

3
32 2

1 1
1 1 13 sin cos

3 sin cos 3(1 tan )

a t tK
a t t axyt

= = =
+

， 33R axy= 。 

（4）
2 2

2 3

(cos cos sin ) sec 1tan ,
( sin sin cos ) cos cos

dy a t t t t d y tt
dx a t t t t dx at t at t

− +
= = =

− + +
= ， 

于是  

at
t

tatK 1

)tan1(

cos
1

2
3

2

3

=
+

= ， atR = 。 

18. 求曲线 在点 处的曲率圆方程。 xy ln= )0,1(

 解  2

1,1
x

y
x

y −=′′=′ ，所以曲线在点 处的曲率为  )0,1(

,
4
2

)11(

1

2
3

2

2
=

+
=

x

xK  曲率半径为 22=R 。 

由于曲线 xy ln= 在点 处的切线斜率为 )0,1( 1=′y ，所以法线方程为 

1+−= xy ，设 为曲率圆的圆心，则),( ba 1+−= ab 。 

再由 ，解得 8)0()1( 22 =−+− ba 2,3 −== ba ，所以曲率圆的方程为   

8)2()3( 22 =++− yx 。 

19. 设曲线的极坐标方程为 )(θrr = ， ])2,0[(],[ πβαθ ⊂∈ ，且 )(θr 二阶可

导。证明它在点 ),( θr 处的曲率为 

2/322

22

)(

2

rr

rrrr
K

′+

′′−′+
= . 

 证  设曲线的参数方程为 ，则其曲率为 
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyy
txx
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2
3

22 ]))(())([(

)()()()(

tytx

txtytxty
K

′+′

′′′−′′′
= 。 

由 ( ) cos , ( ) sinx r y rθ θ θ= = θ，可得 

cos sin , sin cosx r r y r rθ θ θ′ ′ ′ ′= − = + θ， 

cos 2 sin cos , sin 2 cos sinx r r r y r r rθ θ θ θ θ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′= − − = + − θ， 

于是   

2222 )()( rryx ′+=′+′ ， ， rrrrxyxy ′′−′+=′′′−′′′ 22 2

所以  

2/322

22

)(

2

rr

rrrr
K

′+

′′−′+
= 。 
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习    题  7.5 

⒈  一根 10m长的轴，密度分布为 ( ) (0.3 6)x xρ = + kg/m（0 ≤ ≤ 10x ），

求轴的质量。 

解  （kg），即轴的质量为 75kg。 
10

0
(0.3 6) 75m x dx= + =∫

⒉  已知抛物线状电缆 （y x= 2 − ≤ ≤1 1x ）上的任一点处的电荷线密

度与该点到 轴的距离成正比，在 处的密度为 q，求此电缆上

的总电量。 

y ( , )11

解  
31 2 2 12

01

1 11 4 (1 4 ) (5 5 1)
6 6

Q q x x dx q x q
−

= + = + = −∫ ，即此电缆上的总电

量为
1 (5 5 1)
6

q− 。 

⒊  水库的闸门是一个等腰梯形，上底 36m，下底 24m，高 16m，水

平面距上底 4m，求闸门所受到的水压力（水的密度为 1000kg/m3）。 

 解  以梯形的上底为 轴，从上底的中点垂直向下为y x轴正向，则水

下离水面距离为 处，高度为 的一段闸门一侧所受的水压力为 x dx

            31000 (4 ) 24 (16 )
4

dF g x x dx⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
， 

于是闸门所受的总的水压力为 

         16 7

0

31000 (4 ) 24 (16 ) 5.4 10
4

F g x x dx⎡ ⎤= + + − ≈⎢ ⎥⎣ ⎦∫ × (N)。 

⒋  一个弹簧满足圆柱螺线方程 

x a t
y a t
z bt

=
=
=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

cos ,
sin ,
,

0>t （ ）， 0,0 >> ba

    其上任一点处的密度与它到 Oxy平面的距离成正比，试求其第一
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圈的质量。 

解  质量
2 2 2 2 2

0
2m kbt a b dt kb a b

π 2π= + = +∫ 。 

⒌  一个圆柱形水池半径 10m，高 30m，内有一半的水，求将水全部

抽干所要做的功。 

解  (J)。 
30 3 2

15
10 10 1.04 10W x g dxπ= ⋅ ⋅ = ×∫ 9

⒍  半径为 r的球恰好没于水中，球的密度为ρ，现在要将球吊出水

面，最少要做多少功？ 

解  考虑对水下离水面距离为 处，厚度为 的圆形薄片的做功情 x dx

况：半径为 r的球恰好离开水面，则圆形薄片的位移恰为 r2 ，其在水 

中移动的距离为 ，在水上移动的距离为x xr −2 。薄片的面积为  

2(2 )rx x π− ，设 0ρ 为水的密度，则将球恰好吊出水面至少要做的功为 

       ∫∫ −−+−−=
rr

dxxrxxgdxxrxxrgW
2

0

2
0

2

0

2 )2()()2)(2( πρρπρ

        )2(
3
4

0
4 ρρπ −= gr 。 

⒎  半径为 r密度为 的球壳以角速度ρ ω绕其直径旋转，求它的动能。 

解    == 2

2
1 ωIW

2 2 2 2

0
(2 )2 2 1

2
r

rx x rx x y dxω ρ π 2′− − +∫  

=
2 2 2 2

20
(2 )2 2

2 2

r rrx x rx x dx
rx x

ω ρ π− −
−

∫  

        22 2

0

4(2 )
3

r
r rx x dxρω π πρω= − =∫ 2 4r 。 

⒏  使某个自由长度为 1m的弹簧伸长 2.5cm需费力 15N，现将它从

1.1m拉至 1.2m，问要做多少功？ 

解  由 ，当 m时，kxF = 025.0=x 15=F N，代入得 600=k 。于是所做

的功为  
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0.2

0.1
9W kxdx= =∫ J。 

⒐  一物体的运动规律为 s t t= −3 3 ，介质的阻力与速度的平方成正

比，求物体从 t 运动至 时阻力所做的功。 = 1 t T=

解  设介质的阻力为 ，速度 ，则 。于是 F 19 2 −=′= tsv 22 )19( −= tkF

35
22249

5
243

7
729)19( 357

1

32

1
−−+−=−=′= ∫∫ TTTTdttdtsFW

TT
。 

⒑  半径为 1m，高为 2m 的直立的圆柱形容器中充满水，拔去底部

的一个半径为 1cm 的塞子后水开始流出，试导出水面高度 随时

间变化的规律，并求水完全流空所需的时间。（水面比出水口高

时，出水速度

h

h

v g= ×0 6 2. h。） 

解 设 时刻水面的高度为 ，过了 时间后水面的高度降低了 ，则 t h dt dh

          dtghvdtdh 26.0)01.0()01.0(1 222 ×−=−= πππ ， 

即   

dtg
h

dh 2106 5−×−= 。 

    对上式两边积分，注意 0=t 时， 2=h ，得到 

             25 )1031(2 tgh −×−= ， 

以 代入，解得  0=h

5
410 1.06 10

3
t

g
= = × （s）。 

⒒  上题中的圆柱形容器改为何种旋转体容器，才能使水流出时水面

高度下降是匀速的。 

解 根据题意，只要在上题的第一个等式的左边含有因子 h即可，也 

即在时刻 水面的半径t r须满足 2r k h= ，其中 为常数。所以可选用 k
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曲线 绕 轴旋转一周后所得旋转曲面作为容器，从而使得水流 4cxy = y

出时水面高度下降是匀速的。 

⒓  镭的衰变速度与它的现存量成正比，设 t 时有镭 g，经 1600年

它的量减少了一半，求镭的衰变规律。 

0 0Q

解  设在时刻 t镭的现存量为 )(tQQ = ，则 

kQ
dt
dQ

−= ， 

对等式两边积分，注意在时刻 有镭Q g，得到  t0 0

)(
0

0)( ttkeQtQ =−= 。 

由题意，当 时，16000 =− tt
2

)( 0Q
tQ = ，代入上式，得到

1600
2ln

=k ，所以   

1600
0

0

2
tt

QQ
−

−
= 。 

⒔  将A物质转化为B物质的化学反应速度与B物质的浓度成反比，

设反应开始时有 B 物质 20%，半小时后有 B 物质 25%，求 B 物

质的浓度的变化规律。 

解  设在时刻 ，t B物质的浓度为 , 则  )(ty

y
k

dt
dy

= ， 

解得 

ckty += 2 。 

因为
5
1)0( =y ，

4
1)

2
1( =y ，所以

400
9,

25
1

== kc ，于是得到 

                    
20

1618 +
=

ty 。 

⒕  设 中的人口增长量与],[ dttt + pmax − p t( )成正比，试导出相应的人

口模型，画出人口变化情况的草图并与Malthus和 Verhulst人口模
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型加以比较。 

解  由题意可知 

max
( ) ( ( ))dp t k p p t

dt
= − 0 0( )， p t p= ， 

由此可解得 

0(
max max 0( ) ( ) k t tp t p p p e− −= − − )。 

 
 
 

 

 

 

 

 

⒖  核反应堆中， 时刻中子的增加速度与当时的数量 成正比。

设 ，证明 

t N t( )

N ( )0 = N 0

[ ] 1

0

2 )( t
N

tN [ ] 2

0

1 )( t
N

tN= 。 

证  由题意可知 

kN
dt
dN

= ， 

对等式两边积分，再注意N ( )0 N 0= ，可解得  
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tkeNtN 0)( = ， 

由此即可得到 

             
2

21

1

0

1

0

2 )()(
t

ttk
t

N
tNe

N
tN

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
。 

⒗  一个 1000m3的大厅中的空气内含有a %的废气，现以 1m3／min

注入新鲜空气，混合后的空气又以同样的速率排出，求 时刻空

气内含有的废气浓度，并求使废气浓度减少一半所需的时间。 

t

解  设在时刻 t空气内含有的废气浓度为 ，则 )(ty

1 ( )
1000

dy y t dt= − ， (0)
100

ay = ， 

解此方程，即得到 

1000
100

)(
t

eaty
−

= 。 

    当 ( )
200
ay t = 时，有 1000 2

t

e = ，从而得到 1000ln 2t = （min），即废 

气浓度减少一半所需的时间为 （min）。 1000ln 2
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第八章  反常积分 

 

习  题  8.1 反常积分的概念和计算 

 

⒈  物理学中称电场力将单位正电荷从电场中某点移至无穷远处所

做的功为电场在该点处的电位。一个带电量+ q的点电

荷产生的电场对距离 r处的单位正电荷的电场力为

F k
q
r

=
2
（ k为常数），求距电场中心 x处的电位。 

                  

∞ 

           x 

q 

图 8.1.4 

解  ∫
+∞

==
x x

kqdr
r
qkU 。 2

]

⒉  证明：若 和 收敛，k 为常数，

则 也收敛，且 

∫
+∞

a
dxxf )( ∫

+∞

a
dxxg )( k1 2和

[∫
+∞

+
a

dxxgkxfk )()( 21

∫∫∫
+∞+∞+∞

+=+
aaa

dxxgkdxxfkdxxgkxfk )()()]()([ 2121 。 

证  设 ∫ ， ，则 
+∞

a
dxxf )( ∫

+∞→
= A

aA
dxxf )(lim ∫

+∞

a
dxxg )( ∫

+∞→
= A

aA
dxxg )(lim

[ ]∫
+∞ +
a

dxxgkxfk )()( 21 [ ]∫ +=
+∞→

A
aA

dxxgkxfk )()(lim 21  

∫
+∞→

= A
aA

dxxfk )(lim1 ∫
+∞→

+ A
aA

dxxgk )(lim2 ∫∫
+∞+∞ +=
aa

dxxgkdxxfk )()( 21 。 

⒊  计算下列无穷区间的反常积分（发散也是一种计算结果）： 

⑴ e sin−
+∞
∫ 2

0
5x xdx ; ⑵ e cos−

+∞
∫ 3

0
2x xdx ; 

⑶
1

12x x
dx

+ +−∞

+∞
∫ ; ⑷

1
2 2 2 20 ( )( )x a x b

dx
+ +

+∞
∫  

)0,0( >> ba ; 

⑸ ∫
∞+

∈
0

)(e
2

Radxx ax ; ⑹ )(
ln
1

2
R∈∫

∞+
pdx

xx p ; 
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⑺
1

12 3 2( ) /x
dx

+−∞

+∞
∫ ; ⑻

1
20 (e e )x x

dx
+ −

+∞
∫ ; 

⑼
1

140 x
dx

+
+∞
∫ ； ⑽

ln x
x

dx
1 20 +

+∞
∫ 。 

解（1） e sin−
+∞
∫ 2

0
5x xdx ∫

∞+ −−=
0

2 5cose
5
1 xdx ∫

∞+ −−=
0

2 5cose
5
2

5
1 xdxx  

∫
∞+ −−=

0
2 5sine

25
2

5
1 xdx ∫

∞+ −−=
0

2 5sine
25
4

5
1 xdxx ， 

所以               

 e sin−
+∞
∫ 2

0
5x xdx

29
5

= 。 

（2） e cos−
+∞
∫ 3

0
2x xdx ∫

∞+ −=
0

3 2sine
2
1 xdx ∫

∞+ −=
0

3 2sine
2
3 xdxx  

∫
∞+ −−=

0
3 2cose

4
3 xdx ∫

∞+ −−=
0

3 2cose
4
9

4
3 xdxx ， 

所以              

 =∫
∞+ −

0
3 2cose xdxx

13
3
。 

（3） 1
12x x

dx
+ +−∞

+∞
∫ ∫

∞+

∞−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= dx

x
22

2
3

2
1

1
∫

∞+

∞− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

=
3

12

3
121

1
3

2
2

xd
x

 

=
+

= ∞+
∞−3

12arctan
3

2 x
3

2π
。 

（4）当 时， ba ≠

1
2 2 2 20 ( )( )x a x b

dx
+ +

+∞
∫ ∫

∞+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+−
=

0 222222
111 dx

bxaxab
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

baab 22
1

22
ππ

)(2 baab +
π

； 

当 时， ba =

∫
∞+

+0 222 )(
1 dx
ax ∫

∞+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
=

0 222

2

222 )(
11 dx

ax
x

axa
 

)1(
2

1
2 0 2223 ∫

∞+

+
+=

ax
xd

aa
π

∫
∞+

+
−=

0 2223 2
1

2 ax
dx

aa
π

33 42 aa
ππ

−= 34a
π

= ， 
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此结果等于在 时的结果中以ba ≠ ab = 代入后的结果。 

（5）当 时积分发散；当0≥a 0<a 时， 

∫
∞+

0

2
e dxx ax ∫

∞+=
0

2 )(e
2
1 2

axd
a

ax

a2
1

−= 。 

（6）当 时积分发散；当 时， 1≤p 1>p

∫
∞+ ∞++− =

+−
=

2 2
1)(ln

1
1

ln
1 p

p x
p

dx
xx

1)2(ln
1

1 +−

−
p

p
。 

（7）令 tx tan= ，则 

=
+∫

∞+

∞−
dx

x 2/32 )1(
1

=∫
−
2

2

cos
π

π tdt 2。 

（8）令 ，则 te x =

1
20 (e e )x x

dx
+ −

+∞
∫ ∫

∞+ ∞+ =
+

−=
+

=
1 1222 )1(2

1
)1( tt

tdt
4
1
。 

（9）利用第六章第 3节习题 1(10)的结果 

∫ =
+

dx
x 1

1
4 Cxx

xx
xx

+−+++
+−
++ )12arctan(

4
2)12arctan(

4
2

12
12ln

8
2

2

2
， 

即可得到 

=
+∫

∞+

0 4 1
1 dx

x 22
π
。 

（10） =
+∫

∞+ dx
x
x

0 21
ln

+
+∫ dx

x
x1

0 21
ln dx

x
x

∫
∞+

+1 21
ln ,  

对等式右端任一积分（例如第二个积分）作变量代换
t

x 1
= ，则 

dx
x
x

∫
∞+

+1 21
ln dt

t
t

∫ +
−= 1

0 21
ln

， 

所以 

0
1

ln
0 2 =

+∫
∞+ dx

x
x

。 
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⒋  计算下列无界函数的反常积分（发散也是一种计算结果）： 

⑴
x

x
dx

1 20

1

−∫ ; ⑵
1

1 21 x x
dx

−∫ ln
e ; 

⑶
x

x
dx

−∫ 11

2 ; ⑷
1

2 10

1

( )− −∫ x x
dx ; 

⑸
1 1

3 21

1

x x
dxsin

−∫ ; ⑹ ∫ 2

0 tan
1π

dx
x

; 

解（1） x
x

dx
1 20

1

−∫ ∫
−

−
−= 1

0 2

2

1

)1(
2
1

x

xd 1
0

2 )1( x−−= 1= 。 

（2） 1
1 21 x x

dx
−∫ ln

e
∫

−
= e

1 2
)(ln

ln1

1 xd
x

== ex 1)arcsin(ln
2
π
。 

（3）令 tx =−1 ，则 

x
x

dx
−∫ 11

2
∫ =+=

1
0

2 )1(2 dtt
3
8
。 

（4）令 tx =−1 ，则 

1
2 10

1

( )− −∫ x x
dx ∫ =

+
= 1

0 21
2

t
dt

2
π
。 

（5） 1 1
3 21

1

x x
dxsin

−∫ ∫−= 0
1 23

1sin1 dx
xx ∫+

1
0 23

1sin1 dx
xx

。 

∫
1
0 23

1sin1 dx
xx ∫−= 1

0 22 )1(1sin
2
1

x
d

x
1
02 )1(cos

2
1

+=
x

， 

由于 )1(cos
2
1lim 20 xx +→

极限不存在，所以积分 ∫
1
0 23

1sin1 dx
xx

发散；同理积分

∫−
0
1 23

1sin1 dx
xx

也发散。  

（6）令 tx =tan ，再利用上面习题 3（9），得到 

∫ 2

0 tan
1π

dx
x ∫

∞+

+
=

0 41
2

t
dt

2
π

= 。 
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⒌ 求极限 lim
!

n

n n
n→∞
。 

解     =
∞→ n

nn

n

!lnlim =∑
=∞→

n

kn n
k

n 1
ln1lim ∫ −=

1
0

1ln xdx ,  

所以 

en
nn

n

1!lim =
∞→

。 

⒍ 计算下列反常积分： 

(1) ln cos xdx
0
2
π

∫ ; (2) x xln sin
0

π
∫ dx。 

(3) ∫ 2

0
cot

π

xdxx ; (4) arcsin x
x

dx
0

1
∫ ; 

(5)
ln x

x
dx

1 20

1

−∫ 。   

解 (1) 令 tx −=
2
π , 再利用例 8.1.11，得到 

ln cos xdx
0
2
π

∫ ∫ == 2
0

sinln
π

tdt 2ln
2
π

− 。 

(2) 令 tx −= π , 由 

∫ =
π
0

sinln xdxx ∫ −
π π
0

sinln tdt ∫
π
0

sinln tdtt ,  

得到  

∫ =
π
0

sinln xdxx ∫
ππ
0

sinln
2

xdx ∫= 2
0

sinln
π

π xdx 2ln
2

2π
−= 。 

(3) ∫ 2
0

cot
π

xdxx ∫= 2
0

sinln
π

xxd dxxxx ∫−= 2
0

2
0 sinln)sinln(

ππ

2ln
2
π

= 。 

(4) 令 , 得到 xt arcsin=

∫ =1
0

arcsin dx
x

x
∫ 2

0
cot

π
tdtt 2ln

2
π

= 。 
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(5) ∫ =
−

1
0 21

ln dx
x

x
∫

1
0

arcsinln xxd 1
0)arcsin(ln xx= ∫−

1
0

arcsin dx
x

x 2ln
2
π

−= 。 

⒎ 求下列反常积分的 Cauchy主值： 

⑴ (cpv)
1
1 2

+
+−∞

+∞
∫

x
x

dx ; ⑵ (cpv)
1

21

4

x
dx

−∫ ; 

⑶ (cpv)
ln/

1
1 2

2

x x
dx∫ 。   

解 (1) (cpv)
1
1 2

+
+−∞

+∞
∫

x
x

dx π=++= +
−

+∞→

A
AA

xx )]1ln(
2
1[arctanlim 2 。 

(2) (cpv)
1

21

4

x
dx

−∫ =−+−= −
+

+→
])2(ln)2[(lnlim 2

1
4
20

η
ηη

xx 2ln 。 

(3) (cpv)
ln/

1
1 2

2

x x
dx∫ =+= −

+
+→

])ln(ln)ln[(lnlim 1
2/1

2
10

η
ηη

xx 0。 

⒏ 说明一个无界函数的反常积分可以化为无穷区间的反常积分。 

证  设 是一个无界函数反常积分，∫
b
a

dxxf )( bx = 是 的唯一奇点 )(xf

（即 在 的左领域无界）。令)(xf bx =
xb
abt

−
−

= ，则 

∫
b
a

dxxf )( 21
)(

t
dt

t
abbfab ∫

∞+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−= ， 

等式右端就是一个无穷区间的反常积分。 

⒐ ⑴  以 为例，叙述并证明反常积分的保序性和区间可加

性； 

∫
∞+

a
dxxf )(

   ⑵  举例说明，对于反常积分不再成立乘积可积性。 

解 （1）保序性： 

设 与 收敛，且在∫
∞+

a
dxxf )( ∫

∞+

a
dxxg )( ),[ +∞a 成立 ，则 )()( xgxf ≥

∫
∞+

a
dxxf )( ∫

∞+
≥

a
dxxg )( ； 

证明：由定积分的保序性，可知 ，再令 。 ∫
A
a

dxxf )( ∫≥
A
a

dxxg )( +∞→A
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区间可加性： 

设 收敛，则对任意∫
∞+

a
dxxf )( ),[ +∞∈ ac ， 收敛，且 ∫

∞+

c
dxxf )(

∫
∞+

a
dxxf )( ∫=

c
a

dxxf )( ∫
∞+

+
c

dxxf )( ； 

证明：由定积分的区间可加性，可知 ，再

令 。 

∫
A
a

dxxf )( ∫=
c
a

dxxf )( ∫+
A

c
dxxf )(

+∞→A

（2）设
x
xxgxf sin)()( == ，则 与 收敛，但

不收敛。 

∫
∞+

1
)( dxxf ∫

∞+

1
)( dxxg ∫

∞+

1
)()( dxxgxf

10. 证明当 时，只要下式两边的反常积分有意义，就有 a > 0

∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

0

ln dx
x
x

x
a

a
xf ∫

∞+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

0

1ln dx
xx

a
a
xfa 。 

证 ∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

0

ln dx
x
x

x
a

a
xf ∫

∞+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

0
1ln dx
xx

a
a
xfa dx

x
ax

x
a

a
xf lnln

0
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫

∞+  

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫ dx

x
ax

x
a

a
xfa lnln

0
dx

x
ax

x
a

a
xf

a
lnln −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫

∞+
， 

对上式右端两积分中任意一个（例如第二个）作变量代换
t

ax
2

= ，则

当 +∞→ax : 时， ；且0: →at =+
x
a

a
x

t
a

a
t
+ ， dt

t
atdx

x
ax lnlnlnln −

=
−

，

于是由 

dx
x

ax
x
a

a
xf

a
lnln −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫

∞+ dt
t

at
t
a

a
tfa lnln

0
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ ， 

得到 

∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

0

ln dx
x
x

x
a

a
xf ∫

∞+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

0
1ln dx
xx

a
a
xfa

 

0

ln lna x a x af dx
a x x

−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 0

ln ln 0
a t a t af dt

a t t
−⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ 。 
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11．设 收敛，且∫
∞+

a
dxxf )( Axf

x
=

+∞→
)(lim 。证明 0=A 。 

证 用反证法。不妨设 ，则对0>A 0
2
1

>= Aε ， aX >∃ ， ：Xx >∀

AAxf
2
1)( <− ，从而 Axf

2
1)( > 。由 

∫
B
a

dxxf )( ∫=
X
a

dxxf )( ∫+
B
X

dxxf )( )(
2
1)( XBAdxxfX

a
−+> ∫ ， 

可知 ，与 收敛发生矛盾。 +∞=∫
+∞→

B
aB

dxxf )(lim ∫
∞+

a
dxxf )(

同理也可证明不可能有 0<A ，所以 0=A 。 

12．设 在 上可导，且 与 都收敛，证明

。 

)(xf ),[ +∞a ∫
∞+

a
dxxf )( ∫

∞+
′

a
dxxf )(

0)(lim =
+∞→

xf
x

证       ∫
∞+

a
dxxf )(' == ∫

∞+

a
xdf )( )()(lim afxf

x
−

+∞→
， 

由 的收敛性, 可知 存在且有限, 再利用第11题的结

论，得到 

∫
∞+

a
dxxf )(' )(lim xf

x +∞→

0)(lim =
+∞→

xf
x

。 
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习  题  8.2  反常积分的收敛判别法 

 

⒈  ⑴  证明比较判别法（定理 8.2.2）； 

    ⑵  举例说明，当比较判别法的极限形式中 l = 0或 时，

和 的敛散性可以产生各种不同的的情况。 

+ ∞

∫
∞+

a
dxx)(ϕ ∫

∞+

a
dxxf )(

解 （1）定理 8.2.2（比较判别法）  设在[ , )a + ∞ 上恒有 )()(0 xKxf ϕ≤≤ ，

其中K是正常数。则 

当 收敛时 也收敛； ∫
∞+

a
dxx)(ϕ ∫

∞+

a
dxxf )(

当 发散时 也发散。 ∫
∞+

a
dxxf )( ∫

∞+

a
dxx)(ϕ

证  当 收敛时，应用反常积分的 Cauchy 收敛原理， ∫
∞+

a
dxx)(ϕ

0>∀ε  ， ，aA ≥∃ 0 0, AAA ≥′∀ ：
K

dxxA
A

εϕ <∫
′ )( 。 

于是 

≤∫
′A

A
dxxf )( εϕ <∫

′A
A

dxxK )( ， 

所以 也收敛； ∫
∞+

a
dxxf )(

当 发散时，应用反常积分的 Cauchy 收敛原理， ∫
∞+

a
dxxf )(

00 >∃ε ， ，aA ≥∀ 0 0, AAA ≥′∃ ： εKdxxfA
A

≥∫
′ )( 。 

于是 

≥∫
′A

A
dxx)(ϕ 0)(1 ε≥∫

′A
A

dxxf
K

， 

所以 也发散。 ∫
∞+

a
dxx)(ϕ

（2）设在[ , )a + ∞ 上有 0)(,0)( ≥≥ xxf ϕ ，且 0
)(
)(lim =

+∞→ x
xf

x ϕ
。则当

发散时，∫ 也发散；但当 收敛时，∫ 可能收敛，

∫
∞+

a
dxxf )(

∞+

a
dxx)(ϕ ∫

∞+

a
dxxf )( ∞+

a
dxx)(ϕ
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也可能发散。 

例如 2
1)(
x

xf = ， )20(1)( <<= p
x

x pϕ ，则 0
)(
)(lim =

+∞→ x
xf

x ϕ
。显然有 

∫
∞+

1
)( dxxf 收敛，而对于 ，则当∫

∞+

1
)( dxxϕ 21 << p 时收敛，当 时 10 ≤< p

发散。 

设在 [ , )a + ∞ 上有 0)(,0)( ≥≥ xxf ϕ ，且 +∞=
+∞→ )(

)(lim
x
xf

x ϕ
。则当

收敛时， ∫ 也收敛；但当 发散时， ∫

可能发散，也可能收敛。 

∫
∞+

a
dxxf )( ∞+

a
dxx)(ϕ ∫

∞+

a
dxxf )( ∞+

a
dxx)(ϕ

例如
x

xf 1)( = ， )
2
1(1)( >= p

x
x pϕ ，则 +∞=

+∞→ )(
)(lim

x
xf

x ϕ
。显然有 

∫
∞+

1
)( dxxf 发散，而对于 ，则当∫

∞+

1
)( dxxϕ 1

2
1

≤< p 时发散，当 时收

敛。 

1>p

⒉  证明 Cauchy判别法及其极限形式（定理 8.2.3）。 

证 定理 8.2.3（Cauchy 判别法） 设在[ , )a + ∞ ⊂ + ∞( , )0 上恒有 ，f x( ) ≥ 0

K是正常数。 

    ⑴ 若 f x
K
x p

( ) ≤ ，且 ，则 收敛； p > 1 ∫
∞+

a
dxxf )(

⑵ 若 f x
K
x p

( ) ≥ ，且 ，则 发散。 p ≤ 1 ∫
∞+

a
dxxf )(

推论（Cauchy 判别法的极限形式）设在 [ , )a + ∞ ⊂ + ∞( , )0 上恒有

，且 f x( ) ≥ 0

lim ( )
x

px f x l
→+∞

= ， 

则 

    ⑴ 若0 ≤ < +∞l ，且 ，则 收敛； p > 1 ∫
∞+

a
dxxf )(
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    ⑵ 若0 < ≤ +∞l ，且 p ≤ 1，则 发散。 ∫
∞+

a
dxxf )(

证  直接应用定理 8.2.2（比较判别法）及其推论（比较判别法的极

限形式），将函数 )(xϕ 取为 px
1
。 

⒊  讨论下列非负函数反常积分的敛散性： 

⑴
1

13 21 x e x
dx

x− + +−

+∞
∫ ln

; ⑵ ∫
∞+

+1 31
tanarc dx
x

x ; 

⑶
1

10 +
+∞
∫ x x

dx
|sin |

; ⑷
x

x
dx

q

p11 +
+∞
∫ （ ）. +∈Rqp,

解 （1）当 +∞→x 时， 

1ln

1
23 ++− − xex x

～
2
3

1

x

， 

所以积分
1

13 21 x e x
dx

x− + +−

+∞
∫ ln

收敛。 

时， （2）当 +∞→x

31
arctan

x
x

+
～ 32x

π
， 

所以积分 ∫
∞+

+1 31
tanarc dx
x

x
收敛。 

（3）因为当 时有 0≥x

xxx +
≥

+ 1
1

sin1
1

， 

而积分 dx
x∫

∞+

+0 1
1

发散，所以积分
1

10 +
+∞
∫ x x

dx
|sin |

发散。 

（4）当 时， +∞→x

p

q

x
x
+1
～ qpx −

1
， 
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所以在 时，积分1>− qp
x

x
dx

q

p11 +
+∞
∫ 收敛，在其余情况下积分 

x
x

dx
q

p11 +
+∞
∫ 发散。 

⒋  证明：对非负函数 ， 收敛与 收敛是等

价的。 

f x( ) )cpv( f x dx( )
−∞

+∞
∫ f x dx( )

−∞

+∞
∫

证  显然，由 收敛可推出 收敛，现证明当

时可由 收敛推出 收敛。 

f x dx( )
−∞

+∞
∫ )cpv( f x dx( )

−∞

+∞
∫

0)( ≥xf )cpv( f x dx( )
−∞

+∞
∫ f x dx( )

−∞

+∞
∫

由于 收敛，可知极限 )cpv( f x dx( )
−∞

+∞
∫

+∞→A
lim =)(AF

+∞→A
lim ∫−

A
A

dxxf )(  

存在而且有限，由 Cauchy收敛原理， 

0>∀ε ， ，0 0A∃ > 0, AAA ≥′∀ ： ε<− )'()( AFAF ， 

于是 与 ，成立 0, AAA ≥′∀ 0', ABB ≥∀

≤∫
′A

A
dxxf )( ε<− )'()( AFAF

 
与 ≤∫

−

−

B
B

dxxf
'

)( ε<− )'()( BFBF ， 

这说明积分 与 都收敛，所以积分 收敛。 ∫
∞+

0
)( dxxf ∫ ∞−

0 )( dxxf f x dx( )
−∞

+∞
∫

⒌ 讨论下列反常积分的敛散性（包括绝对收敛、条件收敛和发散，

下同）： 

⑴
ln ln
ln

sin
x

x
xdx

2

+∞
∫ ; ⑵

sin x
x

dx
p1

+∞
∫ （ ）; +∈Rp

⑶ ∫
∞+

1

tanarcsin dx
x

xx
p （ ）;+∈Rp ⑷ sin( )x dx2

0

+∞
∫ ; 

 

⑸

∫
∞+

a
n

m xdx
xq
xp

sin
)(
)(   （ 和q 分别是 和 n次多项式， p xm( ) xn ( ) m

q x( )n 在 范围无零点。） ),[ +∞∈ ax

解 （1）因为 有界，∫=
A xdxAF

2
sin)(

x
x

ln
lnln
在 ),2[ +∞ 单调，且 0

ln
lnlnlim =

+∞→ x
x

x
，

由 Dirichlet判别法，积分 ln ln
ln

sin
x

x
xdx

2

+∞
∫ 收敛； 
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由于 ≥x
x
x sin

ln
lnln  x

x
x 2sin

ln
lnln )2cos1(

ln
lnln

2
1 x

x
x

−= ，而积分 

∫
∞+

2 ln
lnln dx
x
x
发散， ∫

∞+

2
2cos

ln
lnln xdx
x
x

收敛，所以积分 ∫
∞+

2
sin

ln
lnln dxx
x
x

发

散，即积分
ln ln
ln

sin
x

x
xdx

2

+∞
∫ 条件收敛。 

（2）当 时，1>p pp xx
x 1sin
≤ ，而 ∫

∞+

1
1 dx
x p 收敛，所以当 时积分 1>p

sin x
x

dx
p1

+∞
∫ 绝对收敛； 

当 时，因为 有界，10 ≤< p ∫=
A xdxAF

1
sin)( px

1
在 单调，且),1[ +∞

01lim =
+∞→ px x

，由 Dirichlet判别法，积分 sin x
x

dx
p1

+∞
∫ 收敛；但因为当

时积分

10 ≤< p

∫
∞+

1
|sin| dx

x
x

p 发散，所以当 10 ≤< p 时积分
sin x
x

dx
p1

+∞
∫ 条件收敛。 

（3）当 时，1>p ≤px
xxarctansin

px2
π
，而 ∫

∞+

1
1 dx
x p 收敛，所以当 时

积分

1>p

∫
∞+

1

tanarcsin dx
x

xx
p 绝对收敛； 

当 时，因为 有界，10 ≤< p ∫=
A xdxAF

1
sin)( px

xarctan
在 单调，且),1[ +∞

0arctanlim =
+∞→ px x

x
，由 Dirichlet判别法，积分 ∫

∞+

1
arctansin dx
x

xx
p 收敛；但因

为当 时积分10 ≤< p ∫
∞+

1
sinarctan dxx

x
x

p 发散，所以当 10 ≤< p 时积分 

∫
∞+

1
arctansin dx
x

xx
p 条件收敛。 

（4）令 ，2xt = =∫
∞+

0
2 )sin( dxx ∫

∞+

0 2
sin dt

t
t
，由于 ∫

∞+

0 2
sin dt

t
t
条件收敛，可知

积分 条件收敛。 sin( )x dx2
0

+∞
∫
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（5）当 且 充分大时，有1+> mn x x
xq
xp

n

m sin
)(
)(

2x
K

≤ ，可知当 时

积分

1+> mn

∫
∞+

a
n

m xdx
xq
xp

sin
)(
)(

绝对收敛。 

当 时，因为 有界，且当 充分大时，1+= mn ∫=
A xdxAF

1
sin)( x

)(
)(

xq
xp

n

m

单调且 0
)(
)(

lim =
+∞→ xq

xp

n

m
x

，由 Dirichlet判别法可知 ∫
∞+

a
n

m xdx
xq
xp

sin
)(
)(

收敛；但

由于当 +∞→x 时，
)(
)(

xq
xp

n

m ～
x
a
，易知 ∫

∞+

1
sin

)(
)(

dxx
xq
xp

n

m 发散，所以当

时，积分1+= mn ∫
∞+

a
n

m xdx
xq
xp

sin
)(
)(

条件收敛。 

当 时，由1+< mn A
xq
xp

n

m
x

=
+∞→ )(

)(
lim ，A为非零常数、 ∞+ 或 ，易知

积分

∞−

∫
∞+

a
n

m xdx
xq
xp

sin
)(
)(

发散。 

⒍   设 在 只有一个奇点f x( ) [ , ]a b x b= ，证明定理 8.2. 和定理

8.2. 。 

'3

′5

定理 8.2. （Cauchy判别法） 设在[ , 上恒有 ，若当′3 )a b f x( ) ≥ 0 x属

于 的某个左邻域[ 时，存在正常数b ,b − η )b0 K，使得 

⑴ f x
K

b x p
( )

( )
≤

−
，且 p < 1，则 收敛； f x dx

a

b
( )∫

⑵ f x
K

b x p
( )

( )
≥

−
，且 ，则 发散。 p ≥ 1 f x dx

a

b
( )∫

证 （1）当 时，积分p < 1 ∫ −
b
a p dx

xb )(
1

收敛，由反常积分的 Cauchy 收

敛原理， 
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0>∀ε ， 0>∃δ ， ),0(', δηη ∈∀ ：
K

dx
xb

b
b p

εη
η

<
−∫

−

−

'

)(
1

。 

由于 ≤∫
−

−

' )(η
η

b
b

dxxf εη
η

<
−∫

−

−

'

)(
b
b p dx

xb
K

，所以 收敛。 f x dx
a

b
( )∫

（2）当 时，积分1≥p ∫ −
b
a p dx

xb )(
1

发散，由反常积分的 Cauchy 收敛原

理， 

00 >∃ε ， 0>∀δ ， ),0(', δηη ∈∃ ：
K

dx
xb

b
b p

0'

)(
1 εη

η
≥

−∫
−

−
。 

由于 ≥∫
−

−

' )(η
η

b
b

dxxf 0
'

)(
εη

η
≥

−∫
−

−

b
b p dx

xb
K

，所以 发散。 f x dx
a

b
( )∫

推论（Cauchy判别法的极限形式）设在[ , 上恒有 ，且 )a b f x( ) ≥ 0

lim( ) ( )
x b

pb x f x l
→ −

− = ， 

则 

    ⑴ 若0 ≤ < +∞l ，且 p < 1，则 收敛； f x dx
a

b
( )∫

⑵ 若0 < ≤ +∞l ，且 ，则 发散。 p ≥ 1 f x dx
a

b
( )∫

证 （1）由  （lim( ) ( )
x b

pb x f x l
→ −

− = +∞<≤< lp 0,1 ），可知 

0>∃δ ， ),( bbx δ−∈∀ ： pxb
lxf

)(
1)(

−
+

< ， 

再应用定理 8.2. 的（1）。 ′3

（2）由  （lim( ) ( )
x b

pb x f x l
→ −

− = +∞≤<≥ lp 0,1 ），可知 

0>∃δ ， ),( bbx δ−∈∀ ： pxb
lxf

)(2
)(

−
> ， 

再应用定理 8.2. 的（2）。 ′3

定理 8.2.    若下列两个条件之一满足，则 收敛： ′5 f x g x dx
a

b
( ) ( )∫
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    ⑴（Abel判别法）  收敛， 在[ , 上单调有界； f x dx
a

b
( )∫ g x( ) )a b

    ⑵（Dirichlet 判别法） 在∫
−

=
η

η
b

a
dxxfF )()( ],0( ab − 上有界，g x 在

上单调且

( )

[ , )a b 0)(lim =
−→

xg
bx

。 

证 （1）设 ，因为 收敛，由 Cauchy收敛原理， Gxg ≤|)(| f x dx
a

b
( )∫

0>∀ε ， 0>∃δ ， ),(, bbAA δ−∈′∀ ：
G

dxxf
A

A 2
)( ε

<∫
′

。 

由积分第二中值定理， 

∫
′A

A
dxxgxf )()( ∫∫

′
⋅′+⋅≤

A

A
dxxfAgdxxfAg

ξ

ξ
)()()()(  

∫∫
′

+≤
A

A
dxxfGdxxfG

ξ

ξ
)()( εεε

=+<
22
。 

（2）设 MF ≤|)(| η ，于是 ),[, baAA ∈′∀ ，有 Mdxxf
A

A
2)( <∫

′
。因为

，0)(lim =
−→

xg
bx

0>∀ε ， 0>∃δ ， ),( bbx δ−∈∀ ，有
M

xg
4

)( ε
< 。由积分第 

二中值定理， 

∫
′A

A
dxxgxf )()( ∫∫

′
⋅′+⋅≤

A

A
dxxfAgdxxfAg

ξ

ξ
)()()()(  

|)(|2|)(|2 AgMAgM ′+≤ εεε
=+<

22
。 

所以无论哪个判别法条件满足，由 Cauchy 收敛原理，都有

收敛的结论。 ∫
∞+

a
dxxgxf )()(

⒎  讨论下列非负函数反常积分的敛散性： 

⑴
1
1230

1

x x
dx

( )−∫ ;  ⑵
ln x

x
dx

20

1

1−∫ ; 

⑶
1

2 20
2

cos sinx x
dx

π

∫ ;  ⑷ 1
0
2 −
∫

cos x
x

dx
p

π

; 

⑸ | ln |x dxp
0

1
∫ ;  ⑹ x x dp q− −−∫ 1 1

0

1
1( ) x ; 

⑺ ∫ −− −1
0

11 |ln|)1( dxxxx qp . 

解 （1）因为
3 2 )1(

1

xx −
～

3
2

1

x

)0( +→x ，
3 2 )1(

1

xx −
～

3
1

)1(

1

x−

)1( −→x ，
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所以积分
1
1230

1

x x
dx

( )−∫ 收敛。 

（2）因为
1

lnlim 21 −−→ x
x

x 2
1

= ，且对任意 10 << δ ， 0
1

lnlim 20
=

−+→ x
xx

x

δ

，即当

充分小时，有

0>x

δxx
x 1
1

ln
2 <
−

，所以积分
ln x

x
dx

20

1

1−∫ 收敛。 

（3）因为
xx 22 sincos

1
～ 2

1
x

)0( +→x ，
xx 22 sincos

1
～

2)
2

(

1

x−
π

)
2

( −→
πx ，

所以积分
1

2 20
2

cos sinx x
dx

π

∫ 发散。 

（4）因为 px
xcos1−
～ 22

1
−px

)0( +→x ，所以当 3<p 时积分
1

0
2 −
∫

cos x
x

dx
p

π

收

敛，当 时积分3≥p
1

0
2 −
∫

cos x
x

dx
p

π

发散。 

（5）首先对任意的 10 << δ 与任意的 ，有 ，即当

充分小时，有

p 0]|ln|[lim
0

=
+→

p

x
xxδ 0>x

δx
x p 1ln < ；且 pxln ～ px −− )1(

1 )1( −→x 。所以当 时，

积分 收敛，当

1−>p

| ln |x dxp
0

1
∫ 1−≤p 时，积分 发散。 | ln |x dxp

0

1
∫

（6） ～11 )1( −− − qp xx px −1
1

)0( +→x ， ～11 )1( −− − qp xx qx −− 1)1(
1 )1( −→x ，所

以在 时积分 收敛，在其余情况下积分 0,0 >> qp x x dp q− −−∫ 1 1
0

1
1( ) x

xx x dp q− −−∫ 1 1
0

1
1( ) 发散。 

（7） ～|ln|)1( 11 xxx qp −− − qx −− )1(
1 )1( −→x ，且 

0|)]ln|)1(([lim 112
1

0
=− −−−

+→
xxxx qp

p

x
，即当 充分小时，有 0>x

2
1

11 1ln)1( p
qp

x

xxx
−

−− <− ，所以当 1,0 −>> qp 时积分

收敛，在其余情况下积分 发散。 

∫ −− −1
0

11 |ln|)1( dxxxx qp

∫ −− −1
0

11 |ln|)1( dxxxx qp

 286



⒏  讨论下列反常积分的敛散性： 

⑴
x x

x
dx

p q− −−
∫

1 1

0

1

ln
 ( );+∈Rqp, ⑵

1
1 2230 x x x

dx
( ) ( )− −

+∞
∫ ; 

⑶
ln( )1

0

++∞
∫

x
x

dx
p

; ⑷ ∫
∞+

0

tanarc dx
x

x
p  ; 

⑸ ∫
2/

0

tanπ dx
x

x
p ; ⑹ x dp x− −

+∞
∫ 1

0
e x ; 

⑺
1

0 x x
dx

p q+
+∞
∫ ; ⑻ ∫

∞+

2 ln
1 dx

xx qp . 

解（1） x x
x

dx
p q− −−

∫
1 1

0

1

ln ∫
−

= 2
1

0

1

ln
dx

x
x p

∫
−

− 2
1

0

1

ln
dx

x
xq

∫
−− −

+ 1

2
1

11

ln
dx

x
xx qp

。 

当 ， 时积分0>p 0>q ∫
−

2
1

0

1

ln
dx

x
x p

与积分 ∫
−

2
1

0

1

ln
dx

x
xq

显然收敛，且当

时， −→1x

=
− −−

x
xx qp

ln

11 ( )[ ] ( )[ ]
( ))1(1ln

1)1(11)1(1 11

−+
−−+−−−+ −−

x
xx qp

～ qp
x

xqp
−=

−
−−

1
)1)((

， 

即 ∫
−− −1

2
1

11

ln
dx

x
xx qp

不是反常积分，所以积分
x x

x
dx

p q− −−
∫

1 1

0

1

ln
收敛。 

（2） =
−−

∫
∞+

0 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

∫
−−

1
0 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

∫
−−

+ 2
1 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

 

∫
∞+

−−
+

2 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

。 

因为 

3 2 )2()1(

1

−− xxx
～

3
13

1
2

1

x

⋅− )0( +→x ， 

3 2 )2()1(

1

−− xxx
～

3
2

)1(

1

−

−

x

)1( −→x ， 

所以积分 ∫
−−

1
0 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

收敛； 
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因为 

3 2 )2()1(

1

−− xxx
～

3
2

)1(

1

−

−

x

)1( +→x ， 

3 2 )2()1(

1

−− xxx
～

3
13

)2(

1
2

1

−

⋅

x

)2( −→x ， 

所以积分 ∫
−−

2
1 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

收敛； 

因为 

3 2 )2()1(

1

−− xxx
～

3
13

)2(

1
2

1

−

⋅

x

)2( +→x ， 

3 2 )2()1(

1

−− xxx
～

3
4

1

x

)( +∞→x ， 

所以积分 ∫
∞+

−−
2 3 2 )2()1(

1 dx
xxx

收敛。 

由此可知积分
1

1 2230 x x x
dx

( ) ( )− −
+∞
∫ 收敛。 

（3） =
+

∫
∞+

0
)1ln( dx

x
x

p +
+

∫
1
0

)1ln( dx
x

x
p ∫

∞+ +
1

)1ln( dx
x

x
p 。 

由 px
x)1ln( +
～ 1

1
−px

)0( +→x ，可知当 2<p 时，积分 ∫
+1

0
)1ln( dx

x
x

p 收敛，

当 时，积分2≥p ∫
+1

0
)1ln( dx

x
x

p 发散； 

当 时，1>p 0)1ln(lim 2
13

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
⋅

−

+∞→ p

p

x x
xx ，即当 充分大时，有 0>x

2
13

1)1ln(
−

<
+

pp

x
x

x
，其中 1

2
13
>

−p
，可知当 时，积分1>p ∫

∞+ +
1

)1ln( dx
x

x
p 收

敛，当 时，积分1≤p ∫
∞+ +

1
)1ln( dx

x
x

p 发散； 
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综上所述，当 时，积分21 << p ∫
∞+ +

0

)1ln( dx
x

x
p 收敛，在其余情况下

积分 ∫
∞+ +

0

)1ln( dx
x

x
p 发散。 

（4） ∫
∞+

0

tanarc dx
x

x
p ∫=

1
0

tanarc dx
x

x
p ∫

∞++
1

tanarc dx
x

x
p 。 

由 px
xarctan
～ 1

1
−px

)0( +→x ,可知当 2<p 时积分 ∫
1
0

tanarc dx
x

x
p 收敛； 

由 px
xarctan
～ px2

π
)( +∞→x ，可知当 时积分1>p ∫

∞+

1
tanarc dx
x

x
p 收敛。 

所以当 时积分21 << p ∫
∞+

0

tanarc dx
x

x
p 收敛，在其余情况下积分 

∫
∞+

0

tanarc dx
x

x
p 发散。 

（5） ∫
2/

0

tanπ dx
x

x
p ∫=

4/
0

tanπ dx
x

x
p ∫+

2/
4/

tanπ
π

dx
x

x
p 。 

由 px
xtan
～

2
1

1
−p

x

)0( +→x ，可知当
2
3

<p 时积分 ∫
4/

0

tanπ dx
x

x
p 收敛，

当
2
3

≥p 时积分 ∫
4/

0

tanπ dx
x

x
p 发散； 

由 px
xtan
～ 1

2

2

( )
2

p

p xππ −
)

2
( −→

πx ，可知积分 ∫
2/
4/

tanπ
π

dx
x

x
p 收敛。 

所以当
2
3

<p 时积分 ∫
2/

0

tanπ dx
x

x
p 收敛，当

2
3

≥p 时积分 

∫
2/

0

tanπ dx
x

x
p 发散。 

（6） 。 x dx ∫ −−= 1
0

1 e dxx xpp x− −
+∞
∫ 1

0
e ∫

∞+ −−+
1

1 e dxx xp

由于积分 收敛，及 ～∫
∞+ −−

1
1 e dxx xp xp ex −−1

px −1
1

)0( +→x ，所以当

时积分 收敛，当0>p x dp x− −
+∞
∫ 1

0
e x 0≤p 时积分 发散。 x dp x− −

+∞
∫ 1

0
e x
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（7） 1
0 x x

dx
p q+

+∞
∫ ∫ +

= 1
0

1 dx
xx qp ∫

∞+

+
+

1
1 dx

xx qp 。 

当 qp = 时，显然积分
1

0 x x
dx

p q+
+∞
∫ 发散； 

当 qp ≠ 时，由于 

qp xx +
1
～ ),min(

1
qpx

)0( +→x ， qp xx +
1
～ ),max(

1
qpx

)( +∞→x ， 

所以当 1),min( <qp ，且 时积分1),max( >qp
1

0 x x
dx

p q+
+∞
∫ 收敛，其余情况

下积分
1

0 x x
dx

p q+
+∞
∫ 发散。 

（8）设 ，则对任意的 ，当 充分大时，有1>p q x
2

1
1

ln
1

+
< pqp

x
xx

，因为

1
2

1
>

+p
，可知积分 ∫

∞+

2 ln
1 dx

xx qp 收敛。 

设 ，则对任意的 ，当 充分大时，有1<p q x
2

1
1

ln
1

+
> pqp

x
xx

，因为

1
2

1
<

+p
，可知积分 ∫

∞+

2 ln
1 dx

xx qp 发散。 

设 ，令 ，则1=p tx =ln ∫
∞+

2 ln
1 dx

xx qp ∫
∞+=
2ln qt

dt
，由此可知当  或 

 时积分

1>p

1,1 >= qp ∫
∞+

2 ln
1 dx

xx qp 收敛，在其余情况下积分 ∫
∞+

2 ln
1 dx

xx qp

发散。 

⒐  讨论下列反常积分的敛散性： 

⑴
x

x
dx

p−+∞

+∫
1

20 1
; ⑵

x x
x

dx
q

p

sin
11 +

+∞
∫  ( ); p ≥ 0

⑶ ∫
∞+

0

sin cose dx
x

x
p

x
; ⑷ ∫

∞+

0

sin 2sine dx
x

x
p

x
; 
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(5) ∫
1
0 2

1cos1 dx
xx p ； (6)

∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1sin
dx

x
x

x

p   ( ). 0>p

解（1） x
x

dx
p−+∞

+∫
1

20 1 ∫ +
=

−
1
0 2

1

1
dx

x
x p

∫
∞+

−

+
+

1 2

1

1
dx

x
x p

。 

由 2

1

1 x
x p

+

−

～ px −1
1

)0( +→x ， 2

1

1 x
x p

+

−

～ px −3
1

)( +∞→x ，可知当 时

积分

20 << p

x
x

dx
p−+∞

+∫
1

20 1
收敛，在其余情况下积分

x
x

dx
p−+∞

+∫
1

20 1
发散。 

（2）当 时，由1−< pq qpp

q

xx
xx

−
<

+
1

1
|sin|

，可知积分
x x

x
dx

q

p

sin
11 +

+∞
∫ 绝对收 

敛。 

当 pqp <≤−1 时，因为 有界，当 充分大时∫=
A xdxAF

1
sin)( x p

q

x
x
+1
单 

调减少，且 0
1

lim =
++∞→ p

q

x x
x

，由 Dirichlet判别法，积分 ∫
∞+

+1 1
sin dx
x

xx
p

q
收敛； 

但因为积分 ∫
∞+

+1 1
|sin| dx

x
xx

p

q
发散，所以当 pqp <≤−1 时积分

sin x
x

dx
p1

+∞
∫ 条 

件收敛。 

当 pq ≥ 时，由于 时n→∞
2

2

sin
1

qn

pn

x x dx
x

π π

π

+

+∫ 不趋于零，可知积分 

x x
x

dx
q

p

sin
11 +

+∞
∫ 发散。 

（3） ∫
∞+

0

sin cose dx
x

x
p

x

∫=
1
0

sin cose dx
x

x
p

x

∫
∞++

1

sin cose dx
x

x
p

x
。 

由 p

x

x
xe cossin
～ px

1
)0( +→x ，可知当 1<p 时积分 ∫

1
0

sin cose dx
x

x
p

x
收敛，

在其余情况下积分 ∫
1
0

sin cose dx
x

x
p

x
发散。 

当 时，易知积分1<p ∫
∞+

1

sin |cos|e dx
x

x
p

x
发散；当 0≤p 时，易知积分

 291



∫
∞+

1

sin cose dx
x

x
p

x
发散。 

当 时，因为10 << p 1cos
1

sin −<∫ exdxeA x ， px
1
单调减少，且

01lim =
+∞→ px x

，由 Dirichlet判别法；可知积分 ∫
∞+

1

sin cose dx
x

x
p

x
收敛。 

综上所述，当 时，积分10 << p ∫
∞+

0

sin cose dx
x

x
p

x
条件收敛，在其余

情况下积分 ∫
∞+

0

sin cose dx
x

x
p

x
发散。 

（4） ∫
∞+

0

sin 2sine dx
x

x
p

x

∫=
1
0

sin 2sine dx
x

x
p

x

∫
∞++

1

sin 2sine dx
x

x
p

x
。 

由 p

x

x
xe 2sinsin
～ 1

2
−px

)0( +→x ，可知当 2<p 时积分 ∫
1
0

sin 2sine dx
x

x
p

x
收

敛，在其余情况下积分 ∫
1
0

sin 2sine dx
x

x
p

x
发散。 

当 时，显然积分21 << p ∫
∞+

1

sin |2sin|e dx
x

x
p

x
收敛；当 时，易知

积分

1≤p

∫
∞+

1

sin |2sin|e dx
x

x
p

x
发散；当 0≤p 时，易知积分 ∫

∞+

1

sin 2sine dx
x

x
p

x

发散。    

当 时，因为 ，可知10 ≤< p ∫
+

=
π

π
)1( sin 02sink

k
x xdxe ∫

A x xdxe
0

sin 2sin 有界，

且 px
1
单调减少， 01lim =

+∞→ px x
，由 Dirichlet判别法，可知积分 

∫
∞+

1

sin 2sine dx
x

x
p

x
收敛。 

综上所述，当 时积分21 << p ∫
∞+

0

sin 2sine dx
x

x
p

x
绝对收敛，当

时积分

10 ≤< p

∫
∞+

0

sin 2sine dx
x

x
p

x
条件收敛，在其余情况下积分 ∫

∞+

0

sin 2sine dx
x

x
p

x
发
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散。 

（5）令 2
1
x

t = ，则 

∫ =1
0 2

1cos1 dx
xx p tdt

t
p cos1

2
1

1
2

3∫
∞+

−
。 

于是可知当 1<p 时积分 ∫
1
0 2

1cos1 dx
xx p 绝对收敛；当 时积分31 <≤ p

∫
1
0 2

1cos1 dx
xx p 条件收敛，当 时积分3≥p ∫

1
0 2

1cos1 dx
xx p 发散。 

（6）当 时，因为1>p pp xx
x

x
1

1sin
≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

，可知积分 ∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1sin
dx

x
x

x

p 绝对收

敛。 

当 时，因为10 ≤< p ∫
+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

6

1sinππ
ππ

n

n p dx
x

x
x

p

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅
>

2

32
1

ππ

π

，而级数 

∑
∞

=
⎟
⎞

⎜
⎛ +

1

1
n

p

n ππ
⎠⎝ 2

发散，所以积分 ∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1sin
dx

x
x

x

p 发散；又因为 

=
+

∫
∞+ dx

x
x

x
p1

)1sin(
dx

x

x
x

x
x

p∫
∞+

+

1

sin1coscos1sin
，注意到当 充分大时，x px

x
1sin

与 px
x
1cos
都是单调减少的，由 Dirichlet 判别法可知积分 ∫

∞+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1sin
dx

x
x

x

p

收敛，所以积分 ∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1sin
dx

x
x

x

p 条件收敛。 

10．证明反常积分 收敛。 ∫
∞+

0
4 sinsin xdxxx
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证  对任意 AAA >> '" ，由分部积分法， 

∫ =
"
'

4 sinsinA
A

xdxxx ∫−
"
'

4
2 )(cos

4
sinA

A
xd

x
x  

"

'
2

4

4
cossin

A

A
x

xx
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫ −+ "

' 2

4

4
coscosA

A
dx

x
xx

∫
"
' 3

4

2
sincosA

A
dx

x
xx
。 

显然，当 时，等式右端的三项都趋于零，由 Cauchy收敛原理，

可知反常积分 收敛。 

+∞→A

∫
∞+

0
4 sinsin xdxxx

11．设 单调，且当f x( ) x → +0 时 f x( ) → +∞，证明：  收敛的

必要条件是 。 

f x dx( )
0

1
∫

lim ( )
x

xf x
→ +

=
0

0

证  首先由 的单调性，对于充分小的f x( ) 10 << x ，有 

∫≤≤ x
x dttfxfx

2

)()(
2

0 。 

由 Cauchy收敛原理， ∫ =
+→

x
xx

dttf
2

0
0)(lim ，于是得到 

0)(lim
0

=
+→

xxf
x

。 

12．设 收敛，且 在∫
∞+

a
dxxf )( )(xxf ),[ +∞a 上单调减少，证明: 

0)()(lnlim =
+∞→

xfxx
x

。 

证  首先容易知道当 +∞→x 时， 单调减少趋于 ，于是有 )(xxf 0

0)( ≥xxf ，且 

∫ =⋅≤≤ x
x

dt
t

ttfxfxx 1)()()(ln
2
10 ∫

x
x

dttf )( 。 

然后由 Cauchy收敛原理， 0)(lim =∫
+∞→

x
xx

dttf ，于是得到 

0)()(lnlim =
+∞→

xfxx
x

。 

13．设 单调下降，且f x( ) lim ( )
x

f x
→+∞

= 0，证明：若 ′f x( )在[ , 上连续，

则反常积分 收敛。 

)0 +∞

′
+∞
∫ f x x dx( )sin 2

0
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证  首先由分部积分法， 

∫
∞+

=
0

2sin)(' xdxxf ∫
∞+

0
2 )(sin xxdf ∫

∞+
−=

0
2sin)( xdxxf 。 

由于 有界， 单调下降，且 ，由 ∫=
A xdxAF

0
2sin)( f x( ) lim ( )

x
f x

→+∞
= 0

Dirichlet判别法，可知积分 收敛，从而积分

收敛。 

∫
∞+

0
2sin)( xdxxf

′
+∞
∫ f x x dx( )sin 2

0

14. 设 绝对收敛，且∫
∞+

a
dxxf )( lim ( )

x
f x

→+∞
= 0，证明 收敛。 f x dx

a
2 ( )

+∞
∫

证  首先由 ，可知lim ( )
x

f x
→+∞

= 0 aA >∃ ， Ax >∀ ，有 1)( <xf ，即当 时， Ax >

成立 )()(2 xfxf ≤ 。因为积分 绝对收敛，于是由比较判别法， ∫
∞+

a
dxxf )(

积分 收敛。 f x dx
a

2 ( )
+∞
∫

15． 若 收敛，则称 在[ ,f x dx
a

2 ( )
+∞
∫ f x( ) )a +∞ 上平方可积（类似可定义

无界函数在[ , 上平方可积的概念）。 ]a b

    ⑴ 对两种反常积分分别探讨 平方可积与 的反常积分收

敛之间的关系； 

f x( ) f x( )

    ⑵ 对无穷区间的反常积分，举例说明，平方可积与绝对收敛互

不包含； 

    ⑶ 对无界函数的反常积分，证明：平方可积必定绝对收敛，但

逆命题不成立。 

解 （1） 收敛不能保证 收敛，例如：∫
∞+

a
dxxf )( f x dx

a
2 ( )

+∞
∫

x
xxf sin)( = ， 

则 收敛，但 发散； ∫
∞+

1
)( dxxf ∫

∞+

1
2 )( dxxf

f x dx
a

2 ( )
+∞
∫ 收敛不能保证 收敛，例如：∫

∞+

a
dxxf )(

x
xf 1)( = ，则 

∫
∞+

1
2 )( dxxf 收敛，但 发散。 ∫

∞+

1
)( dxxf
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（2） 收敛不能保证 绝对收敛，例如：f x dx
a

2 ( )
+∞
∫ ∫

∞+

a
dxxf )(

x
xxf sin)( = ，

则 收敛，但 不是绝对收敛的； ∫
∞+

1
2 )( dxxf ∫

∞+

1
)( dxxf

∫
∞+

a
dxxf )( 绝对收敛不能保证 收敛，例如： f x dx

a
2 ( )

+∞
∫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
+∈

=

∞

=

其他0

]1,[
)( 2

3∪
n n

nnxn
xf ，则 绝对收敛，但 发散。 ∫

∞+

1
)( dxxf ∫

∞+

1
2 )( dxxf

（3）由 )](1[
2
1)( 2 xfxf +≤ ，可知 收敛保证 绝对收敛； ∫

b
a

dxxf )(2 ∫
b
a

dxxf )(

但 绝对收敛不能保证 收敛，例如：∫
b
a

dxxf )( ∫
b
a

dxxf )(2

x
xf 1)( = ，则 

∫
1
0

)( dxxf 绝对收敛，但 发散。 ∫
1
0

2 )( dxxf

16. 证明反常积分 
sin

sin
x

x x
dx

p +
+∞
∫1  

    当 p ≤
1
2
时发散，当

1
2

1< ≤p 时条件收敛，当 时绝对收敛。 p > 1

 证  当 时，对充分大的 ，有p > 1 x
xx

x
p sin
sin
+ px

2
≤ ，由于积分 ∫

∞+

1
2 dx

x p  

收敛，可知积分
sin

sin
x

x x
dx

p +
+∞
∫1 绝对收敛。 

当 时，利用等式 10 ≤< p

)sin(
sinsin

sin
sin 2

xxx
x

x
x

xx
x

pppp +
−=

+
。 

这时积分 ∫
∞+

1
sin dx
x

x
p 收敛；积分 ∫

∞+

+1

2

)sin(
sin dx

xxx
x

pp 当
1
2

1< ≤p 时收敛，

当
2
10 ≤< p 发散。 

当
1
2

1< ≤p 时，由于 ∫
+

+ +
4

3

4 sin
sinππ

ππ

n

n p dx
xx

x
1)1(

1
22 ++
⋅≥ ppn π

π
，因为级

数
1)1(

1
1 ++
∑
∞

=
pp

n n π
发散，所以积分 ∫

∞+

+1 sin
sin dx

xx
x

p 发散。 
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综上所述，当
1
2

1< ≤p 时，积分
sin

sin
x

x x
dx

p +
+∞
∫1 条件收敛；当

2
10 ≤< p

时，积分
sin

sin
x

x x
dx

p +
+∞
∫1 发散。 

当 时，因为有0≤p ∫
+

+ +
2

2

4
2 sin

sinππ
ππ

n

n p dx
xx

x 2
2

2
4

sin
2

n

n

x dx
ππ

ππ

+

+
> ∫ π

16
2

> ，由 

Cauchy收敛原理，可知积分 sin
sin
x

x x
dx

p +
+∞
∫1 发散。 
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第九章  数项级数 
 

习  题  9.1  数项级数的收敛性 
 
1. 讨论下列级数的收敛性。收敛的话，试求出级数之和。 

⑴ ∑
∞

= +1 )2(
1

n nn
;  ⑵ ∑

∞

= +1 13
2

n n
n ; 

⑶ ∑
∞

= ++1 )2)(1(
1

n nnn
;  ⑷ ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 3
1

2
1

n
nn ; 

⑸ ∑
∞

=1

1
n

n n
;  ⑹ ∑

∞

=

+− +

1
2

11

3
45

n
n

nn

; 

⑺ ∑
∞

=

++−+
1

)122(
n

nnn ;  ⑻ ∑
∞

=

−

1 3
12

n
n

n ; 

⑼
0

cosn

n
q nθ

∞

=
∑   ( ). 1|| <q    

解 （1） ∑
= +

=
n

k
n kk

S
1 )2(

1
∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

n

k kk1 2
11

2
1 )

2
1

1
1

2
11(

2
1

+
−

+
−+=

nn
，所以 

4
3lim ==

∞→
nn

SS 。 

（2）因为 0
3
2lim ≠=

∞→
nn

x ，所以级数发散。 

（3） ∑
= ++

=
n

k
n kkk

S
1 )2)(1(

1
∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
−=

n

k kkk1 2
1

1
21

2
1 )

2
1

1
1

2
11(

2
1

+
+

+
−−=

nn
，

 

所以 

4
1lim ==

∞→
nn

SS 。 

（4） ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n

k
kknS

1 3
1

2
1

2
11

2
11

2
1

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅=

n

3
11

3
11

3
1

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅−

n

，所以 

2
1lim ==

∞→
nn

SS 。 

（5）因为 ，所以级数发散。 01lim ≠=
∞→

nn
x

 1



（6） ∑
=

+− +
=

n

k
k

kk

nS
1

2

11

3
45

9
51

9
51

9
1

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅=

n

9
41

9
41

9
16

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅+

n

，所以 

20
93lim ==

∞→
nn

SS 。
 

（7） 1212 +−+−+= nnSn ，所以 

nn
SS

∞→
= lim 12 +−= 。 

（8）设 ∑
=

−
=

n

k
kn

kS
1 3

12
，则 ∑

=
−

−
=

n

k
kn

kS
1

13
123 ∑

−

=

+
=

1

0 3
12n

k
k

k
，两式相减，得到 

n

n

k
kn

nS
3

12
3
212

1

1

−
−+= ∑

−

=
n

n

n
3

12

3
11

3
11

3
21

1

−
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅+=

−

， 

所以 

1lim ==
∞→

nn
SS ； 

（9） ( )
∑
=

+

−
−

=
n

k
i

ni
ikk

qe
qeeq

0

1

1
1

θ

θ
θ ，由 1|| <q ，得到 

∑
∞

=
=

0n

inneq θ ∑
=∞→ −

=
n

k
i

ikk

n qe
eq

0 1
1lim θ

θ 。 

利用 Euler公式 ，对上式两边取实部，得到 θθθ sincos iei +=

∑
∞

=0
cos

n

n nq θ 2cos21
cos1

qq
q

+−
−

=
θ
θ
。 

2. 确定 x的范围，使下列级数收敛。 

⑴ ∑
∞

= −1 )1(
1

n
nx

;  ⑵ ∑
∞

=1
e

n

nx ; 

⑶ ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n xx .    

解  （1）由 1
1

11 <
−

<−
x
解得 ),2()0,( +∞−∞∈ ∪x 。 

（2）由 解得 。 1<xe )0,(−∞∈x

 2



（3）当 时显然级数收敛；当1=x 1≠x 时 ，收敛

范围是 ；所以当

∑
∞

=

−
1

)1(
n

n xx ∑
∞

=
−=

1
)1(

n

nxx

)1,1(−∈x ( ]1,1−∈x 时级数收敛。 

3. 求八进制无限循环小数 (36.0736073607 ⋯ )8 的值。 

解  (36.0736073607 … )8 

∑
∞

=

+++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++×=

0

443424

8
16

8
13

8
17683

n

nnn

4095
47830= 。 

4. 设 ，求级数 的和。 ∫ −=
1

0

2 )1( dxxxx n
n ∑

∞

=1n
nx

解  ∫ −=
1

0

2 )1( dxxxx n
n ∫ −= 1

0
2)1( dxxxn

3
1

2
2

1
1

+
+

+
−

+
=

nnn
， 

于是 

∑
=

=
n

k
kn xS

1 3
1

2
1

3
1

2
1

+
+

+
−−=

nn
， 

所以 

∑
∞

=
=

1n
nx

6
1lim =

∞→
nn

S 。 

5. 设抛物线 ：nl n
nxy 12 +=  和 nl ′： 1

1)1( 2

+
++=

n
xny  的交点的横坐标

的绝对值为 （ ）。 na ,2,1=n

(1) 求抛物线 与 所围成的平面图形的面积 ； nl nl ′ nS

(2) 求级数∑
∞

=1n n

n

a
S
的和。 

解  (1) 容易求出抛物线 ：nl n
nxy 12 +=  和 nl ′： 1

1)1( 2

+
++=

n
xny  的 

交点的横坐标的绝对值为 
)1(

1
+

=
nn

an ，于是 

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += na

n dx
n

xn
n

nxS
0

22

1
1)1(12 3

3
4

na= ； 

(2) =∑
∞

=1n n

n

a
S

=∑
∞

=1

2

3
4

n
na

3
4

)1(
1

3
4

1
=

+
∑
∞

=n nn
。 
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习  题  9.2  上极限与下极限 
 

1. 求下列数列的上极限与下极限 

    (1) x  = n 12 +n
n

5
2cos πn
；        (2)  = n + (-1)xn

n

n
n 12 +

； 

    (3) x  = -n [ (-1)n
n + 2]；        (4)  = xn

n n 1+  + sin
3
πn
； 

(5)  = 2 (-1)xn
n+1 +3 2

)1(

)1(
−

−
nn

。 

解（1）
2
1lim =

∞→
nn

x ，
5

cos
2
1lim π

−=
∞→

n
n

x 。 

（2） +∞=
∞→

nn
xlim ， 0lim =

∞→
n

n
x 。 

（3） −∞=
∞→

nn
xlim ， −∞=

∞→
n

n
xlim 。 

（4）
2
31lim +=

∞→
nn

x ，
2
31lim −=

∞→
n

n
x 。 

（5） 5lim =
∞→

nn
x ， 5lim −=

∞→
n

n
x 。 

2. 证明： 

    (1) 
∞→n

lim (- ) = -xn
∞→n

lim xn；    (2) 
∞→n

lim (c ) = xn
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
>

∞→

∞→

.0,lim
,0,lim

cxc
cxc

n
n

nn  

证  仅对{ }是有界数列给出证明。 xn

（1） 设
∞→n

lim xn =η，则对任意给定的 ε >0，存在正整数 N，使得 εη −>nx  

对一切 n N 成立，且 { 中有无穷多项，满足> }nx εη +<nx ；于是

εη +−<− nx 对一切 n N 成立，且> { }nx− 中有无穷多项，满足

εη −−>− nx ；于是    

∞→n
lim (- )=xn =−η -

∞→n
lim xn。 

（2） 设 ，0>c
∞→n

lim xn ξ= ，则对任意给定的 ε >0，存在正整数 N，使 

得
c

xn
εξ +< 对一切 n N成立，且> { }nx 中有无穷多项，满足

c
xn

εξ −> ；

于是 εξ +< ccxn 对一切 n N 成立，且> { }ncx 中有无穷多项，满足

εξ −> ccxn ；所以 

∞→n
lim ( )ncx ξc=

∞→
=

n
c lim xn。 

设 ，0<c
∞→n

lim xn =η，则对任意给定的 ε >0，存在正整数 N，使得

 4



c
xn

εη +> 对一切 n N成立，且> { }nx 中有无穷多项，满足
c

xn
εη −< ；于

是 εη +< ccxn 对一切 n N 成立，且> { }ncx 中有无穷多项，满足

εξ −> ccxn ；所以 

∞→n
lim ( )ncx ηc= c=

∞→n
lim xn。 

3. 证明： 
    (1) 

∞→n
lim ( + )≥xn ny

∞→n
lim xn +

∞→n
lim ny ； 

    (2) 若 存在，则 lim
n→∞ nx

       
∞→n

lim ( + )= +xn ny
∞→n

lim xn
∞→n

lim ny 。 

证 （1）记
∞→n

lim xn 1h= ，
∞→n

lim ny 2h= ，则对任意给定的 0ε > ，存在正整

数 N，对一切 n N，成立 >
21
ε

−> hxn ，
22
ε

−> hyn ，即 

ε−+>+ 21 hhyx nn ， 
于是 

∞→n
lim ( + )xn ny ≥ ε−+ 21 hh 。 

由ε的任意性，即得到 

∞→n
lim ( + )xn ny ≥ =+ 21 hh

∞→n
lim xn +

∞→n
lim ny 。 

（2）若 存在，则由（1）， lim
n→∞ nx

∞→n
lim ( + ) +xn ny ≥

∞→n
lim xn

∞→n
lim ny ， 

且 

∞→n
lim ny

∞→
=

n
lim ])[( nnn xyx −+ ≥

∞→n
lim )( nn yx + +

∞→n
lim )( nx−  

∞→
=

n
lim )( nn yx + nn

x
∞→

− lim ， 

两式结合即得到 

∞→n
lim ( + )= +xn ny

∞→n
lim xn

∞→n
lim ny 。 

4. 证明：若 = x，lim
n→∞

xn 0<<∞− x , 则 

（1）
∞→n

lim ( )= xn ny lim
n→∞

⋅nx
∞→n

lim ny ； 

（2）
∞→n

lim ( )= xn ny lim
n→∞

⋅nx
∞→n

lim ny 。 

证  由 = x， ，可知对任意给定的lim
n→∞

xn 0<<∞− x ε )0( x−<< ε ，存在正 

整数 ，对一切 n ，成立 1N 1N>

0<+<<− εε xxx n 。 
记

∞→n
lim ny H= ，

∞→n
lim ny h= ，则对上述 ε )0( x−<< ε ，存在正整数 ，对2N

 5



一切 n ，成立 2N>

εε +<<− Hyh n 。 
取 ，则当 n N时，成立 { 21,max NNN = } >

{ }<+++− ))((),)((min εεεε HxHx { }))((),)((max εεεε −+−−< hxhxyx nn ， 
于是 

∞→n
lim ( )xn ny ≥ { }))((),)((min εεεε +++− HxHx ， 

∞→n
lim ( )xn ny { }))((),)((max εεεε −+−−≤ hxhx ， 

由ε的任意性，即得到 

∞→n
lim ( )xn ny ≥ =xH lim

n→∞
⋅nx

∞→n
lim ny ， 

∞→n
lim ( )xn ny xh≤

∞→
=

n
lim ⋅nx

∞→n
lim ny 。 

由于 

∞→n
lim ny ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=

∞→
)(1lim nn

nn
yx

x
≥ lim

n→∞
⋅

nx
1

∞→n
lim )( nn yx ， 

=
∞→

nn
ylim

∞→n
lim ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅ )(1

nn
n

yx
x ∞→

≤
n
lim ⋅

nx
1

∞→n
lim )( nn yx ， 

又得到 

∞→n
lim ( )xn ny

∞→
≤

n
lim ⋅nx

∞→n
lim ny ， 

∞→n
lim ( )xn ny

∞→
≥

n
lim ⋅nx

∞→n
lim ny 。 

将此两式与前面两式结合，即得到 

∞→n
lim ( )=xn ny lim

n→∞
⋅nx

∞→n
lim ny  

∞→n
lim ( )=xn ny lim

n→∞
⋅nx

∞→n
lim ny 。 
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习  题  9. 3  正项级数 
 
1. 讨论下列正项级数的敛散性： 

⑴ ∑
∞

= +1
4 1
4

n n
n ;  ⑵ ∑

∞

= +1
3

2

3
2

n nn
n ; 

⑶ ∑
∞

=2
2ln
1

n n
;  ⑷ ∑

∞

=1 !
1

n n
; 

⑸ ∑
∞

=1
2

ln
n n

n ;  ⑹ ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
cos1

n n
π ; 

⑺ ∑
∞

=1

1
n

n n
;  ⑻ )1(

1
−∑

∞

=n

n n ; 

⑼ ∑
∞

=1

2

2n
n

n ;  ⑽ ∑
∞

=
+

−+

1
122

])1(2[
n

n

nn

; 

⑾ ∑
∞

=

−

1

2 e
n

nn ;  ⑿ ∑
∞

=1

!2
n

n

n

n
n ; 

⒀ ∑
∞

=

−−+
1

22 )11(
n

nn ;  ⒁ ∑
∞

=

−−+−
1

22 )112(
n

nnn ; 

⒂ ∑
∞

= −
+

2
2

2

1
1ln

n n
n ;  ⒃ )cosln(

3
∑
∞

=
−

n n
π ; 

⒄ ∑
∞

= +++1
2 )1()1)(1(n

n

n

aaa
a

 
(a＞0)。 

 解（1）因为
1

4
4 +n

n
～ 3

4
n

)( ∞→n ，由于∑
∞

=1
3

4
n n

收敛，所以∑
∞

= +1
4 1
4

n n
n
收敛。 

（2）因为
nn

n
3

2
3

2

+
～

n
2 )( ∞→n ，由于∑

∞

=1

2
n n
发散，所以∑

∞

= +1
3

2

3
2

n nn
n
发散。 

（3）因为
nn
1

ln
1
2 > ，由于∑

∞

=1

1
n n
发散，所以∑

∞

=2
2ln
1

n n
发散。 

（4）因为当 有4≥n 2
1

!
1

nn
< ，由于∑

∞

=1
2

1
n n

收敛，所以∑
∞

=1 !
1

n n
收敛。 

（5）因为
nnn

n 1ln
2 < ，由于∑

∞

=1

1
n nn

收敛，所以∑
∞

=1
2

ln
n n

n
收敛。 

（6）     
nn 2

sin2cos1 2 ππ
=− ～ 2

2

2n
π

)( ∞→n ， 

由于∑
∞

=1
2

2

2n n
π
收敛，所以∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
cos1

n n
π
收敛。 
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（7）由于 011lim ≠=
∞→ nn n

，所以∑
∞

=1

1
n

n n
发散。 

（8）因为当 有 3≥n

11
1

−>− nn en ～
n
1 )( ∞→n ， 

由于∑
∞

=1

1
n n
发散，所以 )1(

1
−∑

∞

=n

n n 发散。 

（9）设 nn
nx
2

2
= ，则 

n

n
n x

x 1lim +

∞→
1

2
1
<= ， 

由 D’Alembert判别法，∑
∞

=1

2

2n
n

n
收敛。 

（10）设 122
])1(2[

+

−+
= n

nn

nx ，则 

n
nn

x
∞→

lim 1
4
3
<= ， 

由 Cauchy判别法，∑
∞

=
+

−+

1
122

])1(2[
n

n

nn

收敛。 

（11）设 ，则 n
n enx −= 2

n

n
n x

x 1lim +

∞→
11

<=
e
， 

由 D’Alembert判别法， 收敛。 ∑
∞

=

−

1

2 e
n

nn

（12）设 n

n

n n
nx !2

= ，则 

n

n
n x

x 1lim +

∞→
12

<=
e
， 

由 D’Alembert判别法，∑
∞

=1

!2
n

n

n

n
n
收敛。 
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（13）  11 22 −−+ nn
11

2
22 −++

=
nn

～
n
1 )( ∞→n ， 

由于∑
∞

=1

1
n n
发散，所以∑

∞

=

−−+
1

22 )11(
n

nn 发散。 

（14） =−−+− 112 22 nnn
( )

112

)1)(1(2
22

222

−+++

−+−

nnn

nnn  

)1)(1(

1

112

2
22222 −++

⋅
−+++

=
nnnnnn

～ 34
1
n

)( ∞→n ， 

由于∑
∞

=1
34

1
n n

收敛，所以∑
∞

=

−−+−
1

22 )112(
n

nnn 收敛。 

（15） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

−
+

1
21ln

1
1ln 22

2

nn
n

～ 2
2
n

)( ∞→n ， 

由于∑
∞

=1
2

2
n n

收敛，所以∑
∞

= −
+

2
2

2

1
1ln

n n
n

收敛。 

（16） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=−

nn
ππ cos11lncosln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

n2
sin21ln 2 π

～ 2

2

2n
π

)( ∞→n ， 

由于∑
∞

=1
2

2

2n n
π
收敛，所以 )cosln(

3
∑
∞

=
−

n n
π
收敛。 

（17）设
)1()1)(1( 2 n

n

n aaa
ax

+++
= ，则 

n

n
n x

x 1lim +

∞→

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

=

<<

=

10

1
2
1

10

a

a

aa

， 

由 D’Alembert判别法，∑
∞

= +++1
2 )1()1)(1(n

n

n

aaa
a

 
(a＞0)收敛。 

2. 利用级数收敛的必要条件，证明：   

(1) lim
n→∞ 2)!(n

nn

= 0；            (2)  lim
n→∞ )1(2

!)2(
+nn

n  = 0。  

证 （1）设 2)!(n
nx

n

n = ，则
n

n
n x

x 1lim +

∞→
011

1
1lim =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

∞→

n

n nn
，由 D’Alembert
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判别法， 收敛，所以∑
∞

=1n
nx lim

n→∞
=nx lim

n→∞ 2)!(n
nn

= 0。 

（2）设 )1(2
)!2(
+

= nnn
nx ，则

n

n
n x

x 1lim +

∞→
0

2
)22)(12(lim )1(2 =

++
=

+∞→ nn

nn
，由 D’Alembert

判别法， 收敛，所以∑
∞

=1n
nx lim

n→∞
=nx lim

n→∞ )1(2
)!2(
+nn

n = 0。 

3. 利用 Raabe判别法判断下列级数的敛散性：   

(1) ∑
∞

= +++1 )()2)(1(
!

n naaa
n  (a＞0)；   

(2) ∑
∞

=1
ln3
1

n
n ；                     (3) 

n

n

1
2
11

1 2
1 +++∞

=
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 。 

解 (1) 设
)()2)(1(

!
naaa

nxn +++
= ，则 

a
x
x

n
n

n
n

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→
1lim

1
,  

由 Raabe判别法， 

当 时, 级数收敛，当1>a 10 << a 时, 级数发散； 

当 ，1=a
1

1
+

=
n

xn ，级数发散。 

(2) 设 nnx ln3
1

= ，则 

13ln1lim
1

>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→ n

n
n x

x
n , 

由 Raabe判别法，级数收敛。 

(3) 设 n
nx

1
2
11

2
1 +++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ，则 

12ln1lim
1

<=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→ n

n
n x

x
n , 

由 Raabe判别法，级数发散。 

4. 讨论下列级数的敛散性：   

(1) ∑∫
∞

= −1

1

0
d

1n

n x
x

x
；           (2)  ∑∫

∞

=

π

π
1

2

2

2

dsin
n

n

n
x

x
x
；   
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(3) ∑∫
∞

=

+
1

1

0
d)1ln(

n

n xx 。   

解  (1) 当 ，有 2≥n

∫ −
n dx

x
x1

0 1 nn
dxxn

12
1

0∫ << ， 

由于∑
∞

=1

1
n nn

收敛，所以∑∫
∞

= −1

1

0
d

1n

n x
x

x
收敛。 

(2)   ∫
π

π
n

n
dx

x
x2

2

2sin
∫> π
ππ
n

n
xdx

n
2 2

22 sin
4

1
πn8

1
= ， 

由于∑
∞

=18
1

n nπ
发散，所以∑∫

∞

=1

2
2

2
dsin

n

n
n

x
x

xπ
π

发散。 

(3)   <+∫ n dxx
1

0
)1ln( 2

1

0 2
1
n

xdxn∫ = ， 

由于∑
∞

=1
22

1
n n

收敛，所以∑∫
∞

=

+
1

1

0
d)1ln(

n

n xx 收敛。 

5. 利用不等式
1

1
+n
＜ ∫

+1 dn

n x
x
＜

n
1
，证明：   

lim
n→∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++++ n

n
ln1

3
1

2
11  

存在(此极限为 Euler常数  — 见例 2.4.8)。   γ

证 设 n
n

xn ln1
3
1

2
11 −++++= ，则 

nn
n

xx nn ln)1ln(
1

1
1 ++−

+
=−+ −

+
=

1
1

n ∫
+1 dn

n x
x 0< ， 

>nx +∫
2

1
d
x
x

++∫
3
2

d
x
x

∫
+1 dn

n x
x

∫−
n

x
x

1
d

∫
+= 1 dn

n x
x 0> ， 

所以数列 单调减少有下界，因此收敛。 { }nx

6. 设 与 是两个正项级数，若∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=1n
ny lim

n→∞
n

n

y
x = 0或+∞，请问这两个

级数的敛散性关系如何?   

解  若 lim
n→∞

n

n

y
x =0，则当n充分大时有 nn yx < ，所以当 收敛时 必

定收敛，当 发散时 必定发散； 

∑
∞

=1n
ny ∑

∞

=1n
nx

∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=1n
ny
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若 lim
n→∞

n

n

y
x = ∞+ ，则当 充分大时有 ，所以当 发散时

必定发散，当 收敛时 必定收敛。 

n nn yx > ∑
∞

=1n
ny

∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=1n
nx ∑

∞

=1n
ny

7. 设正项级数 收敛，则 也收敛；反之如何?   ∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=1

2

n
nx

解 设正项级数 收敛，则∑
∞

=1n
nx 0lim =

∞→
nn

x ，所以当 充分大时有 ，

即有 ，因此 收敛；反之，当 收敛时，∑ 不一定收敛，

例如

n 10 <≤ nx

nn xx ≤2 ∑
∞

=1

2

n
nx ∑

∞

=1

2

n
nx

∞

=1n
nx

n
xn

1
= ，则 收敛，但 发散。 ∑

∞

=1

2

n
nx ∑

∞

=1n
nx

8. 设正项级数∑ 收敛，则当
∞

=1n
nx

2
1

>p 时，级数∑
∞

=1n
p
n

n
x
收敛；又问当

2
10 ≤< p 时，结论是否仍然成立?   

解  设正项级数 收敛。当∑
∞

=1n
nx

2
1

>p 时，由 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ pnp

n

n
x

n
x

2
1

2
1  

以及 与∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=1
2
1

n
pn
的收敛性，可知∑

∞

=1n
p
n

n
x
收敛。 

当
2
10 ≤< p 时，∑

∞

=1n
p
n

n
x
不一定收敛。例如

nn
xn 2ln

1
= ，则 收敛，

但

∑
∞

=1n
nx

∑
∞

=1n
p
n

n
x
发散。 

9．设 在)(xf ),1[ +∞ 上单调增加，且 Axf
x

=
+∞→

)(lim 。 

（1）证明级数 收敛，并求其和； ∑
∞

=

−+
1

)]()1([
n

nfnf

（2）进一步设 在)(xf ),1[ +∞ 上二阶可导，且 0)( <′′ xf ，证明级数

收敛。 ∑
∞

=

′
1

)(
n

nf

证  (1) 级数 的部分和为∑
∞

=

−+
1

)]()1([
n

nfnf )1()1( fnfSn −+= ，由

得到Axf
x

=
+∞→

)(lim )1(lim fASS nn
−==

∞→
； 
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(2) 由 Lagrange中值定理以及 单调减少，得到 )(' xf

)1()()(')('0 −−=<≤ nfnffnf ξ ， 

由 收敛，即得到 收敛。 ∑
∞

=
−−

2
)]1()([

n
nfnf ∑

∞

=

′
1

)(
n

nf

10．设 ∫= 4
0

tan
π

xdxa n
n ， 。 ,2,1=n

（1） 求级数∑
∞

=

++

1

2

n

nn

n
aa
的和； 

（2） 设 0>λ ，证明级数∑
∞

=1n

n

n
a
λ 收敛。 

证  （1） =+ +2nn aa ∫ 4
0

tan
π

xdxn ∫ ++ 4
0

2tan
π

xdxn ∫= 4
0

tantan
π

xxdn

1
1
+

=
n
， 

于是 

∑
∞

=

++

1

2

n

nn

n
aa

1
)1(

1
1

=
+

= ∑
∞

=n nn
； 

（2）由 及0>na =+ +2nn aa
1

1
+n
，可知 na

nn
1

1
1

<
+

< ，于是 λλ +
< 1

1
nn

an ，

由于∑
∞

=
+

1
1
1

n n λ 收敛，可知∑
∞

=1n

n

n
a
λ 收敛。 

11. 设 ＞0，xn
n

n

x
x 1+ ＞

n
11−  (n = 1,2,⋯)，证明 发散。   ∑

∞

=1n
nx

证  由 ＞0，xn
n

n

x
x 1+ ＞

n
11− ，得到 

1)1( +<− nn nxxn ， 

即数列 单调增加。于是存在{ 1+nnx } 0>α , 使得 α≥+1nnx ，因而 

n
xn

α
>+1 。 

由∑
∞

=1n n
α
发散即可知∑ 发散。 

∞

=1n
nx

12．设正项级数∑ 发散（ ，
∞

=1n
nx 0>nx ,2,1=n ），证明必存在发散的正

 7



项级数 ，使得∑
∞

=1n
ny 0lim =

∞→
n

n

n x
y

。 

证  设 , 则∑
=

=
n

k
kn xS

1
+∞=

∞→
nn

Slim 。令 

11 Sy = , 1−−= nnn SSy   ),4,3,2( =n ， 

于是 n

n

k
k Sy =∑

=1
，即 是发散的正项级数，且 ∑

∞

=1n
ny

=
∞→ n

n
n x

y
lim =

− −

∞→ n

nn

n x
SS 1lim 01lim

1

=
+ −

∞→
nn

n SS
。 

13. 设正项级数 发散， ，证明级数∑
∞

=1n
nx ∑

=

=
n

k
kn xS

1
∑
∞

=1
2

n n

n

S
x
收敛。   

证  由 ，可知 1−≥ nn SS

nnnn

nn

n

n

SSSS
SS

S
x 11

11

1
2 −=

−
≤

−−

− ， 

由此得到
n

n

k k

k

SxS
x 12

11
2 −=∑

=
。由 +∞=

∞→
nn

Slim ，得到 

11
2

2
xS

x
n n

n =∑
∞

=
。 

14．设 为 Fibonacci数列。证明级数}{ na ∑
∞

=1 2n
n
na
收敛，并求其和。 

解  首先 Fibonacci 数列具有性质 11 −+ += nnn aaa 与 2
2

15lim 1 <
+

=+

∞→ n

n
n a

a   

(见例 2.4.4)。设 n
n

n
a

x
2

= ，则 

1
4

15lim 1 <
+

=+

∞→ n

n
n x

x
， 

由 D’Alembert判别法可知级数∑
∞

=1 2n
n
na
收敛。 

设 ∑
∞

=
=

1 2n
n
na

S , 则 ∑
∞

=

+=
0

1

2
2

n
n

na
S , 两式相加得到 
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∑
∞

=

++=
1

2
1 2

3
n

n
na

aS 214 aaS −−= ， 

于是 

221 =+= aaS 。 

 9



习  题  9.4  任意项级数 
 

1. 讨论下列级数的收敛性(包括条件收敛与绝对收敛) 
 

⑴ 1-
!2

1 +
3
1
-

!4
1 + −

5
1
⋯;  ⑵ ∑

∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠ ）； x n−

⑶ ∑
∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x ;  ⑷ ∑

∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n

n
; 

⑸ ∑
∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n ;  ⑹ ∑

∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

; 

⑺ ∑
∞

=

+−
1

2
1 sin4)1(

n

nn
n

n
x ;  ⑻ ∑

∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn ; 

⑼ n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( ;  ⑽ ∑

∞

=

+

+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
1

1

)23)(23(

12ln
)1(

n

n

nn
n ; 

⑾ ∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x ;  ⑿ ∑

∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n
 ( ). 0>a

解（1）设级数 1-
!2

1 +
3
1
-

!4
1 + −

5
1
⋯的部分和数列为{ }nS ，则 

∑ ∑
= =

−
−

=
n

k

n

k
n kk

S
1 1

2 )!2(
1

12
1

， 

由于级数∑
∞

=1 )!2(
1

n n
收敛，∑

∞

= −1 12
1

n n
发散，所以 +∞=

∞→
nn

S2lim ，因此级数 

1-
!2

1 +
3
1
-

!4
1 + −

5
1
⋯发散。 

（2）级数∑
∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠x n− ）当 充分大（即n 0>+ xn ）时是交错级

数，且
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ xn
1
单调减少趋于零，所以∑

∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠x n− ）收敛；又由

于
xn

n

+
− +1)1(

～
n
1 )( ∞→n , ∑

∞

=1

1
n n
发散，所以级数∑

∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠ ）条件

收敛。 

x n−

 1



（3）当 时0=x ∑
∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
的一般项都为零，所以级数绝对收敛。 

设 ，0≠x ∑
∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
当 充分大（即n

π
x

n
2

> ）时是交错级数，且

n
xsin 单调减少趋于零，所以∑

∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
收敛；又由于

n
xn sin)1( 1+− ～

n
x

)( ∞→n ，∑
∞

=1n n
x
发散，所以级数∑

∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
条件收敛。 

（4） 1lim =
∞→

n
n

n ，因此
n

n

n n

1)1(lim
+

∞→

−
不存在，所以∑

∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n

n
发散。 

（5）∑
∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n
是交错级数，当 ，8≥n

n
n2ln
单调减少趋于零，所以

级数∑
∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n
收敛；又由于 ∑

∞

=2

2ln
n n

n
发散，所以级数∑

∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n
条

件收敛。 

（6）设∑
∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

的部分和数列为{ }nS ，则 

=nS6 ∑
=

−

−
−n

k

k

k

2

1

1

232
)1(

∑
= −

−
+

n

k

k

k

2

1 132
)1(

∑
=

−
+

n

k

k

k

2

1 3
)1(
， 

由于∑
∞

=

−

−
−

1

1

232
)1(

n

n

n
，∑

∞

= −
−

1 132
)1(

n

n

n
和∑

∞

=

−

1 3
)1(

n

n

n
都是 Leibniz级数，即都是收敛

的，所以 存在且有限。容易证明 nn
S6lim

∞→

16lim +
∞→

nn
S 26lim +

∞→
= nn

S 36lim +
∞→

= nn
S 46lim +

∞→
= nn

S 56lim +
∞→

= nn
S nn

S6lim
∞→

= ， 

由此可知级数∑
∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

收敛。 

由于
n

n
n 2

1
3

cos1
≥

π
，∑

∞

=1 2
1

n n
发散，所以级数∑

∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

条件收

敛。 
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（7）当 )
6

,
6

( ππππ +−∈ kkx 时，由于 n
nn

n x
nn

x )sin4(1sin4)1( 2
2

1 =− + ， 

1sin40 2 <≤ x ，∑
∞

=1

2 )sin4(1
n

nx
n

收敛，所以级数∑
∞

=

+−
1

2
1 sin4)1(

n

nn
n

n
x
绝对收敛。 

当
6
ππ ±= kx 时，

4
1sin 2 =x ，所以∑

∞

=

+−
1

2
1 sin4)1(

n

nn
n

n
x

∑
∞

=

+−
=

1

1)1(
n

n

n
是条

件收敛级数。 

在其他情况下，由于 n
nn

n x
nn

x )sin4(1sin4)1( 2
2

1 =− + ， ，级

数的一般项趋于无穷大，所以级数发散。 

1sin4 2 >x

（8）当
2
πkx = 时，级数的一般项都为零，所以级数∑

∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn

绝对收敛。 

设
2
πkx ≠ 。当 时，由于1>p pp nn

xnxn 1)1cos()1sin(
≤

−+
，所以级数 

∑
∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn
绝对收敛。 

当 时，由于 10 ≤< p

=
−+

pn
xnxn )1cos()1sin(

pp n
x

n
nx

2
2sin

2
2sin

+ ， 

由 Dirichlet判别法，∑
∞

=1 2
2sin

n
pn
nx
收敛，而∑

∞

=1 2
2sin

n
pn
x
发散，所以级数 

∑
∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn
发散。 

当 时，由于级数的一般项不趋于零，所以级数 0≤p

∑
∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn
发散。 
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（9）设 n
n

n
n xnx

2
)1(

2
1+−= ，则

2
lim

x
xn

nn
=

∞→
，所以 

当 2<x 时， n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( 绝对收敛； 

当 2>x 时， n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( 发散； 

当 2=x 时，级数的一般项不趋于零，所以 n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( 也发散。 

（10）设

1ln 2

(3 2)(3 2)n
nu

n n

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=
− +

。由于{ }nu 单调减少趋于零，所以
 

1

1
( 1)n

n
n

u
∞

+

=

−∑

是 Leibniz级数，因此收敛。 

因为 ～nu
n3
2ln )( ∞→n ，∑

∞

=1 3
2ln

n n
发散，所以级数 条件收敛。 1

1
( 1)n

n
n

u
∞

+

=

−∑

（11）设
nn

xx qp

n

n ln
= ，则 xxn

nn
=

∞→
lim ，所以 

当 1<x 时，级数∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x
绝对收敛； 

当 1>x 时，级数∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x
发散；

 

当 时，1=x ∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x ∑

∞

=
=

2 ln
1

n
qp nn
，因此当 或1>p 1,1 >= qp 时级数

（绝对）收敛，在其他情况下级数发散； 

当 时，1−=x ∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x

∑
∞

=

−
=

2 ln
)1(

n
qp

n

nn
，因此当 或 时级

数绝对收敛，当 或

1>p 1,1 >= qp

1,1 ≤= qp 10 << p 或 0,0 >= qp 时级数条件收敛，在

其他情况下级数发散。 

（12）设 n

n

n a
a

n
x

+
−

=
+

1
)1( 1

。 
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当 时，1>a 11lim <=
∞→ a

xn
nn

，所以级数∑
∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n
绝对收敛； 

当 时，1=a ∑
∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n ∑
∞

=

+−
=

1

1

2
)1(

n

n

n
，级数条件收敛； 

当 时，由于10 << a ∑
∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n
收敛，

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
+ na
a

1
单调有界，由 Abel判

别法，级数∑
∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n
收敛，但由于 nx ～

n
a )( ∞→n ，∑

∞

=1n n
a
发散，所

以级数条件收敛。 

2. 利用 Cauchy收敛原理证明下述级数发散： 
   ⑴   1+

2
1
-

3
1 +

4
1 +

5
1
-

6
1 +

7
1 +

8
1
-

9
1 +⋯ ;  

   ⑵   1-
2
1 +

3
1 +

4
1
-

5
1 +

6
1 +

7
1
-

8
1 +

9
1 +⋯。  

证（ 1）设级数的一般项为 ，则 nx

nnn xxx 62313 +++ ++ 26
1

43
1

13
1

−
++

+
+

+
>

nnn 6
1

26
>

−
>

n
n

， 

由于 可以取任意大，由 Cauchy收敛原理可知级数发散。 n
（ 2）设级数的一般项为 ，则 nx

nnn xxx 62313 +++ ++ nnn 6
1

63
1

33
1

++
+

+
+

>
6
1

6
=>

n
n

， 

由于 可以取任意大，由 Cauchy收敛原理可知级数发散。 n

3. 设正项级数 收敛，｛ ｝单调减少，利用 Cauchy 收敛原理证

明： = 0。 

∑
∞

=1n
nx nx

nn
nx

∞→
lim

证  由 收敛，对任意给定的∑
∞

=1n
nx 0>ε ，存在正整数 ，对一切

，成立 

0'>N

'Nnm >>

2
0 21

ε
<+++< ++ mnn xxx 。 

取 ，则当 时，有)1'(2 += NN Nn > '
2

Nn
>⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ，于是成立 

22
0

1
22

ε
<+++<<

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ nnnn xxxxn

， 
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即 

ε<< nnx0 。 

4. 若对任意 0>ε 和任意正整数 p，存在 ),( pN ε ，使得 
｜  +  + ⋯ + ｜1+nx 2+nx pnx + ε<  

对一切 n＞N成立，问级数∑ 是否收敛？ 
∞

=1n
nx

解  级数 不一定收敛。 ∑
∞

=1n
nx

例如：级数∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=
=

1

1
n n
发散，但对任意 0>ε 和任意正整数 p，取

ε
ε ppN =),( ，当 ),( pNn ε> 时， 

ε<
+

<+++ +++ 121 n
pxxx pnnn 。 

5. 若级数 收敛，∑
∞

=1n
nx lim

n→∞
n

n

y
x  = 1，问级数∑ 是否收敛? 

∞

=1n
ny

解  不一定收敛。 ∑
∞

=1n
ny

反例：
n

x
n

n

1)1( +−
= , 

nn
y

n

n
1)1( 1

+
−

=
+

，则 lim
n→∞

n

n

y
x  = 1，但级数 收

敛，而级数 发散。 

∑
∞

=1n
nx

∑
∞

=1n
ny

6. 设 ， = 0，问交错级数 是否收敛? 0≥nx lim
n→∞ nx n

n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

解  不一定收敛。 ∑
∞

=

+−
1

1)1(
n

n
n x

反例：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=
=

121

21

2 kn
k

kn
kxn ，则 ，0≥nx lim

n→∞
0nx = ，但 发

散。 

n
n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

7. 设正项数列 单调减少，且级数 发散。问级数}{ nx ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n
n x ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1
1

n

n

nx

是否收敛？并说明理由。 

 6



解  级数∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1
1

n

n

nx
收敛。 

因为正项数列 单调减少，所以必定收敛。如果 ，则

是 Leibniz 级数，因此收敛，与条件矛盾，所以必定有

}{ nx 0lim =
∞→

nn
x

∑
∞

=

−
1

)1(
n

n
n x

0lim >=
∞→

αnn
x ，于是当 n充分大时，

n
n

nx
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
1

1
1

1
α
，因此∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1
1

n

n

nx

收敛。 

8. 设级数∑
∞

=1
0

n

n

n
x
α 收敛，则当 0αα > 时，级数∑

∞

=1n

n

n
x
α 也收敛。 

证  ∑
∞

=1n

n

n
x
α )1(

1 00
∑
∞

=
−

⋅=
n

n

nn
x

ααα , 由于∑
∞

=1 0n

n

n
x
α 收敛， ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 0

1
ααn
单调有界，利用

Abel 判别法，可知级数∑
∞

=1n

n

n
x
α 收敛。 

注 本题也可利用 Dirichlet判别法证明。 

9. 若｛ ｝收敛，∑ 收敛，则级数 收敛。 nnx
∞

=
−−

2
1 )(

n
nn xxn ∑

∞

=1n
nx

证  令 , 则 。利用 Abel变换，得到 ,n n na x b= 1= kbB
k

i
ik ∑

=
==

1

                   。 ∑ ∑
=

−

=
+ −−=

n

k

n

k
kknk xxknxx

1

1

1
1 )(

由于 

∑
∞

=
+ −

1
1 )(

n
nn xxn ]

1
))(1[(

1
1 +

⋅−+= ∑
∞

=
+ n

nxxn
n

nn ， 

因为数列
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1n
n
单调有界，级数 收敛，

由 Abel判别法，∑ 收敛。再由数列｛ ｝的收敛性，即可

知级数 收敛。 

=−+∑
∞

=
+

1
1 ))(1(

n
nn xxn ∑

∞

=
−−

2
1 )(

n
nn xxn

∞

=
+ −

1
1 )(

n
nn xxn nnx

∑
∞

=1n
nx
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10. 若 绝对收敛， 收敛，则级数 收敛。 ∑
∞

=
−−

2
1 )(

n
nn xx ∑

∞

=1n
ny ∑

∞

=1n
nn yx

证  由于 收敛,可知∑
∞

=1n
ny 0, , , NN n N pε +∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ ： ε<∑

+

+=

pn

nk
ky

1
。由于

绝对收敛, 所以收敛,于是可知∑
∞

=
−−

2
1)(

n
nn xx { }nx 有界。 

设 Axx
n

nn =−∑
∞

=
−

2
1 , Bxn ≤ , 令 knnnkn yyyB ++++ +++= 21 , 利用

Abel变换，得到 

ε)()(
1

1
1

1
BABxxBxyx

pn

nk
kkkpnpn

pn

nk
kk +<−−= ∑∑

−+

+=
+++

+

+=
。 

由 Cauchy收敛原理，可知级数 收敛。 ∑
∞

=1n
nn yx

11．设 在)(xf ]1,1[− 上具有二阶连续导数，且 

0)(lim
0

=
→ x

xf
x

。 

 证明级数∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

1
n n

f 绝对收敛。 

证  由 0)(lim
0

=
→ x

xf
x

可知 0)0( =f , 0)0(' =f , 于是 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
f 1

～ 2
1

2
)0("

n
f

⋅ （ ∞→n ）， 

所以级数∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

1
n n

f 绝对收敛。 

12. 已知任意项级数 发散，证明级数∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

nx
n
也发散。 

证  采用反证法。令 nn x
n

y )11( += ，若 收敛，因为∑
∞

=1n
ny

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1n
n
单调有界，

则由 Abel判别法, =∑
∞

=1n
nx ∑

∞

= +1 1n
ny

n
n

收敛，与条件矛盾，所以级数 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

nx
n
发散。 

13. 设 ＞0， nnx lim
n→∞ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

1
1n

n

x
x

＞0，证明：交错级数 收敛。 n
n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

 8



证  设 01lim
1

>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→
γ

n

n
n x

x
n ，首先可知当 充分大时有 ，即数

列 当 充分大时是单调减少的。然后取

n 1+> nn xx

{ }nx n 0,0 >> βα ，使得

0>>> αβγ ，可知当n充分大时，成立 

α

α
αβ

n
n

nnx
x

n

n )1()11(1
1

+
=+>+>

+
， 

从而 

1)1( ++ nxn α
nxnα< ， 

这说明数列{ }nxnα 当 n充分大时也是单调减少的, 于是存在 ，使得

，即 

0>A

Axn n ≤
α

αn
Axn <<0 ， 

从而数列 趋于零。因此交错级数 是 Leibniz 级数，所以

收敛。 

{ }nx n
n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

14. 利用 
1+

2
1 +

3
1 +⋯+

n
1
- ln n → γ  ( ∞→n )， 

其中γ是 Euler常数(见例 2.4.8)，求下述∑
∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n
的更序级数的和： 

1 +
3
1
-

2
1 +

5
1 +

7
1
-

4
1 +

9
1 +

11
1
-

6
1 + ⋯。 

解. 设 =nb 11
2

+ +
3
1 +⋯+ 1 ln n

n
− ，设级数 

1+
3
1
-

2
1 +

5
1 +

7
1
-

4
1 +

9
1 +

11
1
-

6
1 + ⋯ 

nnn 2
1

14
1

34
1

−
−

+
−

+ +  

的部分和数列为 ，则 { }nS

=++ )ln(
2
1

3 nbS nn 1 +
3
1 +

5
1 +

7
1 +

9
1 +

11
1 + ⋯

14
1

34
1

−
+

−
+

nn
， 

3 2
1 1( ln ) ( ln 2 ) ln 4
2 2n n n nS b n b n b+ + + + = +4 n， 

于是 
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2ln
2
3

2
1

2
1

243 +−−= nnnn bbbS 。 

由 γ=
∞→

nn
blim ，得到 

2ln
2
3lim 3 =

∞→
nn

S 。 

由于 ，所以 =+
∞→

13lim nn
S =+

∞→
23lim nn

S nn
S3lim

∞→

2ln
2
3lim =

∞→
nn

S 。 

15. 利用级数的 Cauchy乘积证明： 

    (1) ⋅∑
∞

=0 !
1

n n ∑
∞

=

−

0 !
)1(

n

n

n
 = 1； 

(2)  =  = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ∑
∞

=

+
0

)1(
n

nqn 2)1(
1
q−

 (｜q｜＜1 。 )

解 （1）设 ⋅∑
∞

=0 !
1

n n ∑
∞

=

−

0 !
)1(

n

n

n ∑
∞

=
=

0n
nc ，则 10 =c ，且当 时，1≥n

∑
=+ ⋅

−
=

nji

j

n ji
c

!!
)1( j

nji ji
n

n
)1(

!!
!

!
1

−
⋅

= ∑
=+

0)11(
!

1
=−= n

n
， 

所以 

⋅∑
∞

=0 !
1

n n ∑
∞

=

−

0 !
)1(

n

n

n
 = 1。 

（2）设  = ，则 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ∑
∞

=0n
nc

n

nji

ji
n qnqqc )1()( +== ∑

=+
。 

又由于 1<q ，所以
q

q
n

n

−
=∑

∞

= 1
1

0
，从而得到 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq = =∑
∞

=

+
0

)1(
n

nqn 2)1(
1
q−

)1( <q 。 
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习  题  9. 5  无穷乘积 
 

1. 讨论下述无穷乘积的敛散性 
 

⑴ ∏
∞

= +1
2

2

1n n
n ;  ⑵ ∏

∞

= −
+

2 1
1

n n
n ; 

⑶ ∏
∞

=3

cos
n n

π ;  ⑷ ∏
∞

=1

1sin
n n

n ; 

⑸ ∏
∞

=1

1

e
n

nx ;  ⑹ ∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1
22

2
1

n n
x
π

; 

⑺ ∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 2
1

n
n

nx ;  ⑻ ∏
∞

=

+
1

11
n

n
n

; 

⑼ ∏
∞

=

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

e1
n

n
x

n
x ;  ⑽ ∏

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

cos11
n

qp nn
π
（ ）0, >qp

解（1）       ∏
∞

= +1
2

2

1n n
n

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

1
2 1
11

n n
， 

由于∑
∞

= +1
2 1
1

n n
收敛，所以∏

∞

= +1
2

2

1n n
n
收敛。 

（2）       ∏
∞

= −
+

2 1
1

n n
n

∏
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

+=
2

1
1
11

n n
n

， 

1
1

211
1
1

−
−

+=−
−
+

nn
n

～ )(
1

1
∞→

−
n

n
， 

由于∑
∞

= −2 1
1

n n
发散，所以∏

∞

= −
+

2 1
1

n n
n
发散。 

（3）        ∏
∞

=3

cos
n n

π
∏
∞

=
−=

3

2 )
2

sin21(
n n

π
， 

由于∑
∞

=3

2

2
sin2

n n
π
收敛，所以∏

∞

=3

cos
n n

π
收敛。 

（4）       ∏
∞

=1

1sin
n n

n )]1sin1(1[
1

∏
∞

=
−−=

n n
n ， 

n
n 1sin1− ～ )(

6
1

2 ∞→n
n

， 
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由于∑
∞

=1
26

1
n n

收敛，所以∏
∞

=1

1sin
n n

n 收敛。 

（5）       ∏
∞

=1

1

e
n

nx ∏
∞

= ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=

1

1

11
n

nxe ， 

1
1

−xne ～ )(1
∞→n

n x ， 

当 时，由于1>x
1

1
x

n n

∞

=
∑ 收敛，所以∏

∞

=1

1

e
n

nx 收敛； 

当 时，由于1≤x
1

1
x

n n

∞

=
∑ 发散，所以∏

∞

=1

1

e
n

nx 发散。 

（6）因为对任意 ，x ∑
∞

=1
22

2

n n
x
π
收敛，所以∏

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1
22

2
1

n n
x
π
收敛。 

（7）当 2<x 时，因为∑
∞

=1 2n
n

nx
收敛，所以∏

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 2
1

n
n

nx
收敛； 

当 2≥x 时，因为∑
∞

=1 2n
n

nx
发散，所以∏

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 2
1

n
n

nx
发散。 

（8）∏
∞

=

+
1

11
n

n
n ∏

∞

=

+
=

1

)11ln(1

n

nne ∏
∞

=

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=

1

)11ln(1

11
n

nne ， 

1
)11ln(1

−
+

nne ～ )(1
2 ∞→n

n
， 

因为∑
∞

=1
2

1
n n

收敛，所以∏
∞

=

+
1

11
n

n
n
收敛。 

（9） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

22

2 1
2

111
nn

x
n
x

n
xe

n
x n

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= 22

2 1
2

1
nn

x
， 

因为∑
∞

=1
2

2

2n n
x
收敛，所以∏

∞

=

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

e1
n

n
x

n
x

收敛。 

（10） qp nn
πcos11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += qp nn 2

2

2
111 π +−+= qp nn 2

2

2
11 π

， 

由此可知 
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当 时，1)2,min( >qp ∏
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

cos11
n

qp nn
π
收敛； 

当 时，1)2,min( ≤qp ∏
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

cos11
n

qp nn
π
发散。 

2. 计算下述无穷乘积的值： 

    (1) ∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
2

11
n n

;            ⑵ ∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
2 )1(

21
n nn

; 

(3) ∏
∞

= +
−

2
3

3

1
1

n n
n

。 

解  (1)由于 

∏
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n

k k2
2

11 ∏
=

+−
=

n

k k
kk

2
2

)1)(1(
n

n 1
2
1 +
⋅= ， 

所以 

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
2

11
n n 2

111lim
2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∏

=∞→

n

kn k
。 

(2)由于 

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
n

k kk2 )1(
21 =

+
+−

= ∏
=

n

k kk
kk

2 )1(
)2)(1(

n
n 2

3
1 +
⋅= ， 

所以 

∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
2 )1(

21
n nn 3

1
)1(

21
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−= ∏
=

n

k kk
。 

(3)由于 

∏
= +

−n

k k
k

2
3

3

1
1

=
+−+
++−

= ∏
=

n

k kkk
kkk

2
2

2

)1)(1(
)1)(1(

)1(
1

3
2 2

−
++

⋅=
nn

nn
， 

所以 

∏
∞

= +
−

2
3

3

1
1

n n
n

3
2

1
1lim

2
3

3
=

+
−

= ∏
=∞→

n

kn k
k

。 

3. 设 0＜ ＜nx
2
π
， 收敛，则 收敛。 ∑

∞

=1

2

n
nx ∏

∞

=1

cos
n

nx

证  设 nnx α−=1cos , 则 
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22

2
1

2
sin2cos10 n

n
nn x

x
x <=−=< α ， 

由于 收敛，所以 收敛。 ∑
∞

=1

2

n
nx ∏

∞

=1

cos
n

nx

4. 设｜ ｜＜na
4
π
， 收敛，则∑

∞

=1

||
n

na ∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 4
tan

n
naπ
绝对收敛。 

证  由于 收敛，所以∑
∞

=1

||
n

na 0lim =
∞→

nn
a 。设 

n
n

n
n a

a
a απ

+=
−
+

=+ 1
tan1
tan1

)
4

tan( ,  

则 

n

n
n a

a
tan1

tan2
−

=α ， 2lim =
∞→ n

n

n a
α

， 

于是 收敛，所以∑
∞

=1
||

n
nα ∏

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 4
tan

n
naπ
绝对收敛。 

5. 证明： 

  (1) lim
n→∞

0
)2(642
)12(531
=

⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅
n

n
； 

  (2) lim
n→∞

0
)()2)(1(
)()2)(1(
=

+++
+++

n
n

αααα
ββββ  ( αβ <<0 )。 

证  （1） lim
n→∞

=
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅
)2(642
)12(531

n
n

∏
∞

=

−

1 2
12

n n
n

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

1 2
11

n n
， 

由于 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n2
11ln ～ )(

2
1

∞→− n
n

，∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

1 2
1

n n
， 

所以∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 2
11ln

n n
，从而 

lim
n→∞

=
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅
)2(642
)12(531

n
n

0
2
11

1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∏

∞

=n n
。 

（2） lim
n→∞

=
+++
+++

)()2)(1(
)()2)(1(

n
n

αααα
ββββ

∏
∞

= +
+

0n n
n

α
β

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−=
0

1
n nα

αβ
， 

由于 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
nα
αβ1ln ～ )( ∞→

+
−

− n
nα
αβ

，∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
1n nα

αβ
， 
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所以∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
1

1ln
n nα

αβ
，从而 

lim
n→∞

=
+++
+++

)()2)(1(
)()2)(1(

n
n

αααα
ββββ

01
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−∏
∞

=n nα
αβ

。 

6. 设｜q｜＜1，证明：∏
∞

=
+

1
)1(

n

nq
∏
∞

=

−−
=

1

12 )1(

1

n

nq
。 

证  设 ，则 =nP ∏
=

+
n

k

kq
1

)1(

=nP2 ∏
=

+
n

k

kq
2

1

)1(
∏

∏

=

=

−

−
= n

k

k

n

k

k

q

q

2

1

2

1

2

)1(

)1(

∏ ∏

∏

= =

−

=

−⋅−

−
= n

k

n

k

kk

n

k

k

qq

q

1 1

122

2

1

2

)1()1(

)1(

∏

∏

=

−

+=

−

−
= n

k

k

n

nk

k

q

q

1

12

2

1

2

)1(

)1(
， 

由于 收敛，所以 ∏
∞

=
−

1

2 )1(
n

nq

1)1(lim
2

1

2 =−∏
+=∞→

n

nk

k

n
q ， 

于是 

=
∞→

nn
P2lim

∏
∞

=

−−
=

1

12 )1(

1

n

nq
。 

由于 ，所以 =−
∞→

12lim nn
P nn

P2lim
∞→

=
∞→

nn
Plim ∏

∞

=
+

1
)1(

n

nq
∏
∞

=

−−
=

1

12 )1(

1

n

nq
。 

7. 设
n

a n
1

12 −=− ，
n

a n
1

2 = + ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

nn
111
，证明级数 与 都发散，

但无穷乘积 收敛。 

∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1

2

n
na

∏
∞

=

+
2

)1(
n

na

证 设 ，则 ∑
=

=
n

k
kn aS

1

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

n

k
n kk

S
1

2
111
， 

由于 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

kk
111
～ )(1

∞→k
k

，于是 

∞→n
lim +∞=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑

=∞→

n

knn kk
S

1
2

111lim ， 

所以 发散；又由于∑
∞

=1n
na

n
an

12 ≥ ， 也发散。 ∑
∞

=1

2

n
na
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设 ，则 ∏
=

+=
n

k
kn aP

1
)1(

=nP2  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∏

=
)11(11111

1 kkkk

n

k
∏
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n

k k1
2

11 ， 

所以 存在且非零。由于 nn
P2lim

∞→

=−
∞→

12lim nn
P nn

P2lim
∞→
， 

所以 存在且非零，即无穷乘积 收敛。 nn
P

∞→
lim ∏

∞

=

+
2

)1(
n

na
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第十章  函数项级数                    
 

习  题 10. 1  函数项级数的一致收敛性 
 
 1. 讨论下列函数序列在指定区间上的一致收敛性。 
    ⑴ Sn(x) =  ,         (i) xnx−e ∈ )1,0( ，         (ii) x∈ ； ),1( +∞

    ⑵ Sn(x) = x ,            xnx−e ∈ ),0( +∞ ； 

    ⑶ Sn(x) = sin
n
x ,      (i) x∈ ),( +∞−∞ ，     (ii) x∈ ],[ AA− ( )； 0>A

    ⑷ Sn(x) = arctan nx,       (i) x∈ )1,0( ，         (ii) x∈ ； ),1( +∞

    ⑸ Sn(x) = 2
2 1

n
x + ,        x∈ ),( +∞−∞ ； 

    ⑹ Sn(x) = nx(1 - x)n ,       x∈ ]1,0[ ； 

    ⑺ Sn(x) =
n
x ln

n
x ,          (i) x∈ )1,0( ，       (ii) x∈ )； ),1( +∞

    ⑻ Sn(x) = n

n

x
x
+1

,         (i) x∈ )1,0( ，       (ii) x∈ ； ),1( +∞

    ⑼ Sn(x) = (sin x)n ,           x∈ ],0[ π ； 

    ⑽ Sn(x) = (sin x) n
1

,    (i) x∈ [0, ]π ，   (ii) x∈ ],[ （ 0>δ ）； δπδ −

    ⑾ Sn(x) = 
n

n
x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +1 ,       (i) x∈ ),0( +∞ ，   (ii) x∈ ],0( A ( )； 0>A

⑿ Sn(x) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ x

n
xn 1 ,  (i) x∈ ),0( +∞ ,    (ii) [ ) 0,, >+∞∈ δδx 。 

解 （1）(i) ， 0)( =xS

)()(sup),(
)1,0(

xSxSSSd n
x

n −=
∈

1=  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0,1)

 (ii) ， 0)( =xS

)()(sup),(
),1(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈

ne−= )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。 (1, )+∞

（2） ， 0)( =xS

)()(sup),(
),0(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈ ne

1
= )(0 ∞→→ n ， 

 1



所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。  (0, )+∞

（3）(i) ， 0)( =xS

)()(sup),(
),(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞−∞∈

1=  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 ( , )−∞ +∞ 上非一致收敛。 

 (ii) ，当0)( =xS
π
An 2

> ， 

)()(sup),(
],[

xSxSSSd n
AAx

n −=
−∈ n

A
≤ )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在[ , ]A A− 上一致收敛。 

（4）(i) 
2

)( π
=xS ， 

)()(sup),(
)1,0(

xSxSSSd n
x

n −=
∈ 2

π
=  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0,1)

(ii)
2

)( π
=xS ， 

)()(sup),(
),1(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈

narctan
2
−=

π )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。 (1, )+∞

（5） xxS =)( ，由于
n

x
n

xxSxSn
11)()( 2

2 ≤−+=− ，于是 

)()(sup),(
),(

xSxSSSd n
x

n −=
+∞−∞∈

)(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 ( , )−∞ +∞ 上一致收敛。 

（6） ， 0)( =xS

=− )1()1(
n

S
n

Sn
n

n
)11( −  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在[0 上非一致收敛。 ,1]

（7）(i) ，由于0)( =xS 0)0()0( =+−+ SSn ，且 

 2



[ ] =− )()( xSxS
dx
d

n 0)ln1(1
<+

n
x

n
 ， )2( ≥n

于是  

n
nxSxSSSd n

x
n

ln)()(sup),(
)1,0(

=−=
∈

)(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 上一致收敛。 (0,1)

(ii) ， 0)( =xS

=− )2()2( nSnSn 2ln2  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。   (1, )+∞

（8）(i) ， 0)( =xS

=−−− )11()11(
n

S
n

Sn
n

n

n

n

)11(1

)11(

−+

−
 ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0,1)

(ii) ，  1)( =xS

=+−+ )11()11(
n

S
n

Sn 1
)11(1

)11(
−

++

+

n

n

n

n  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (1, )+∞

（9）
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠∈

=
=

2
],,0[0

2
1

)(
ππ

π

xx

x
xS ，取 ],0[ π∈nx ，使得

n
xn

11sin −= ，则
2
π

≠nx ， 

=− )()( nnn xSxS n

n
)11( −  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在[0, ]π 上非一致收敛。 

（10）(i)  ，取
⎩
⎨
⎧

<<
=

=
π
π

x
x

xS
01

,00
)( ),0( π∈nx ，使得 nnx

2
1sin = ，则 

 3



=− )()( nnn xSxS 1
2
1
−  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 (0, )π 上非一致收敛。 

 (ii) ， 1)( =xS

)()(sup),( xSxSSSd nn −=
],[x −∈ δπδ

δn
1

sin1−= )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在[ , ]δ π δ− 上一致收敛。 

（11）(i) ， xexS =)(

=− )()( nSnSn
nn e−2  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0, )+∞

(ii) ，由于xexS =)( 0)0()0( =+−+ SSn ，且当 充分大时， n

[ ] =− )()( xSxS
dx
d

n 01
1

<−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
x

n

e
n
x

， 

于是  

)()(sup),(
],0(

xSxSSSd n
Ax

n −=
∈

n
A

n
Ae ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 1 )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在 (0, ]A 上一致收敛。   

（12）(i)
x

xS
2

1)( = ， 

=− )1()1(
n

S
n

Sn n⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
32  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以{ }( )nS x 在 上非一致收敛。 (0, )+∞

(ii)
x

xS
2

1)( = ， 

Sn(x) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ x

n
xn 1 )(

2
1

1
1 xS

xx
n

x
=<

++
= ， 
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由于 

[ ] 0

4

1

)1()1(2

1)()(
2
3 >+

+++

−
=−

xn
xx

n
xx

xSxS
dx
d

n ， 

可知 

)()(sup),(
),[

xSxSSSd n
x

n −=
+∞∈ δ

)()( δδ SSn −=   

δ
δδ

2
11

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

n
n )(0 ∞→→ n ， 

所以{ }( )nS x 在[ , )δ +∞ 上一致收敛。 

2.  设Sn(x) = n( nx  -
 nx 2 )，则函数序列{S (x)}在 上收敛但不一致

收敛，且极限运算与积分运算不能交换，即 
n ]1,0[

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx ≠ ∫ ∞→

1

0
lim
n

Sn(x) dx。 

证 函数序列{Sn(x)}在 上收敛于]1,0[ 0)( =xS 。取
n

xn
11−= ，则 

=− )()( nnn xSxS +∞→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−− nn

nn
n 2)11()11( ， 

所以{Sn(x)}在 上非一致收敛。 ]1,0[
由于 

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx

∞→
=

n
lim xxxn nn d)(1

0
2∫ −

2
1

= ， S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x) dx 0= ， 

所以 
            dx 

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn ≠ ∫ ∞→

1

0
lim
n

Sn(x) dx。 

3.  设Sn(x) = 221 xn
x

+
，则 

    ⑴ 函数序列{Sn(x)}在 ),( +∞−∞ 上一致收敛； 

    ⑵ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ )(

d
d xS
x n 在 上不一致收敛； ),( +∞−∞

    ⑶ 极限运算与求导运算不能交换，即 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) = 

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

并不对一切 x∈ 成立。 ),( +∞−∞

解 （1）Sn(x)= 221 xn
x

+
， 0)( =xS ，则 

nxn
xxSxSn 2

1
1

)()( 22 ≤
+

=− )(0 ∞→→ n ， 
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所以{Sn(x)}在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（2）  )(xS
dx
d

n 222

22

)1(
1

xn
xn

+
−

= ， )(lim)( xS
dx
dx nn ∞→

=σ
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
00
01

x
x
， 

取
n

xn 2
1

= ，则 

)( nn xS
dx
d

25
12)( =− nxσ ─/→ 0（ ∞→n ）， 

所以
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ )(

d
d xS
x n 在 上不一致收敛。 ),( +∞−∞

（3）由于在 0=x 处， 

xd
d

∞→n
lim Sn(x) ，0= )(lim)( xS

dx
dx nn ∞→

=σ 1= ， 

所以在 处， 0=x

∞→n
lim

xd
d Sn(x) =

xd
d

∞→n
lim Sn(x) 

不成立。 
4.  设Sn(x) =

n
1 arctan xn

 ，则函数序列{Sn(x)}在 ),0( +∞ 上一致收敛；试

问极限运算与求导运算能否交换，即 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) =

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

是否成立? 

解       Sn(x)=
n
1 arctan ，nx n

n

n x
xxS 2

1
'

1
)(

+
=

−

， 

=)(xS
∞→n

lim Sn(x) 0= ， 0)(' =xS ， 

所以 )1('
2
1)1(lim ' SSnn
≠=

∞→
，即 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) =

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

在 不成立。 1=x

5. 设Sn(x) = ，其中a是参数。求a的取值范围，使得函数序列
{S

nxxen −α

n(x)}在 上 ]1,0[
    ⑴ 一致收敛； 
    ⑵ 积分运算与极限运算可以交换，即 

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx = S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x) dx； 

    ⑶ 求导运算与极限运算可以交换，即对一切 x∈[0,1]成立 

∞→n
lim

xd
d Sn(x) = 

xd
d

∞→n
lim Sn(x) 。 

 6



解  (1) S=)(xS
∞→n

lim n(x) ，令 ，得到0= =)(' xSn 0)1( =−− nxen nxα

n
x 1
= ，即 

=−=
∈

)()(sup),(
]1,0[

xSxSSSd n
x

n
11)1( −−= en

n
Sn

α ， 

所以 0),(lim =
∞→

SSd nn
当且仅当 1<α 时成立，所以当 1<α 时，{Sn(x)}在  ]1,0[

上一致收敛。 

(2)   S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x)dx ，∫ == 1
0

0)( dxxS ∫ =1
0

)( dxxSn
ne

n
nn −−− +− )11(12 αα ， 

所以当且仅当 2<α 时，成立.
  

∞→n
lim ∫

1

0
)(xSn dx = S∫ ∞→

1

0
lim
n

n(x) dx。 

(3)    
xd

d
∞→n

lim Sn(x)
xd

d
= 0)( =xS ，

xd
d Sn(x) ， )1( nxen nx −= −α

由于 

)1(lim nxe nx

n
−−

∞→ ⎩
⎨
⎧

=
∈

=
01

]1,0(0
x
x

， 

所以当且仅当 0<α 时， 

∞→n
lim

xd
d Sn(x)=

xd
d

∞→n
lim Sn(x)  

对一切 x∈[0,1]成立。 
6.  设 S '(x)在区间 上连续， ),( ba

                    Sn(x) = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + )(1 xS

n
xSn ， 

证明：{Sn(x)}在 上内闭一致收敛于S '(x)。 ),( ba

解  显然 S
∞→n

lim n(x) ，所以只须证明 )(' xS= 0>∀η , { })(xSn 在 [ ]ηη −+ ba ,

上一致收敛于 。 )(' xS

取 ηα <<0 , 则 在)(' xS [ ]αα −+ ba , 上一致连续, 即 

0,0 >∃>∀ δε , ∈∀ ",' xx [ ]αα −+ ba , , 只要 δ<− "' xx , 就成立 

ε<− )"(')'(' xSxS 。 

取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

αηδ
1,1maxN , 则当 且Nn > ∈x [ ]ηη −+ ba , 时，有 

∈+
n

x 1 [ ]αα −+ ba , ,  
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于是 

=− )(')( xSxSn εξ <− )(')(' xSS ， 

所以{Sn(x)}在 上内闭一致收敛于S '(x)。 ),( ba

7.  设 在 上连续，令 )(0 xS ],0[ a

Sn(x) = d t，  n = 。 ∫ −

x

n tS
0 1 )( ,2,1

证明：{Sn(x)}在 上一致收敛于 0。 ],0[ a

证  设 MxS ≤)(0 , 则 

MxdttSxS x ≤= ∫0 01 )()( ， 

∫∫ ≤= xx MtdtdttSxS
00 12 )()(

!2

2xM= ， 

 

∫∫ =
−

≤=
−

−
x

nn
x

nn n
xMdt

n
tMdttSxS

0

1

0 1 !)!1(
)()( ， 

 

由于  

!! n
aM

n
xM

nn
≤ ， 0)

!
(lim =

∞→ n
aM

n

n
， 

所以{Sn(x)}在 上一致收敛于 0。 ],0[ a

8.  设S(x)在 上连续，且S(1) = 0。证明：{x]1,0[ n S(x)}在[0,1]上一致收
敛。 

证 S(x)在 上连续，所以有界，设]1,0[ MxS ≤)( 。 由 , 可知 0)1( =S

0,0 >∃>∀ δε , [ ]1,1 δ−∈∀x ，成立 ε<)(xSxn 。 

由于{ }nx 在 [ ]δ−1,0 上一致收敛于零，可知 

,N∃  , Nn >∀ [ ]δ−∈∀ 1,0x ，成立 
M

xn ε
< ， 

于是 

ε<)(xSxn  

 8



对一切 成立，因此{x]1,0[∈x n S(x)}在[0,1]上一致收敛。 
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习 题  10.2  一致收敛级数的判别与性质 

 
1. 讨论下列函数项级数在所指定区间上的一致收敛性。 

    ⑴ ，            x∈[0, 1]； ∑
∞

=

−
0

)1(
n

nxx

    ⑵ ，∑
∞

=

−
0

2)1(
n

nxx             x∈[0, 1]； 

⑶ ，              x∈∑
∞

=

−

0

3 2

e
n

nxx [ )+∞,0 ；   

⑷ ，       (i) x∈∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx [ )+∞,0 ，  (ii) x∈ [ )+∞,δ （δ＞0）； 

    ⑸ ∑
∞

= +0
231n xn

x
，              x∈(-∞, +∞)； 

    ⑹ ∑
∞

= +1
3 44

sin
n xn

nx
，             x∈(-∞, +∞)； 

    ⑺ ，         x∈[0, 1]； ∑
∞

=

−−
0

)1()1(
n

nn xx

    ⑻ ∑
∞

= +
−

1
2

)1(
n

n

xn
，                x∈(-∞, +∞)； 

    ⑼ ∑
∞

=0 3
1sin2

n
n

n

x
，      (i) x∈(0, +∞)，(ii) x∈ [ )+∞,δ （δ＞0）； 

    ⑽ ∑
∞

=1

sinsin
n n

nxx
，             x∈(-∞, +∞)； 

    ⑾ ∑
∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
，               x∈(-∞, +∞)； 

⑿ ∑
∞

= +
−

0
2

2

)1(
)1(

n
n

n

x
x

，           x∈(-∞, +∞)。 

解（1）  ， ∑
=

−=
n

k

k
n xxxS

0
)1()( 11 +−= nx

由于{ }1+nx 在 非一致收敛，所以∑ 在 上非一致收敛。 ]1,0[
∞

=

−
0

)1(
n

nxx ]1,0[

（2）设 ，则在 上 n
n xxxu 2)1()( −= ]1,0[

)
2

()(0
+

≤≤
n

nuxu nn 2)2(
4
+

<
n

， 

由于∑
∞

= +0
2)2(

4
n n

收敛，由 Weierstrass 判别法，∑ 在 上一致
∞

=

−
0

2)1(
n

nxx ]1,0[

 1



收敛。 

（3）设 ，则当 时，在
23)( nx

n exxu −= 1≥n ),0[ +∞ 上 

)
2
3()(0
n

uxu nn ≤≤
2
3

n

K
= ， 

其中 2
3

4
63 −

= eK 。由于∑
∞

=0
2
3

n
n

K
收敛，由Weierstrass判别法，∑ 在

上一致收敛。 

∞

=

−

0

3 2

e
n

nxx

),0[ +∞

（4）(i) 设 ，对任意的正整数 N，取2
)( nx

n xexu −= )(2 Nnnm >= 与
n

xn
1

=  

),0[ +∞∈ ，则  

=∑
+=

m

nk
nk xu

1
)( ++− 2)1( nxn

nex +++− 2)2( nxn
nex >− 22 nnx

nex
22 nnx

nenx −

 
+∞→= −2en )( ∞→n ， 

所以 不满足 Cauchy 收敛原理的条件，由此可知 在

上非一致收敛； 

∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx ∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx

),0[ +∞

 (ii) 设 ，则当
2

)( nx
n xexu −= 22

1
δ

>n 时， 关于 在)(xun x ),[ +∞δ 上单调减少，

所以 

n
n exu

2
)(0 δδ −≤≤ ， 

由于 收敛，由Weierstrass判别法， 在∑
∞

=

−

0

2

n

ne δδ ∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx ),[ +∞δ 上一致收

敛。 

（5）设 231
)(

xn
xxun

+
= ，则当 时，1≥n

2
3

2

1)(

n

xun ≤ ，由于∑
∞

=0
2
3

2

1
n

n

收敛，

由Weierstrass判别法，∑
∞

= +0
231n xn

x
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（6）设
3 44

sin)(
xn

nxxun
+

= ，则当 时，1≥n
3
4

1)(

n

xun ≤ ，由于∑
∞

=0
3
4

1
n

n

收敛，

 2



由Weierstrass判别法，∑
∞

= +1
3 44

sin
n xn

nx
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（7）设 ， ，则n
n xxxa )1()( −= n

n xb )1()( −= { })(xan 对固定的 关于

是单调的，且在 上一致收敛于零，同时

]1,0[∈x n

]1,0[ 1)(
0

≤∑
=

n

k
k xb ，由 Dirichlet

判别法， 在 上一致收敛。 ∑
∞

=

−−
0

)1()1(
n

nn xx ]1,0[

（8）设 2
1)(

xn
xan

+
= ， ，则n

n xb )1()( −= { })(xan 对固定的 关于

是单调的，且在 上一致收敛于零，同时

),( +∞−∞∈x

n ),( +∞−∞ 1)(
1

≤∑
=

n

k
k xb ，由 Dirichlet

判别法，∑
∞

= +
−

1
2

)1(
n

n

xn
在 上一致收敛。 ),( +∞−∞

（9）(i) 设
x

xu n
n

n 3
1sin2)( = ，取

πnnx
3

2
= ),0( +∞∈ ，则 

+∞→= n
nn xu 2)( ， 

即 在 上非一致收敛，所以{ })(xun ),0( +∞ ∑
∞

=0 3
1sin2

n
n

n

x
在 ),0( +∞ 上非一致收

敛； 

(ii) 设
x

xu n
n

n 3
1sin2)( = ，则当 ),[ +∞∈ δx 时， 

n

n xu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

3
21)(

δ
， 

由于
n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

= 3
21

0δ
收敛，由Weierstrass判别法，∑

∞

=0 3
1sin2

n
n

n

x
在 ),[ +∞δ 上一致

收敛。 

（10）设
n

xan
1)( = ， nxxxbn sinsin)( = ，由于 与 无关且单调趋于)(xan x

 3



零，所以{ 对固定的})(xan ),( +∞−∞∈x 关于 是单调的，且在 上

一致收敛于零，同时 

n ),( +∞−∞

=∑
=

n

k
k xb

1
)( ∑

=

n

k
kxxx

1
sin

2
sin2

2
cos 2

2
cos)

2
1cos(

2
cos ≤−+⋅=

xxnx
， 

由 Dirichlet判别法，∑
∞

=1

sinsin
n n

nxx
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（11）设 nn x
xxu

)1(
)( 2

2

+
= ，取 01

20 >=
e

ε ，对任意的正整数 N，取

与)(2 Nnnm >=
n

xn
1

= ),( +∞−∞∈ ，则  

=∑
+=

m

nk
nk xu

1
)( 12

2

)1( ++ n
n

n

x
x

++
+

+
+22

2

)1( n
n

n

x
x

n
n

n

x
x

22

2

)1( + n
n

n

x
nx

22

2

)1( +
> 02

1 ε=>
e

， 

所以∑
∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
不满足Cauchy收敛原理的条件，由此可知∑

∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
在

上非一致收敛。 ),( +∞−∞

（12）设 nn x
xxa

)1(
)( 2

2

+
= ， ，则n

n xb )1()( −= { })(xan 对固定的 关

于 是单调的，且在 上一致收敛于零，同时

),( +∞−∞∈x

n ),( +∞−∞ 1)(
1

≤∑
=

n

k
k xb ，由

Dirichlet判别法，∑
∞

= +
−

0
2

2

)1(
)1(

n
n

n

x
x

在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

2. 证明：函数 ∑
∞

= +
=

0
2 1

cos)(
n n

nxxf 在(0,2π )上连续，且有连续的导函数。 

证  由于
1

1
1

cos
22 +

≤
+ nn
nx

，∑
∞

= +0
2 1
1

n n
收敛，由Weierstraass判别法，∑

∞

= +0
2 1

cos
n n

nx  

在(0,2π )上一致收敛，所以 ∑
∞

= +
=

0
2 1

cos)(
n n

nxxf 在(0,2π )上连续。 

设 =)(xσ =
+

∑
∞

=
)'

1
cos(

0
2

n n
nx

∑
∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
，由于

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+12n
n
单调趋于零，且对任 

意的 πδ <<0 ，当 x∈ ]2,[ 时， δπδ −

∑
=

n

k
kx

1
sin =

2
sin2

2
cos

2
1cos

x

xxn −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤

2
sin

1
δ
， 
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由 Dirichlet 判别法，可知 ∑
∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在 ]2,[ δπδ − 上一致收敛，即

∑
∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在 )2,0( π 上内闭一致收敛，因此 =)(xσ ∑

∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在(0,2π )

上连续。再由逐项求导定理，可知 )()(' xxf σ= 在(0,2π )上成立，即

∑
∞

= +
=

0
2 1

cos)(
n n

nxxf 在(0,2π )上有连续的导函数。 

3. 证明：函数 在∑
∞

=

−=
1

e)(
n

nxnxf ),0( +∞ 上连续，且有各阶连续导函数。 

证  对任意的0 a A< < < +∞，当 [ , ]x a A∈ ，成立0 nx anne ne− −< ≤ ，且  
0

an

n
ne

∞
−

=
∑

收敛，由Weierstraass判别法， 在[ , 上一致收敛，即 在 
0

nx

n

ne
∞

−

=
∑ ]a A

0

nx

n

ne
∞

−

=
∑

(0, )+∞ 上内闭一致收敛，所以
0

( ) nx

n
f x ne

∞
−

=

= ∑ 在 (0, )+∞ 上连续。 

设 =)(xσ
0

( ) 'nx

n

ne
∞

−

=

=∑ 2

0

nx

n

n e
∞

−

=

−∑ ，与上面类似可证明 在

上内闭一致收敛，因此

2

0

nx

n

n e
∞

−

=

−∑

(0, )+∞ =)(xσ 2

0

nx

n

n e
∞

−

=

−∑ 在 (0, )+∞ 上连续。再由逐

项求导定理，可知 )()(' xxf σ= 在 (0, )+∞ 上成立，即
0

( ) nx

n

f x ne
∞

−

=

= ∑ 在

上有连续的导函数。 

(0, )+∞

注意到 在),2,1()1(
1

1 =− ∑
∞

=

−+ ken
n

nxkk ),0( +∞ 上都是内闭一致收敛的， 

所以上述过程可以逐次进行下去，由数学归纳法，可知

在 上有各阶连续导函数。 

∑
∞

=

−=
1

e)(
n

nxnxf

),0( +∞

4. 证明：函数∑
∞

=1

1
n

xn
在(1,+∞) 上连续，且有各阶连续导函数；函数 

∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在 ),0( +∞ 上连续，且有各阶连续导函数。 

证  设 =)(xf ∑
∞

=1

1
n

xn
，对任意1 a A< < < +∞，当 [ , ]x a A∈ ，成立

1 10 x an n
< ≤ ， 

且
1

1
a

n n

∞

=
∑ 收敛，由Weierstraass判别法，∑

∞

=1

1
n

xn
在[ , 上一致收敛，即 ]a A

∑
∞

=1

1
n

xn
在 (1 上内闭一致收敛，所以, )+∞ =)(xf ∑

∞

=1

1
n

xn
在 (1, )+∞ 上连续。 

又 xx n
n

ndx
d ln1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ，且对任意1 a A< < < +∞， ∑

∞

=
−

1

ln
n

xn
n
在[ , 上一致收]a A
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敛，即 ∑
∞

=
−

1

ln
n

xn
n
在 上内闭一致收敛，则(1, )+∞ ∑

∞

=
−

1

ln
n

xn
n
在 上连续。

由逐项求导定理，可知

(1, )+∞

=)(' xf ∑
∞

=
−

1

ln
n

xn
n
，即 在)(xf (1, )+∞ 上有连续导

函数。 

利用 x

k
k

xk

k

n
n

ndx
d ln)1(1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ),2,1( =k ，可以证明 ∑

∞

=
−

1

ln)1(
n

x

k
k

n
n
在 (1

上内闭一致收敛，同理可得 在

, )+∞

)(xf ),1( +∞ 上有各阶连续导函数。 

设 =)(xg ∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
，由 Dirichlet判别法，可知对任意 ，0 a A< < < +∞

∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在[ , 上一致收敛，即]a A ∑

∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在 (0, )+∞ 上内闭一致收敛，所以

=)(xg ∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在 上连续。 (0, )+∞

又 x

n

x

n

n
n

ndx
d ln)1()1( 1+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
，同样由 Dirichlet 判别法，可知对任意

，0 a A< < < +∞ ∑
∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
在[ , 上一致收敛，即]a A ∑

∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
在

上内闭一致收敛，所以

(0, )+∞

∑
∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
在 (0, )+∞ 上连续。由逐项求导定理，

可知 =)(' xg ∑
∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
，即 在)(xg (0, )+∞ 上有连续导函数。 

利用 x

kkn

x

n

k

k

n
n

ndx
d ln)1()1( +−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − ),2,1( =k ，同样由 Dirichlet判别法，

可以证明 ∑
∞

=

+−

1

ln)1(
n

x

kkn

n
n
在 (0, )+∞ 上内闭一致收敛，同理可得 在

上有各阶连续导函数。 

)(xg

),0( +∞

5. 证明：函数项级数 ∑
∞

=

=
1

2arctan)(
n n

xxf 可以逐项求导，即 

                    
xd

d f (x) = )(arctan
d
d

1
2∑

∞

=n n
x

x
。 
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证  函数项级数 ∑
∞

=

=
1

2arctan)(
n n

xxf 对一切 ),( +∞−∞∈x 收敛，且 

=)(arctan 2n
x

dx
d

2

2
2

1

n
xn +
， 

由于 2

2

2
2

11
n

n
xn

≤
+

，由Weierstraass判别法，可知∑
∞

=1
2 )(arctan

n n
x

dx
d  

在 上一致收敛，再由逐项求导定理，即可知道 ),( +∞−∞

xd
d f (x) = )(arctan

d
d

1
2∑

∞

=n n
x

x
。 

6. 设数项级数 收敛，证明： ∑
∞

=1n
na

    ⑴ 
+→0

lim
x ∑

∞

=1n
x
n

n
a  = ；    ⑵  = ∑

∞

=1n
na ∫ ∑

∞

=

1
0

1
d xxa

n

n
n ∑

∞

= +1 1n

n

n
a  。 

证  (1) 首先对于每一固定的 ),0[ δ∈x )0( >δ ， xn
1
关于 单调，且对于

一切

n

),0[ δ∈x 与一切n，成立 110 ≤< xn
，又因为 是数项级数，它的

收敛意味着关于 的一致收敛性，于是由 Abel判别法，

∑
∞

=1n
na

x ∑
∞

=1n
x
n

n
a
在 [ )δ,0 上

一致收敛，因此和函数∑
∞

=1n
x
n

n
a
关于 在x [ )δ,0 连续，从而成立 

+→0
lim
x ∑

∞

=1n
x
n

n
a = 。 ∑

∞

=1n
na

(2) 由例题 10.2.4，∑ 在
∞

=1n

n
n xa [ ]1,0 上一致收敛，再由逐项积分定理，得

到 

∫ ∑
∞

=

1
0

1
d xxa

n

n
n =∑

∞

= +1 1n

n

n
a
。 

7. 设un (x)，vn (x)在区间(a, b)连续，且│un (x)│≤vn (x) 对一切n∈N+ 
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成立。证明：若 在(a, b)上点态收敛于一个连续函数，则

也必然收敛于一个连续函数。 

∑
∞

=1

)(
n

n xv

∑
∞

=1

)(
n

n xu

证  设任意闭区间 。由于 在 连续，和函数 ),(],[ badc ⊂ 0)( ≥xvn ],[ dc

∑
∞

=1
)(

n
n xv 在 连续，则由 Dini定理可知 在 一致收敛。于 ],[ dc ∑

∞

=1
)(

n
n xv ],[ dc

是由 Cauchy收敛原理，可知 0>∀ε ， N∃ ， Nnm >>∀ ， ，成 ],[ dcx∈∀

立 

)()()( 21 xuxuxu mnn +++ ++ ε<+++≤ ++ )()()( 21 xvxvxv mnn ， 

此即说明 在 一致收敛，因此 在 连续。由于

的任意性，即得到 在 连续。 

∑
∞

=1
)(

n
n xu ],[ dc ∑

∞

=1
)(

n
n xu ],[ dc

),(],[ badc ⊂ ∑
∞

=1
)(

n
n xu ),( ba

8. 设函数项级数 在x = a与x = b收敛，且对一切n∈N∑
∞

=1

)(
n

n xu + ， 

un (x)在闭区间 上单调增加，证明：∑ 在[a, b]上一致收敛。  ],[ ba
∞

=1
)(

n
n xu

证 由于 在 x = a与 x = b收敛，由 Cauchy收敛原理，可知 ∑
∞

=1
)(

n
n xu

0>∀ε ， ， ，成立N∃ Nnm >>∀ ε<∑
+=

m

nk
k au

1
)(  与 ε<∑

+=

m

nk
k bu

1
)( 。 

再由 un(x)在 上的单调增加性，可知对一切],[ ba ],[ bax∈ ，成立

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤ ∑∑∑
+=+=+=

m

nk
k

m

nk
k

m

nk
k buauxu

111
)(,)(max)( ε< ， 

此即说明 在[a, b]上一致收敛。 ∑
∞

=1
)(

n
n xu

9. 设对一切n∈N+ ，un (x)在x= a右连续，且∑ 在x = a发散，证明：

对任意δ＞0， 在(a, a +δ)上必定非一致收敛。 

∞

=1

)(
n

n xu

∑
∞

=1
)(

n
n xu
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证 采用反证法。设 在∑
∞

=1
)(

n
n xu ),( δ+aa 上一致收敛, 则 

,,0 N∃>∀ε Nnm >>∀ ， ),( δ+∈∀ aax , 成立
2

)(
1

ε
<∑

+=

m

nk
k xu 。 

再令 +→ ax ,得到 εε
<≤∑

+= 2
)(

1

m

nk
k au , 这说明 在∑

∞

=1

)(
n

n xu ax = 收敛，与条件

矛盾，所以 在(a, a +δ)上必定非一致收敛。 ∑
∞

=1
)(

n
n xu

10．证明函数项级数∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
2ln

1ln
n nn

x
在 [ ]aa,− 上是一致收敛的，其中 是

小于 的任意固定正数。 

a

2ln2 2

证  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
x

2ln
1ln 在 [ 上单调增加，所以 ]aa,−

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

nn
x

nn
a

22 ln
1ln

ln
1ln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
a

2ln
1ln ， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

nn
a

2ln
1ln ～

nn
a

2ln
± )( ∞→n 。 

由于 ∑
∞

=2
2lnn nn

a
收敛，所以 ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

2
2ln

1ln
n nn

a
收敛，再由习题 8 可知

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
2ln

1ln
n nn

x
在 上一致收敛。 [ aa,− ]

11．设 

∑
∞

=

=
1 2

tan
2
1)(

n
nn

xxf 。 

（1） 证明： 在)(xf [ 2/,0 ]π 上连续； 

（2） 计算 ∫ 2

6

)(
π

π dxxf 。 

解 （1）对一切 ]
2

,0[ π
∈x ，有 

nn
x

2
tan

2
10 ≤ n2

1
≤ ， 
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由于∑
∞

=1 2
1

n
n 收敛，由 Weierstraass 判别法，可知∑

∞

=1 2
tan

2
1

n
nn

x
在 ]

2
,0[ π
上一

致收敛，从而 ∑
∞

=
=

1 2
tan

2
1)(

n
nn

xxf 在 ]
2

,0[ π
连续。 

（2） 由（1），∑
∞

=1 2
tan

2
1

n
nn

x
在 ]

2
,

6
[ ππ

上一致收敛，由逐项积分定理， 

∫ =2

6

)(
π

π dxxf ∫ 2

6 22
tan

π

π nn
xdx

1

1

1

2
cos

23
cos

ln

+

+∞

=

⋅= ∑
n

n

n π

π

1
1

1
1

2
cos

23
cos

ln

+

∞

=

+

∞

=

∏

∏
⋅=

n
n

n
n

π

π

， 

再利用例题 9.5.3的结果∏
∞

=
=

1

sin
2

cos
n

n x
xx
，得到 

∫ 2

6

)(
π

π dxxf
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=

2
sin

2

6

6
sin

ln
π

π

π

π

2
3ln= 。 

12．设 ∑
∞

= +
=

1
3

cos)(
n nn

nxxf 。 

（1） 证明： 在)(xf ),( ∞+−∞ 上连续； 
（2）记 ，证明： ∫=

x
dttfxF

0
)()(

2
2

215
1

2
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−
πF 。 

证 （1）对一切 ，有 ∈x ),( ∞+−∞

2
33

1cos

nnn

nx
<

+
， 

由于∑
∞

=1
2
3

1
n

n

收敛，由Weierstraass判别法，可知∑
∞

= +1 3

cos
n nn

nx
在 上

一致收敛，所以

),( ∞+−∞

∑
∞

= +
=

1
3

cos)(
n nn

nxxf 在 ),( ∞+−∞ 上连续； 

（2）由于∑
∞

= +1 3

cos
n nn

nx
在 ),( ∞+−∞ 上一致收敛，由逐项积分定理， 

=)(xF =∫
x dttf

0
)( =

+
∫∑

∞

=

x

n
dt

nn

nt
0 31

cos
∑
∞

= +1 3

sin
n nnn

nx ,  

 10



于是 

=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑

∞

=1 3 2
sin1

2 n

n

nnn
F ππ

∑
∞

=

−

−+−−

−

1 3

1

)12()12()12(

)1(
n

n

nnn
， 

这是一个 Leibniz级数, 它的前两项为
2
2
与

303
1

− ，所以 

2
2

2303
1

2
2

15
1

2
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−<−
πF 。 

13．设 ∑
∞

= +
=

0 2
1)(

n
n x

xf 。 

（1） 证明 在)(xf ),0[ ∞+ 上可导，且一致连续； 
（2） 证明反常积分 发散。 ∫

∞+

0
)( dxxf

证  （1）由 nn x 2
1

2
1

≤
+

，∑
∞

=0 2
1

n
n 收敛，可知∑

∞

= +0 2
1

n
n x
在 上点态收

敛；又

),0[ ∞+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ xdx
d

n2
1

2)2(
1
xn +

−
，且对一切 ∈x ),0[ ∞+ ， nn x 22 2

1
)2(

1
≤

+
−

，

∑
∞

=0
22
1

n
n 收敛，所以∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+0 2
1

n
n xdx

d
在 ),0[ ∞+ 上一致收敛。由逐项求导定理，

∑
∞

= +
=

0 2
1)(

n
n x

xf 在 上可导。 ),0[ ∞+

由于  

=− )()( 21 xfxf ∑ ∑
∞

=

∞

= +
−

+0 0 21 2
1

2
1

n n
nn xx

∑
∞

=
⋅−≤

0
21 4

1
n

nxx ， 

可知 在)(xf ),0[ ∞+ 上一致连续。 

（2）  ∫ =
A dxxf

0
)( dx

xn
n

A )
2

1(
0

0 ∑∫
∞

= +
∑ ∫
= +

>
n

k

A
k x
dx

0
0 2

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

k
k

A
0 2

1ln ， 

由于 +∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∑

=+∞→

n

k
kA

A
0 2

1lnlim ，可知 ，所以反常积分

发散。 

∞+=∫
+∞→

A

A
dxxf

0
)(lim

∫
∞+

0
)( dxxf
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习 题  10. 3  幂级数 
 
1. 求下列幂级数的收敛半径与收敛域。 
 

⑴ ∑
∞

=

−+

1

)2(3
n

n
nn

x
n

;  ⑵
n

n
x

n
)1(1

2
11

1
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∑

∞

=

; 

⑶ ∑
∞

= ⋅
−

1

2

2
)1(

n
n

n
n

n
x ;  ⑷ ∑

∞

=

+
+
+

−
1

)1(
1

)1ln()1(
n

nn x
n
n

； 

⑸
n

n

n x
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∑

∞

= 2
1

!
3

1
;  ⑹

2

2

2ln n

n
n x

n
n∑

∞

=

; 

⑺
n

n
n x

n
n∑

∞

=1

!
；  ⑻

n

n
x

n
n∑

∞

=1

2

!)2(
)!( ; 

⑼
n

n

x
n

n∑
∞

= +1 !!)12(
!)!2(
。   

 

解（1）设∑
∞

=

−+

1

)2(3
n

n
nn

x
n ∑

∞

=
=

1n

n
n xa ， 3lim =

∞→
n

nn
a ，所以收敛半径为

3
1

=R 。

当
3
1

=x 时，∑
∞

=1n

n
n xa = ∑

∞

=
−+

1
])

3
2(1[1

n

n

n
，级数发散。 

当
3
1

−=x 时，∑
∞

=1n

n
n xa = ∑

∞

=
+−

1
])

3
2()1[(1

n

nn

n
，级数收敛。 

所以收敛区域为 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=

3
1,

3
1D 。 

（2）设 n

n
x

n
)1(1

2
11

1
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∑

∞

=
∑
∞

=
−=

1
)1(

n

n
n xa ， 1lim =

∞→
n

nn
a ，所以收敛半

径为 1=R 。 

当 时，2=x n

n
n xa )1(

1
−∑

∞

=
∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

1

1
2
11

n n
，级数发散。 

当 时，0=x n

n
n xa )1(

1
−∑

∞

=
∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=

1

1
2
11)1(

n

n

n
，通项不趋于零，级

数也发散。 

所以收敛区域为 。 ( 2,0=D )
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（3）设∑
∞

= ⋅
−

1

2

2
)1(

n
n

n
n

n
x

∑
∞

=
=

1n

n
n xa ， =

∞→
n

nn
alim

2
1

2
)1(lim 2 =

⋅
−

∞→
n

n

n

n n
，所以收敛

半径为 2=R 。 

当 2±=x 时，∑
∞

=1n

n
n xa ∑

∞

=

−
=

1

)1(
n

n

n
，级数收敛。 

所以收敛区域为 [ ]2,2−=D 。 

（4）设∑
∞

=

+
+
+

−
1

)1(
1

)1ln()1(
n

nn x
n
n ∑

∞

=
+=

1
)1(

n

n
n xa ， 1lim =

∞→
n

nn
a ，所以收敛半

径为 1=R  。 

当 时，∑0=x
∞

=
+

1
)1(

n

n
n xa ∑

∞

= +
+

−=
1 1

)1ln()1(
n

n

n
n

是 Leibniz级数，所以收敛。

当 时，2−=x ∑
∞

=
+

1
)1(

n

n
n xa ∑

∞

= +
+

=
1 1

)1ln(
n n

n
，级数发散。 

所以收敛区域为 。 ( ]0,2−=D

（5）设
n

n

n x
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∑

∞

= 2
1

!
3

1
∑
∞

=
−=

1
)1(

n

n
n xa ， =+

∞→ n

n
n a

a 1lim 0
3
2!

2)!1(
3lim 1

1
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⋅
⋅

⋅+ +

+

∞→ n

n

n

n

n

n
n

，

所以收敛半径为 +∞=R , 收敛区域为 ( )+∞∞−= ,D 。 

（6）设 2

2

2ln n

n
n x

n
n∑

∞

=
∑
∞

=
=

1n

n
n xa ， =

∞→
n

nn
alim 1lnlim 2

2
=

∞→
n

nn n
n
，所以收敛半径为

1=R 。 

当 时，显然 收敛，所以收敛区域为1±=x ∑
∞

=1n

n
n xa [ 1,1− ]=D 。 

（7）设 n

n
n x

n
n∑

∞

=1

! ∑
∞

=
=

1n

n
n xa ， =+

∞→ n

n
n a

a 1lim
en

n
n
n n

nn

1
!)1(

)!1(lim 1 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

+
+

+∞→
，所以收敛半

径为 。 eR =

当 ex ±= 时，∑
∞

=1n

n
n xa ∑

∞

=
±=

1
)(!

n

n
n e

n
n

，应用 Stirling公式 

!n～ nn
en −+

2
1

2π )( ∞→n ， 
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可知级数的通项 n
n e

n
n )(!

± 不趋于零，因而发散。 

所以收敛区域为 。 ( )eeD ,−=

（8）设 n

n
x

n
n∑

∞

=1

2

!)2(
)!( ∑

∞

=
=

1n

n
n xa ， =+

∞→ n

n
n a

a 1lim
4
1

)!(
)!2(

)]!1(2[
])!1[(lim 2

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

+
+

∞→ n
n

n
n

n
，所以收

敛半径为 4=R 。 

当 时，4±=x ∑
∞

=1n

n
n xa n

n n
n )4(

!)2(
)!(

1

2
±= ∑

∞

=
，应用 Stirling公式 

!n～ nn
en −+

2
1

2π )( ∞→n ， 

可知级数的通项 n

n
n )4(

)!2(
)!( 2

± 不趋于零，因而发散。 

所以收敛区域为 。 ( )4,4−=D

（9）设 n

n

x
n

n∑
∞

= +1 !!)12(
!)!2(

∑
∞

=
=

1n

n
n xa ， =+

∞→ n

n
n a

a 1lim 1
!)!2(

!)!12(
!)!32(
!)!22(lim =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
⋅

+
+

∞→ n
n

n
n

n
，所

以收敛半径为 1=R 。 

当 时，1−=x ∑
∞

=1n

n
n xa ∑

∞

= +
−=

1 !!)12(
!)!2()1(

n

n

n
n

是 Leibniz级数，所以收敛。

当 时，∑1=x
∞

=1n

n
n xa ∑

∞

= +
=

1 !!)12(
!)!2(

n n
n

，令
!)!12(

!)!2(
+

=
n

nbn ， =−
+∞→

)1(lim
1n

n
n b

b
n

2
1
，

 

由 Raabe判别法可知级数发散。 

所以收敛区域为 。 [ )1,1−=D

2. 设 a＞b＞0，求下列幂级数的收敛域。 

⑴
n

n

nn

x
n
b

n
a∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1
2 ;  ⑵ ∑

∞

= +1n
nn

n

ba
x ; 

⑶  a x + b x2 + a2 x3 + b2 x4 + ⋯ + an
 x2n - 1 + bn

 x2n  + ⋯。 

解（1） a
n
b

n
a

n
nn

n
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→ 2lim ，所以收敛半径为
a

R 1
= 。 

当
a

x 1
−= 时， n

n

nn

x
n
b

n
a∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1
2 ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

−
=

1
2

)1()1(
n

n

nnn

an
b

n
，级数收敛。 
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当
a

x 1
= 时， n

n

nn

x
n
b

n
a∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1
2 ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

1
2

1
n

n

n

an
b

n
，级数发散。 

所以收敛区域为 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=

aa
D 1,1

。 

（2）
aba

n
nnn

11lim =
+∞→

，所以收敛半径为 aR = 。 

当 ax ±= 时，∑
∞

= +1n
nn

n

ba
x
的通项不趋于零，级数发散，所以收敛区

域为 。 ),( aaD −=

（3）设a x + b x2 + a2 x3 + b2 x4 +⋯+ an
 x2n - 1 + bn

 x2n + ⋯ ，则 ∑
∞

=
=

1n

n
n xc

=
∞→

n
nn

clim aan n

n
=−

∞→

12lim ，所以收敛半径为
a

R 1
= 。 

当
a

x 1
±= ， 的通项不趋于零，级数发散，所以收敛区域

为

∑
∞

=1n

n
n xc

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

aa
D 1,1

。 

3. 设 与 的收敛半径分别为R∑
∞

=0n

n
n xa ∑

∞

=0n

n
n xb 1和R2, 讨论下列幂级数的

收敛半径： 

    (1) ∑ ;                      (2) ∑ ; 
∞

=0

2

n

n
n xa

∞

=

+
0

)(
n

n
nn xba

(3) 。 ∑
∞

=0n

n
nn xba

解 （1）设 的收敛半径为∑
∞

=0

2

n

n
n xa R。 

当 1Rx < 时， 收敛，当∑
∞

=0

2

n

n
n xa 1Rx > 时，∑ 发散，所以 

∞

=0

2

n

n
n xa

1RR = 。 

（2）设 的收敛半径为∑
∞

=

+
0

)(
n

n
nn xba R。 
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当 <x ( )21,min RR 时，∑ 收敛。 
∞

=

+
0

)(
n

n
nn xba

当 >x ( )21,min RR ， 21 RR ≠ 时， 发散。 ∑
∞

=

+
0

)(
n

n
nn xba

但当 时， 的收敛半径有可能增加，例如

，收敛半径为1，

21 RR = ∑
∞

=

+
0

)(
n

n
nn xba

∑
∞

=0n

n
n xa ∑

∞

=
=

0n

nx ∑
∞

=0n

n
n xb ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

0
1

2
1

n

n
n x 收敛半径也为1，

但 的收敛半径为 。 ∑
∞

=

+
0

)(
n

n
nn xba 2

所以 。 ( )21,min RRR ≥

（3）设 的收敛半径为∑
∞

=0n

n
nn xba R。 

由 ≤
∞→

n
nnn

balim n
nn

a
∞→

lim n
nn

b
∞→

⋅ lim ，可知 。 21RRR ≥

上式等号可能不成立，例如 ，收敛半径为1， ∑
∞

=0n

n
n xa ∑

∞

=
=

0

2

n

nx

∑
∞

=0n

n
n xa ∑

∞

=

+=
0

12

n

nx ，收敛半径也为1，但 的收敛半径为∑
∞

=0n

n
nn xba +∞=R 。 

4. 应用逐项求导或逐项求积分等性质，求下列幂级数的和函数，并
指出它们的定义域。 

⑴ ∑
∞

=1n

nnx ；  ⑵ ∑
∞

= +0

2

12n

n

n
x
； 

⑶ ∑
∞

=

−−
1

21)1(
n

nn xn ；  ⑷ ∑
∞

= +1 )1(n

n

nn
x
； 

⑸ ∑
∞

=

+
1

)1(
n

nxnn ；  ⑹ ∑
∞

=

+
1

2

)!2(
1

n

n

n
x
； 

⑺ ∑
∞

=

+

1 !
1

n

nx
n

n
。   

 

解 （1）级数 的收敛半径为∑
∞

=1n

nnx 1=R ，当 1±=x 时，级数发散，所以

定义域为 。 )1,1(−=D

设 ，∑
∞

=
=

1
)(

n

nnxxS ∑
∞

=

−==
1

1)()(
n

nnx
x
xSxf ，利用逐项求积分，得到 
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∫ =x dxxf
0

)( ∑∫
∞

=

−

1

1
0

n

nx dxnx
x

xx
n

n

−
== ∑

∞

= 11
， 

所以 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=
x

x
dx
dxxS

1
)( 2)1( x

x
−

= 。   

（2）级数∑
∞

= +0

2

12n

n

n
x
的收敛半径为 1=R ，当 1±=x 时，级数发散，所以

定义域为 。 )1,1(−=D

设 ∑
∞

= +
=

0

2

12
)(

n

n

n
xxS ， == )()( xxSxf ∑

∞

=

+

+0

12

12n

n

n
x

，利用逐项求导，得到 

2
0

2

1
1)('
x

xxf
n

n

−
== ∑

∞

=
， 

所以 

∫ −
= x

x
dx

x
xS

0 21
1)(

x
x

x −
+

=
1
1ln

2
1

。 

（3）级数 的收敛半径为∑
∞

=

−−
1

21)1(
n

nn xn 1=R ，当 1±=x 时，级数发散，

所以定义域为 。 )1,1(−=D

设 ，∑
∞

=

−−=
1

21)1()(
n

nn xnxS ∑
∞

=

−−−==
1

121)1()()(
n

nn xn
x
xSxf ，利用逐项求积

分与上面习题（1），得到 

∫ =x dxxf
0

)( ∑∫
∞

=

−−−
1

12
0

1)1(
n

nx n dxxn ∑
∞

=

−−=
1

1)1(
n

nn nx 2)1( x
x
+

= ， 

所以 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
= 2)1(

)(
x

x
dx
dxxS 3)1(

)1(
x

xx
+
−

= 。 

（4）级数∑
∞

= +1 )1(n

n

nn
x
的收敛半径为 1=R ，当 1±=x 时，级数收敛，所以
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定义域为 。 ]1,1[−=D

设 ∑
∞

= +
=

1 )1(
)(

n

n

nn
xxS ， == )()( xxSxf ∑

∞

=

+

+1

1

)1(n

n

nn
x

，利用逐项求导，得到

x
xxf

n

n

−
== ∑

∞

=

−

1
1)("

1

1 ， 

于是 =)(' xf )1ln(
10

x
x

dxx −−=
−∫ ，所以 

=)(xS ∫ =x dxxf
x 0

)('1 )1ln()11(1 x
x

−−− ， [ 1,1)x∈ − ， 

而
1

1(1) 1
( 1)n

S
n n

∞

=

= =
+∑ 。注意 也可利用 在[ 1(1)S ( )S x ,1]− 上的连续性，由极

限 得到。  
1

(1) lim ( ) 1
x

S S x
→ −

= =

（5）级数 的收敛半径为∑
∞

=

+
1

)1(
n

nxnn 1=R ，当 1±=x 时，级数发散，所

以定义域为 。 )1,1(−=D

设 ，∑
∞

=
+=

1
)1()(

n

nxnnxS ∑
∞

=

−+==
1

1)1()()(
n

nxnn
x
xSxf ，利用逐项求积分

与上面习题（1），得到 

∫ =x dxxf
0

)( ∑∫
∞

=

−+
1

1
0

)1(
n

nx dxxnn ∑
∞

=
+=

1
)1(

n

nxn 1
)1(

1
2 −

−
=

x
， 

所以 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= 1

)1(
1)( 2xdx

dxxS 3)1(
2

x
x

−
= 。 

（6）级数 ∑
∞

=

+
1

2

)!2(
1

n

n

n
x
的收敛半径为 +∞=R ，所以定义域为 。

设

),( +∞−∞=D

∑
∞

=
+=

1

2

)!2(
1)(

n

n

n
xxS ，则 ∑

∞

=

−

−
=

1

12

)!12(
)('

n

n

n
xxS ，由 与 xexSxS =+ )(')(

xexSxS −=− )(')( ，即可得到 
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)(
2
1)( xx eexS −+= 。 

（7）级数∑
∞

=

+

1 !
1

n

nx
n

n
的收敛半径为 +∞=R ，所以定义域为 。

设

),( +∞−∞=D

∑
∞

=

+
=

1 !
1)(

n

nx
n

nxS ，则 ∫ =x dxxS
0

)( )1(
!1

1
−=∑

∞

=

+
x

n

n
ex

n
x

，所以 

[ ]=−= )1()( xex
dx
dxS 1)1( −+ xex 。 

注 本题也可直接利用例题 10.3.6，得到 

∑
∞

=

+
=

1 !
1)(

n

nx
n

nxS +
−

= ∑
∞

=

−

1

1

)!1(n

n

n
xx ∑

∞

=
=

1 !
1

n

nx
n

1)1( −+ xex 。 

5. 设 f (x) = , 则不论 在 x = r是否收敛，只要∑
∞

=0n

n
n xa ∑

∞

=0n

n
n xa ∑

∞

=

+

+0

1

1n

nn x
n
a

在 x = r收敛，就成立 

∫
r

xxf
0

d)(  = ∑
∞

=

+

+0

1

1n

nn r
n
a

， 

并由此证明： 

∫ ⋅
−

1

0

d
1

1ln
x
x

x
=∑

∞

=1
2

1
n n

。 

证 由于∑
∞

=

+

+0

1

1n

nn x
n
a

在 x = r收敛，可知∑
∞

=

+

+0

1

1n

nn x
n
a

的收敛半径至少为 r， 

所以 的收敛半径也至少为∑
∞

=0n

n
n xa r。当 [ )rx ,0∈ ， 利用逐项积分，得 

到 

∫ ∑
∞

=

+

+
=x

n

nn x
n
a

dxxf
0

0

1

1
)( 。 

由于 1

0 1
+

∞

=
∑

+
n

n

n r
n
a

收敛 , 可知 1

0 1
+

∞

=
∑

+
n

n

n x
n
a

在 [ ]r,0 连续 , 令 −→ rx ，得到

∫ ∑
∞

=

+

+
=r

n

nn r
n
a

dxxf
0

0

1

1
)( 。 

对
xx

xf
−

=
1

1ln1)( 利用上述结果，就得到 
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∫ =⋅
−

1
0 1

1ln
x

dx
x ∫ ∑ =

∞

=

−
1
0

1

1

n

n
dx

n
x

∑∫ ∑
∞

=

∞

=

−

=
1

1
0

1
2

1 1
n n

n

n
dx

n
x

。 

6. 证明： 

  (1)  y = ∑
∞

=0

4

)!4(n

n

n
x
满足方程 y (4) = y ;  

(2) y = ∑
∞

=0
2)!(n

n

n
x
满足方程 x y ′′  + y ' - y = 0。 

证 （1）连续 4次逐项求导，得到 

=)4(y ∑
∞

=

−

−1

44

)!44(n

n

n
x y

n
x

n

n
== ∑

∞

=0

4

)!4(
。 

（2）应用逐项求导，可得 

∑
∞

=

−

−
=

1

1

!)!1(
'

n

n

nn
xy ， ∑

∞

=

−

−
=

2

2

!)!2(
"

n

n

nn
xy ， 

于是 

+=+ 1'" yxy ∑
∞

=

−

−2

1

!)!1(n

n

nn
nx

∑
∞

=

−

−
+=

2
2

1

])!1[(
1

n

n

n
x y

n
x

n

n
== ∑

∞

=0
2)!(

。 

7. 应用幂级数性质求下列级数的和 

⑴ ∑
∞

=

−−
1

1

2
)1(

n
n

n n ;  ⑵ ∑
∞

= ⋅1 2
1

n
nn

; 

⑶ ∑
∞

=
+

+

1
14

)2(
n

n

nn ;  ⑷ ∑
∞

=

+

0

2

2
)1(

n
n

n ; 

⑸ ∑
∞

= +
−

0 )12(3
1)1(

n
n

n

n
;  ⑹ ∑

∞

= −
−

2
2 )1(2
1)1(

n
n

n

n
; 

⑺ ∑
∞

=

+

−
0

1

!
2)1(

n

n
n

n
。   

 

解 （1）设 ，令∑
∞

=

−−=
1

1)1()(
n

nn nxxf ∑
∞

=

−−−==
1

11)1()()(
n

nn nx
x
xfxg ，利用逐项

求积分可得 

2)1(
1)(
x

xg
+

= ，于是 2)1(
)(

x
xxf
+

= ， 

所以 

9
2)

2
1(

2
)1(

1

1 ==−∑
∞

=

− fn
n

n
n 。 
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（2）设 ∑
∞

=
=

1

1)(
n

nx
n

xf ，利用逐项求导可得 

x
xf

−
=

1
1ln)( ， 

所以 

∑
∞

= ⋅1 2
1

n
nn

== )
2
1(f 2ln 。 

（3）首先由逐项求积分可得 2
1

1

)1(
1
x

nx
n

n

−
=∑

∞

=

− 。设 ，

再利用逐项求积分，得到 

∑
∞

=

++=
1

1)2()(
n

nxnnxf

∫ =x dxxf
0

)( 2

3

1

2

)1( x
xnx

n

n

−
=∑

∞

=

+ ， 

于是 

3

2

)1(
)3()(

x
xxxf

−
−

= ， 

所以 

==
+

∑
∞

=
+

)
4
1(

4
)2(

1
1 fnn

n
n 27

11
。 

（4）设 ，利用逐项求积分可得 ∑
∞

=
+=

0

2)1()(
n

nxnxf

∫ =x dxxf
0

)( =+∑
∞

=

+

0

1)1(
n

nxn 2
1 )1( x

xnx
n

n

−
=∑

∞

=
， 

于是 

3)1(
1)(

x
xxf

−
+

= ， 

所以 

∑
∞

=

+

0

2

2
)1(

n
n

n 12)
2
1( == f 。 
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（5）设 ∑
∞

= +
−

=
0

2

12
)1()(

n

n
n

x
n

xf ，令 ∑
∞

=

+

+
−

==
0

12

12
)1()()(

n

n
n

x
n

xxfxg ，利用逐项求

导可得 

xxg arctan)( = ， 

于是 

x
xxf arctan)( = ， 

所以 

π
6
3)

3
1(

)12(3
1)1(

0
==

+
−∑

∞

=
f

nn
n

n 。 

（6）首先由逐项求导可得 )1ln()1(
1

1
xx

nn

n
n

+=
−

∑
∞

=

+

。设 ∑
∞

= −
−

=
2

2 1
)1()(

n

n
n

x
n

xf ，

令 ∑
∞

=

+

−
−

==
2

1
2 1

)1()()(
n

n
n

x
n

xxfxg ，则 

=)(' xg ∑
∞

=
=

−
−

2 1
)1(

n

n
n

x
n

)1ln()1(
1

1
1

xxx
nn

n
n

+=
−

∑
∞

=

+
+

， 

于是 

∫ += x dxxx
x

xf
0

)1ln(1)(
2
1

4
1)1ln()1(

2
1

+−+−= xx
x

x ， 

所以 

∑
∞

= −
−

2
2 )1(2
1)1(

n
n

n

n
)

2
1(f=

2
3ln

4
3

8
3
−= 。 

（7）设 ∑
∞

=

+−
=

0

1

!
)1()(

n

n
n

x
n

xf ，令
( )( ) f xg x
x

= ，则 

0

( 1)( )
!

n
n x

n
g x x e

n

∞
−

=

−
= =∑ ， 

因此 ( ) ( ) xf x xg x xe−= = 。所以 

∑
∞

=

+

−
0

1

!
2)1(

n

n
n

n
== )2(f 2

2
e
。 
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8．设正项级数 发散， ，且∑
∞

=1n
na ∑

=

=
n

k
kn aA

1

0lim =
∞→

n

n

n A
a

，求幂级数 的

收敛半径。 

∑
∞

=1n

n
n xa

解  设幂级数 的收敛半径为 ， 的收敛半径为 。由 n

n
n xa∑

∞

=1
1R n

n
n xA∑

∞

=1
2R

nn Aa ≤≤0 ，可知 ；又由 发散，可知21 RR ≥ ∑
∞

=1n
na 11 ≤R 。 

由于 

1limlim
1

11

1
=

−
=

+

++

∞→+∞→ n

nn
nn

n
n A

aA
A
A

， 

可知 。结合上述关系, 得到12 =R 11 =R 。 

9．设 ∑
∞

=

=
1

2

2)(
n

n
n

x
n

xf 。 

（1） 证明 在)(xf ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上连续，在 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上可导； 

（2） 在)(xf
2
1

=x 处的左导数是否存在？ 

证 （1）∑
∞

=1
2

2
n

n
n

x
n

的收敛半径为
2
1

=R ，且在
2
1

±=x ，级数收敛，由 Abel 

第二定理，∑
∞

=1
2

2
n

n
n

x
n

在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上一致收敛，所以 ∑
∞

=

=
1

2

2)(
n

n
n

x
n

xf 在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1  

上连续。 

由于 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n
n

x
ndx

d
2

2 12 −= n
n

x
n

，且对任意 0>δ ，∑
∞

=

−

1

12
n

n
n

x
n

在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− δ

2
1,

2
1

上 

一致收敛，即∑
∞

=

−

1

12
n

n
n

x
n

在 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上内闭一致收敛，由函数项级数的逐

项求导定理， ∑
∞

=

=
1

2

2)(
n

n
n

x
n

xf 在 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上可导，且 ∑
∞

=

−=
1

12)('
n

n
n

x
n

xf 。 

（2） 在)(xf
2
1

=x 处的左导数不存在。 

令 , 则xt 2= == ∑
∞

=1
2

2)(
n

n
n

x
n

xf ∑
∞

=1
2

n

n

n
t
。令 ∑

∞

=
=

1
2)(

n

n

n
txg 。利用逐项求导 
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定理，可以得到 

∫
−

−= t du
u

utg
0

)1ln()( ， 

其中 。应用 L'Hospital法则，得到 ]1,1[−∈t

2
1

)
2
1()(

lim
2
1

−

−

−→ x

fxf

x
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−−
−

−
−

= ∫ ∫
−→

t

t
du

u
udu

u
u

t 0
1
01

)1ln()1ln(
1

2lim  

+∞=
−

−=
−

−
−

= ∫
−→−→

t

tt t
tdu

u
u

t 1 11

)1ln(2lim)1ln(
1

2lim 。 

 

 64



习  题  10. 4  函数的幂级数展开 
 
1. 求下列函数在指定点的 Taylor展开，并确定它们的收敛范围： 

⑴ 1 + 2x-3x2 + 5x3 ，x0 = 1; ⑵ 2

1
x
，   x0 = -1; 

⑶ 22 xx
x
−−
， x0 = 0; ⑷ sin x， x0 = 

6
π ; 

⑸  ln x ， x0 = 2; ⑹ 3 4 x− 2 ，   x0 = 0; 

⑺
1
1

+
−

x
x
，   x0 = 1; ⑻ (1+x) ln (1-x),  x0 = 0; 

⑼ ln
x
x

−
+

1
1
， x0 = 0; ⑽ x

x

−

−

1
e ,  x0 = 0。 

解（1）令 tx =−1 ，则 

1 + 2x-3x2 + 5x3  32 )1(5)1(3)1(21 +++−++= ttt

32 512115 ttt +++= 32 )1(5)1(12)1(115 −+−+−+= xxx 。 

因为级数只有有限项，所以收敛范围是 ),( +∞−∞=D 。 

（2）由
)1(1

11
+−

=
−

xx ∑
∞

=
+=

0
)1(

n

nx ，应用逐项求导得到 

2

1
x

= =+∑
∞

=

−

1

1)1(
n

nxn ∑
∞

=
++

0
)1)(1(

n

nxn 。 

级数的收敛半径为 1=R 。 

当 与 时，级数发散，所以收敛范围是2−=x 0=x )0,2(−=D 。 

（3）  22 xx
x
−− )1)(2( xx

x
−+

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
=

xx 2
2

1
1

3
1

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= ∑∑

∞

=

∞

= 00 2
)1(

3
1

n

n
n

n

n

n xx n

n
n

n
x∑

∞

=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+=

0

1

2
)1(1

3
1

。 

级数的收敛半径为 1=R 。 

当 时，级数发散，所以收敛范围是1±=x )1,1(−=D 。 

（4） sin sin[( ) ]
6 6

x x π π
= − + +−= )

6
cos(

6
sin ππ x cos sin( )

6 6
xπ π
−  

 1



2

0

1 ( 1) ( )
2 (2 )! 6

n
n

n

x
n

π∞

=

−
= − +∑ 2 1

0

3 ( 1) ( )
2 (2 1)! 6

n
n

n
x

n
π∞

+

=

−
−

+∑ 。 

级数的收敛半径为 +∞=R ，所以收敛范围是 ),( +∞−∞=D 。 

（5）  ln ln[2 ( 2)]x x= + − ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
++=

2
21ln2ln x n

n
n

n
x

n
)2(

2
)1(2ln

1

1
−

⋅
−

+= ∑
∞

=

+

。 

级数的收敛半径为 2=R 。 

当 时，级数为4=x ∑
∞

=

+−
+

1

1)1(2ln
n

n

n
，收敛；当 0=x 时，级数为 

∑
∞

=

−
+

1

12ln
n n

，发散。所以收敛范围是 ( ]4,0=D 。 

（6）  3 24 x− ⋅= 3 4 3
2

2
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x n

n
n

n
x

n

2

0
2

3 3
1

2
)1(4

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

= ∑
∞

=
。 

级数的收敛半径为 2=R 。 

当 时，级数为2±=x
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∑

∞

= nn

n 3
1

)1(4
0

3 ，令
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

n
u n

n 3
1

)1( ，则 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+∞→
1lim

1n

n

n u
u

n =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

∞→
1

13
)1(3lim

n
nn

n
1

3
4
> ， 

由 Raabe判别法，级数收敛。所以收敛范围是 ]2,2[−=D 。 

（7）  
1
1

+
−

x
x

=
−

+

−
⋅=

2
11

1
2
1

x
x

=−
−−

∑
∞

=

n

n
n

n
xx )1(

2
)1(

2
1

0

n

n
n

n
x )1(

2
)1(

1

1
−

−
∑
∞

=

−

。 

级数的收敛半径为 2=R 。 

当 与 时，级数发散，所以收敛范围是3=x 1−=x )3,1(−=D 。 

（8）  
1

1(1 ) ln(1 ) (1 ) ( )n

n
x x x x

n

∞

=

+ − = + − =∑ n

n
x

nn
x ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−

2

1
1

1
。 

级数的收敛半径为 1=R 。 

 2



当 时，级数发散；当1=x 1−=x 时，级数收敛。所以收敛范围是

。 [ )1,1−=D

（9）   1ln
1

x
x

+
−

[ ]1 ln(1 ) ln(1 )
2

x x= + − −  

1

1

1 ( 1) 1
2

n
n n

n
x x

n n

−∞

=

⎡ ⎤−
= + = 12

0 12
1 +

∞

=
∑

+
n

n
x

n
。 ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

级数的收敛半径为 1=R 。 

当 时，级数发散，所以收敛范围是1±=x )1,1(−=D 。 

（10）  
x

x

−

−

1
e

∑∑
∞

=

∞

=
⋅

−
=

00 !
)(

n

n

n

n
x

n
x n

n

n
x

n∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−+−+=

2 !
)1(

!4
1

!3
1

!2
11 。 

设级数的 项的系数为 ，则 nx na

!2
1

!3
1

!2
1

<<− na  ， )4( ≥n

所以级数的收敛半径为 1=R 。 

当 时，级数的通项不趋于零，级数发散。所以收敛范围是

。 

1±=x

)1,1(−=D

2. 求下列函数在x0  = 0的Taylor展开 

⑴ x
x

sin
至 ； 4x  ⑵ xsine 至 ；  4x

⑶ ln cos x至 x6；   ⑷
x
x

−
+

1
1
至x4。 

解  (1) =
x

x
sin

=
−+− 53

120
1

6
1 xxx

x
2 4

1
1 11
6 120

x x⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 41 11
6 120

x x⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 41 1

6 120
x x⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 41 71
6 360

x x= + + + 。 

(2)    xsine +++++= xxxx 432 sin
24
1sin

6
1sin

2
1sin1  

 3



⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+= 3

6
11 xx

2
3

6
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+ xx

3
3

6
1

6
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+ xx  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

4
3

6
1

24
1 xx +−++= 42

8
1

2
11 xxx 。 

(3) ln cos ln[1 (1 cos )]x x= − − −−−−−−−= 32 )cos1(
3
1)cos1(

2
1)cos1( xxx  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= 42

24
1

2
1 xx

2
42

24
1

2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− xx −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

3
42

24
1

2
1

3
1 xx  

−−−−= 642

240
7

12
1

2
1 xxx 。 

(4) 
x
x

−
+

1
1 )(21 432 +++++= xxxx )(1 432 +++++= xxxx

 
232 )(

2
1

+++− xxx 32 )(
2
1

+++ xx 4)(
24
15

+− x  

+++++= 432

8
3

2
1

2
11 xxxx 。 

3. 利用幂级数展开，计算下列积分，要求精确到 0.001。 

⑴ ∫
1

0
dsin x

x
x
；  ⑵ ∫

1

0

2 dcos xx ；  

⑶ ∫ 2
1

0
darctan x

x
x
；   ⑷ ∫

∞+

+2 31
d

x
x
。 

解  (1)
   ∫

1

0
dsin x

x
x

∫ ∑
∞

= +
−

= 1
0

0

2 d
)!12(

)1( xx
nn

n
n

 

∫∑
+

−
=

∞

=

1
0

2

0 )!12(
)1( dxx

n
n

n

n
∑
∞

= ++
−

=
0 )12()!12(

)1(
n

n

nn
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设
)12()!12(

1
++

=
nn

un ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小数部

分具有三位有效数字，所以 

3u 00003.0 4

∫
1

0
dsin x

x
x
≈∑

= ++
−3

0 )12()!12(
)1(

n

n

nn
≈ 

(2)
    ∫

1

0

2 dcos xx ∫ ∑
∞

=

−
= 1

0
0

4 d
)!2(
)1( xx

nn

n
n

 

∫∑
−

=
∞

=

1
0

4

0
d

)!2(
)1( xx

n
n

n

n
∑
∞

= +
−

=
0 )14()!2(

)1(
n

n

nn
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设
)14()!2(

1
+

=
nn

un ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小数部分具3u 0001.0 4

 4



有三位有效数字，所以 

∫
1

0

2 dcos xx ≈∑
= +

−3

0 )14()!2(
)1(

n

n

nn
≈ 

(3)    ∫ 2
1

0
darctan x

x
x

∫ ∑
∞

= +
−

= 2
1

0
2

0
d

12
)1( xx

n
n

n

n

 

∫∑
+

−
=

∞

=
2
1

0
2

0
d

12
)1( xx

n
n

n

n
12

0
2 2

1
)12(

)1(
+

∞

=
⋅

+
−

= ∑ n
n

n

n
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，
设 122 2

1
)12(

1
+

⋅
+

= nn n
u ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小数部

分具有三位有效数字，所以 

3u 00016.0 4

∫ 2
1

0
darctan x

x
x
≈ 12

3

0
2 2

1
)12(

)1(
+

=
⋅

+
−

∑ n
n

n

n
≈ 

(4)
   ∫

∞+

+2 31
d

x
x

∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
2

3
3 11

d

x
x

x
∫ ∑∞+ ∞

=

−−
=

2
1

3

1)1( dx
xn

n

n

 

∫∑ ∞+
−∞

=

−
=

2 3

1

1

)1( dx
x n

n

n
∑
∞

=
−

−

−
−

=
1

13

1

2)13(
)1(

n
n

n

n
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，
设 132)13(

1
−−

= nn n
u ，由于 ≈ ，因此前面 4项之和的小数部分

具有三位有效数字，所以 

4u 00004.0

∫
∞+

+2 31
d

x
x
≈∑

=
−

−

−
−4

1
13

1

2)13(
)1(

n
n

n

n
≈ 

4. 应用
x

x 1e −
在 x = 0的幂级数展开，证明： 

∑
∞

= +1 )!1(n n
n = 1。 

证      =
−

x
e x 1

=−∑
∞

=
)1

!
(1

0n

n

n
x

x
=∑

∞

=

−

1

1

!n

n

n
x

∑
∞

= +0 )!1(n

n

n
x ,  

应用逐项求导，得到 

=
+−

2
1

x
exe xx

∑
∞

=

−

+1

1

)!1(n

n

n
nx

， 

以 代入，即得到 1=x

∑
∞

= +1 )!1(n n
n = 1。 

5．求下列函数项级数的和函数 

 （1）∑
∞

=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−

1

21

2
2

)1(
)1(

n

nn

x
x

nn
； 
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 （2）∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

1

1
2
11

n

nx
n
。 

解 (1) 令 1

1

1

)1(
)1()( +

∞

=

−

⋅
+

−
= ∑ n

n

n
t

nn
tf ，应用逐项求导，得到 

t
ttf n

n

n

+
=−= −

∞

=

−∑ 1
1)1()(" 1

1

1 ， 

于是 

)1ln()(' ttf += ， ∫ =+=
t dtttf
0

)1ln()( ttt −++ )1ln()1( ， 

从而得到 

1)1ln()11(
)1(

)1(
1

1
−++=⋅

+
−

∑
∞

=

−

t
t

t
nn

n

n

n
， ]1,1[−∈t 。 

以
2

2
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
x
xt 代入，得到 

1
)2(

)4(2ln
)2(

)4(2
2
2

)1(
)1(

2

2

2

22

1

1
−

−
+

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−

∑
∞

=

−

x
x

x
x

x
x

nn

n

n

n
, ( ]0,∞−∈x 。 

(2) 由级数乘法的 Cauchy乘积， 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∑

∞

=

n

n
x

n1

1
2
11 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑
∞

=0n

nx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
∞

=1n

n

n
x

xx −−
=

1
1ln

1
1 ,  

其中 。 )1,1(−∈x

6．设 是等差数列， ，求级数}{ na 1>b ∑
∞

=1n
n
n

b
a
的和。 

解 设 dncan )1( −+= , ，则 ,2,1=n

=∑
∞

=1n
n
n

b
a

+∑
∞

=1

1
n

nb
c ∑

∞

=

−

2

1
n

nb
nd 。 

首先我们有
1

1
11

111
1 −

=
−

⋅=∑
∞

= b
b

bbn
n 。设 2

2

1)( −
∞

=
∑

−
= n

n
n x

b
nxf ，则 

∫ ∑
∞

=

−

=x

n
n

n

b
xdxxf

0
2

1
)(

b
xb

x

−
⋅=
1

1
2 )( xbb

x
−

= ， 

于是 2)(
1)(
xb

xf
−

= ，所以 
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2
2 )1(

1)1(1
−

==
−

∑
∞

= b
f

b
n

n
n 。 

从而得到 

=∑
∞

=1n
n
n

b
a

+∑
∞

=1

1
n

nb
c 2

2 )1(
)1(1

−
+−

=
−

∑
∞

= b
dbc

b
nd

n
n 。 

7．利用幂级数展开，计算 ∫ −

1

0 21
ln dx

x
x
。 

解    ∑∫∫ ∑∫
∞

=

∞

=
==

− 0

1
0

21
0

0

21
0 2 ln)ln(
1

ln
n

n

n

n xdxxdxxxdx
x
x ∑

∞

= +
−=

0
2)12(

1
n n

， 

利用例题 10.4.6 中得到的结果
6

1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
，等式两边乘以

4
1
，得到

24)2(
1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
，两式相减，得到 

8)12(
1 2

0
2

π
=

+
∑
∞

=n n
， 

于是得到 

81
ln 2

1
0 2

π
−=

−∫ dx
x
x

。 

8． (1) 应用
4
π = arctan

2
1 + arctan

3
1 , 计算π的值，要求精确到 ； 410 −

(2) 应用
6
π = arcsin

2
1 , 计算π的值，要求精确到 。 410 −

解 (1)  =π (4 arctan
2
1 + arctan

3
1 ) ∑

∞

=
−−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−=

1
1212

1

3
1

2
1

12
4)1(

n
nn

n

n
。 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=

−− 1212 3
1

2
1

12
4

nnn n
u ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小

数部分具有四位有效数字，所以 

7u 000038.0 7

π≈∑
=

−−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

7

1
1212

1

3
1

2
1

12
4)1(

n
nn

n

n
≈ 。 1416.3

(2)     6=π arcsin
2
1

∑
∞

=
+

⋅
+

−
+=

1
122

1
)12(!)!2(

!)!12(
2
1

n
nnn

n
。 

设 122
1

)12(!)!2(
!)!12(

+
⋅

+
−

= nn nn
nu ，由于 <∑

∞

=6n
nu ∑

∞

=
+

6
122

1
13
1

n
n ≈ ，因此前面

项之和的小数部分具有四位有效数字，所以 

0000125.0

7

 7



6=π arcsin
2
1
≈ ∑

=
+

⋅
+

−
+

6

1
122

1
)12(!)!2(

!)!12(
2
1

n
nnn

n
≈ 。 1416.3

9．利用幂级数展开，计算 ∫
−3

1

1

dxe x 的值，要求精确到 。 410 −

解      ∫
−3

1

1

dxe x ∫ ∑
∞

=

−
= 3

1
0 !

)1( dx
xnn

n

n

∫∑
−

=
∞

=

3
1

0 !
)1( dx

xn n

n

n
 

∑
∞

=
− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

+−=
2

13
11

)1(!
)1(3ln2

n
n

n

nn
。 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

−13
11

)1(!
1

nn nn
u ，由于 000033.07 <u ，因此前面 项之和的小数

部分具有四位有效数字，所以 

8

∫
−3

1

1

dxe x ≈ ∑
=

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

+−
7

2
13

11
)1(!

)1(3ln2
n

n

n

nn
≈ 
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习  题 10. 5  用多项式逼近连续函数 
 
1. 求f (x) = x3的Bernstein多项式 (f , x)。 nB

解  =),( xfBn
knkk

n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3

3
+−

−−
= −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kkk )1()2)(1(

3
3  

+−
− −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kk )1()1(3

2
3

knkk
n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3 。 

利用等式 1
1)!(!

! −
−=

−
⋅= k

n
k
n C

knk
n

n
kC

n
k

，可分别得到 

=−
−− −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kkk )1()2)(1(

3
3

knkk
n

n

k
xxC

n
nn −−

−
=

−
−−

∑ )1()2)(1( 3
3

3
2  

=−
−−

= −−−
−

=
∑ knkk

n

n

k
xxCx

n
nn )1()2)(1( 33

3
3

3
2

3
2

)2)(1( x
n

nn −−
； 

=−
− −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kk )1()1(3

2
3

knkk
n

n

k
xxC

n
n −−

−
=

−
−

∑ )1()1(3 2
2

2
2  

knkk
n

n

k
xxCx

n
n −−−

−
=

−
−

= ∑ )1()1(3 22
2

2

2
2

2
2

)1(3 x
n
n −

= ； 

knkk
n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3

knkk
n

n

k
xxC

n
−−

−
=

−= ∑ )1(1 1
1

1
2  

knkk
n

n

k
xxCx

n
−−−

−
=

−= ∑ )1(1 11
1

1
2 x

n2
1

= 。 

所以 

=),( xfBn
knkk

n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3

3
3

2
)2)(1( x

n
nn −−

= 2
2

)1(3 x
n
n −

+ x
n2
1

+ 。 

2. 设 f (x) = x，x∈[0, 1]，求它的四次 Bernstein多项式 (f ,x)。 4B

解      =),(4 xfB kkk

k
xxCk −

=
−∑ 4

4

4

1
)1(

4
 

3)1(2 xx −= 22 )1(23 xx −+ )1(32 3 xx −+ 4x+  
4)13223( x−−= 3)2333(2 x−++ xx 2)22(3 2 +−+ 。 

3. 设 f (x)在[a, b]上连续，证明：对任意给定的 0>ε ，，存在有理系数

多项式 P(x)，使得 
( ) ( )P x f x ε− < 。 

对一切 x∈[a, b]成立。 
证  由定理 10.5.1，对任意给定的 0>ε ，存在多项式 ，使得对一

切  成立  
)(xQ

],[ bax∈

2
)()( ε
<− xfxQ 。 

设 ，其中∑
=

=
n

k

k
k xbxQ

0
)( kb ),,2,1,0( nk = 是实数，由于有理数集合在

 9



实数集中是稠密的，可以取有理数 ka ),,2,1,0( nk = 分别与

充分接近，令 ，使得对一切 成立         kb ),,2,1,0( nk = ∑
=

=
n

k

k
k xaxP

0
)( ],[ bax∈

2
)()( ε
<− xQxP 。 

于是 
≤− )()( xfxP +− )()( xQxP ε<− )()( xfxQ  

对一切 成立。 ],[ bax∈

4. 设 在[ , 上连续，且对任一多项式 成立 f x( ) ]a b )(xg

0)()( =∫
b

a
dxxgxf 。 

证明在[ , 上成立]a b 0)( ≡xf 。 

证  由定理 10.5.1，对任意给定的 0>ε ，存在多项式 ，使得对一

切 成立 

)(xP

],[ bax∈

ε<− )()( xfxP 。 

由于 

=−∫
b
a

dxxPxf 2)]()([ =+−∫
b
a

dxxPxPxfxf )]()()(2)([ 22 ∫ +b
a

dxxPxf )]()([ 22 ， 

所以 
≤∫

b
a

dxxf )(2 ∫ +b
a

dxxPxf )]()([ 22 ∫ −= b
a

dxxPxf 2)]()([ 2)( εab −< 。 

由ε的任意性，得到 

0)(2 =∫
b
a

dxxf ， 

再由 的连续性，得到 )(xf

0)( ≡xf 。 

5. 设 (x)=0， (x) = (x)+0P 1+nP nP
2

)(22 xPx n− （n = 0,1,2,⋯），证明：｛ (x)｝

在[-1,1]上一致收敛于｜x｜。 
nP

证  首先有 xxP ≤≤ )(0 0 。设 xxPk ≤≤ )(0 ，由于函数
2

)(
22 txtth −

+= 在

 10



[0,1]t∈ 是单调增加的，所以有 

x
xPx

xPxP k
kk ≤

−
+=≤ + 2

)(
)()(0

22

1 ， 

由数学归纳法得到对一切自然数 成立 n

xxPn ≤≤ )(0 。 

于是由
2

)(
)()(

22

1
xPx

xPxP n
nn

−
+=+ ，又得到 ，所以函数序列

在 [ 上收敛。 

)()(1 xPxP nn ≥+

{ })(xPn ]1,1−

设 )()(lim xPxPnn
=

∞→
，对等式

2
)(

)()(
22

1
xPx

xPxP n
nn

−
+=+ 两边求极限，

得到
2

)(
)()(

22 xPx
xPxP

−
+= ，于是解得 xxP =)( ，并由 Dini 定理可知

在 [ 上是一致收敛于{ })(xPn ]1,1− x的。 

 

 11



第十一章  Euclid 空间上的极限和连续 
 

习题 11.1  Euclid 空间上的基本定理 
 
 
1.  证明定理 11.1.1： 距离满足正定性、对称性和三角不等式。 
证 （a）显然有 | ，而且 |− ≥x y 0

− =x y| | 0 ⇔ ( 1, 2, , )i ix y i n= = ⋯ ⇔ =x y。 
(b) 由距离定义直接可得 

| | |− = −x y y x |。 
(c) 由于 

2 2 2 2

1 1 1 1

( ) ( ) 2 0
n n n n

i i i i i i
i i i i

f t a tb t b t a b a
= = = =

= − = − + ≥∑ ∑ ∑ ∑ ， 

所以关于上述两次三项式的判别式有 
2

2 2

1 1 1
0

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

⎛ ⎞ − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ， 

即 

2

1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

≤∑ ∑ ∑ 2

1
。

2

1

n

i=
∑

 

于是 

2 2

1 1 1

( ) 2
n n n

i i i i i i
i i i

a b b a b a
= = =

+ = + +∑ ∑ ∑  

2 2 2 2

1

n

i
i

a
=1 1 1

2
n n n

i i i
i i i

b a b
= = =

≤ + +∑ ∑ ∑ ∑
2

2 2

1 1

n n

i i
i i

a b
= =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ， 

即 

2

1

( )
n

i i
i

a b
=

+∑ 2 2

1 1

n n

i i
i i

a b
= =

≤ +∑ ∑ 。 

令 ，则有 ,i i i i ia x y b y z= − = − i

2 2

1 1

| | ( ) (
n n

i i i i
i i

)x z a
= =

− = − = +∑ ∑x z b  

 1



2 2

1 1

n n

i i
i i

a b
= =

≤ +∑ ∑ =| | ||− + −x y y z 。 

2.  证明：若 nR 中的点列 收敛，则其极限是唯一的。 }{ kx

证 假设 和x y都是点列{ }kx 的极限，则 0ε∀ > ， 

1 1, : | kN k N | ε∃ ∀ > − <x x ， 

2 2, : | kN k N | ε∃ ∀ > − <x y 。 
于是当 时，成立 1 2max{ , }k N> N

2| | | | | |k k ε− < − + − <x y x x x y ， 
由于ε是任意正数，所以 =x y，即极限是唯一的。 
3.  设 nR 中的点列 和 收敛，证明：对于任何实数}{ kx }{ ky βα , ，成立

等式 
)(lim kkk

yx βα +
∞→

 = α kk
x

∞→
lim + β kk

y
∞→

lim 。 

证  设 x
∞→k

lim k = x， y
∞→k

lim k = y，则 0ε∀ > ， 

1 1, : | kN k N | ε∃ ∀ > − <x x ， 

2 2, : | kN k N | ε∃ ∀ > − <y y ， 
于是当 时，成立 1 2max{ , }k N> N

| ( ) ( ) | | || | | || |k k k kα β α β α β− ≤ − + −x + y x + y x x y y (| | | |)α β ε< + ， 
所以 

)(lim kkk
yx βα +

∞→
 = α kk

x
∞→

lim + β kk
y

∞→
lim 。 

4.  求下列 2R 中子集的内部、边界与闭包： 
 （1）S = }0,0|),{( ≠> yxyx ； 
 （2）S = ≤ ； 220|),{( yxyx +< }1

 （3）S = ≤{ xyx <0|),( }1sin,1
x

y = 。 

解 (1) { }0,0),( ≠>= yxyxS ； S∂ { }0,00),( =>== yxxyx 或 ; 

{ }0),( ≥= xyxS 。 

(2) { }10),( 22 <+<= yxyxS ; S∂ { }10),( 2222 =+=+= yxyxyx 或 ; 

{ }1),( 22 ≤+= yxyxS 。 

(3) ; =S ∅ S∂ =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤−==≤< 11,01sin,10),( yx
x

yxyx 或 ; 

=S
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤−==≤< 11,01sin,10),( yx
x

yxyx 或 。 
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5.  求下列点集的全部聚点： 

 （1）S = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
+

− ,2,1
1

)1( k
k

kk ； 

 （2）S = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ,2,1

5
2sin,

5
2cos kkk ππ

； 

 （3）S = ≤ 。 )1)((|),{( 2222 +−+ xyyxyx }0

解 (1) 。 S' { }1±=

(2) 。 S' =∅

(3) S' { }01),( 22 ≤+−= xyyx 。 

6. 证明定理 11.1.3：x是点集S（ nR⊂ ）的聚点的充分必要条件是：存

在S中的点列{xk}, 满足xk  ≠ x（ ,2,1=k ），且 x
∞→k

lim k = x 。 

证 必要性：假设x是点集S的聚点，对于 1
k

δ = ， 在x的 1
k

δ = 邻域中任

取一点xk  ≠ x，则有 x
∞→k

lim k = x 。 

充分性：用反证法。假设x不是点集S的聚点，则在x的某邻域
( , ), 0O δ δ >x 中，最多只有S的有限个点，所以 ( , ) { }O δ −∩S x x 为有限集，
于是 inf{| | } 0d = − ∈ ≠y x y S, y x > ，故不存在S中满足xk  ≠ x的点列{xk}
以x为极限，产生矛盾。 
7.  设 U是 2R 上的开集，是否 U的每个点都是它的聚点。对于 2R 中
的闭集又如何呢？ 
解 开集 U中的每个点 x一定是它的内点，所以 x的任意邻域都有 U
中的无限个点，所以 x一定是 U的聚点。 
由于 S = 是{(0,0)} 2R 上的闭集，而 S只有一个点，所以无聚点，

即闭集中的点不一定是它的聚点。 
8.  证明 的所有内点组成的点集 必是开集。 nRS ⊂ S

证  假设 x ，则∈S 0δ∃ > ， ( , )O δ ⊂x S 。而 ∀ ∈y ( , )O δx ，由于

( , | |) ( , )O Oδ δ− − ⊂y y x x ，所以 y也是 S的内点，从而 ，于是

必是开集。 

o( , )O δ ⊂x S

S

9. 证明 的闭包nRS ⊂ SSS ′= ∪ 必是闭集。 

证 假设 x c∈S ，则 x∉ ，且 x不是 S的聚点，于是在 x的某邻域S ( , )O δx

中至多只有 S的有限项，故存在 x的邻域 1( , )O δx 不含 S的点，即
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1( , )O δx c⊂ S ，从而 cS 为开集，所以S必是闭集。 

10. 设 。若 为开集，F为闭集，证明： 为开集， 为

闭集。 

nRFE ⊂, E FE \ EF \

证 由于 为闭集，所以 为开集，而 ，也是开集。由于

为开集，所以 为闭集，从而 也是闭集。 

F cF \E F c= E F∩ E

cE \ c=F E F E∩

11. 证明 Cantor闭区域套定理。 

证 假设{ 是非空闭集序列，满足 }kS

1 2 1k kS S S S +⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ， 

以及 lim diam 0kk
S

→∞
= 。任取 k Sk∈x ，则当 m, n>k时， ，从而成

立

,  m n kS∈x x

diam m n S− ≤x x k

k

，于是{ 是基本序列，从而收敛，设其极限为 。

对于任意 k，当 时，

}kx x

m k≥ m S∈x ，所以{ 的极限}kx kS Sk∈ =x ，于是

，所以 非空。 
1

k
k

S
∞

=

∈∩x
1

k
k

S
∞

=
∩

再证唯一性。假设 ，则
1

k
k

S
∞

=

∈∩y diam kS− ≤x y 0→ （ ），所以

。 

k →∞

=x y

12. 举例说明：满足 0lim 1 =−+∞→ kkk
xx 的点列{xk}不一定收敛。 

解 xk
1

1k

i i=

= ∈∑ R，则 1
1lim lim 0

1k kk k k+→∞ →∞
− =

+
x x = ，而 |xk|=

1

1k

i i=

→ +∞∑ ，所以

{xk}不收敛。 

13. 设 为紧集，证明 和 为紧集。 nRFE ⊂, FE∩ FE∪

证 因为 为紧集，所以 为有界闭集，于是可知 和

也都是有界闭集，即紧集。 

nRFE ⊂, ,E F FE∩ FE∪
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14. 用定义证明点集 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∪ ,2,11}0{ k
k

是R中的紧集。 

证 假定{ }Uα 为点集 S=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∪ ,2,11}0{ k
k

的任一开覆盖。设
0

0 Uα∈ ，

则
0

0 : (0, )O Uαδ δ∃ > ⊂ ，于是当
1k
δ

> 时，
0

1 U
k α∈ 。对于

1 10,1, ,[ ]k
k δ

⎧ ⎫=⎨ ⎬
⎩ ⎭

，

存在{ }Uα 中 k
Uα ，使得

1 1, 0,1, ,[
k

U k
k α ]

δ
∈ = 。于是

0

1, 0,1, ,[
k

U U kα α ]
δ

⎧ =⎨
⎩ ⎭

⎫
⎬构成 S的有限开覆盖，所以 S为紧集。 

15. 应用 Heine-Borel定理直接证明： nR 上有界无限点集必有聚点。 

证 假定 S为 nR 上有界无限点集，则由习题 9， SSS ′= ∪ 必是闭集。

如果 S无聚点，即 ，则 S为' =∅S =S S，即 S为有界闭集，从而由

Heine-Borel定理知 S为 nR 上的紧集。 

∀ ∈x S，由于 x不是 S的聚点，存在 (O )δ xx, 只含有 S中有限个点。

显然{ ( ) | }O δ ∈xx, x S 构成为 S的一个开覆盖，但由于其中有限个 ( )O δ xx,

只能包含 S中有限个点，因而不存在 S的有限开覆盖，矛盾！所以 S

必有聚点。 
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习题  11.2  多元连续函数 
 
1.  确定下列函数的自然定义域： 
（1）

221
)ln(

yx
xxyu
−−

+−= ；   （2）
zyx

u 111
++= ； 

（3） )(22222222 rRrzyxzyxRu >−+++−−−= ； 

（4） 22arcsin
yx

zu
+

= 。 

解 (1) { }xyyxyxD ><+= ,1),( 22 。 

(2) { }0,0,0),,( >>>= zyxzyxD 。 

(3) { }22222),,( RzyxrzyxD ≤++≤= 。 

(4) { }0,),,( 2222 ≠++≤= yxyxzzyxD 。 

2. 设 2/322

3

)( yx
x

x
yf

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   ，求 。 )0( >x )(xf

解  因为 
3

32 2 3/ 2
2 2

1
( )

1

y xf
x x y

y
x

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

， 

所以  

2
3

2 )1(

1)(

x

xf

+

=  。 

3． 若函数 

)1(),( −+= xfyyxz ， 

且当 时 ，求 和 。 4=y 1+= xz )(xf ),( yxz

解 由 ( ,4) 4 ( 1) 1z x f x= + − = +x ，可得 

2( 1) 1 ( 1 1)f x x x− = − = − + −1， 

所以 

2 2( ) ( 1) 1 2f x x x= + − = + x ,  

1),( −+= yxyxz 。 

4． 讨论下列函数当 趋于 时的极限是否存在： ),( yx )0,0(
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（1）
yx
yxyxf

+
−

=),( ；    （2） 22),(
yx

xyyxf
+

= ； 

（3）   （4）
⎩
⎨
⎧ <<

=
;0

,0,1
),(

2

其它点

xy
yxf 84

33

),(
yx

yxyxf
+

= 。 

解（1）由于 1( , )
1

x kx kf x kx
x kx k
− −

= =
+ +

依赖于 k，所以当 趋于 时函

数极限不存在。 

),( yx )0,0(

（2）
2

2 2( , )
( ) 1

kx kf x kx 2x kx k
= =

+ +
依赖于 k，所以当 趋于 时函数

极限不存在。 

),( yx )0,0(

（3）由于
2

( , ) 1
2
xf x = ，所以当 沿曲线),( yx

2

2
xy = 趋于 时，函数极

限为 1，而当 沿 x轴趋于 时，函数极限为 0，所以当 趋

于 时函数极限不存在。 

)0,0(

),( yx )0,0( ),( yx

)0,0(

（4）利用平均值不等式 

=
+
3

84 yx
3 88

844

4
1

3
2
1

2
1

yx
yxx

≥
++

， 

可得 
13 3 33 3
3

84 8
3

| | 4 | | 4| ( , ) | | |
3 3| |

x y xyf x y xy
x y xy

= ≤ =
+

0, (( , ) (0,0))x y→ → ， 

所以当 趋于 时函数极限存在且为 0。 ),( yx )0,0(

5． 对多元函数证明极限唯一性，局部有界性，局部保序性和局部

夹逼性。 

证 （1）假设 f (x)=A, f (x)=B，则
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0ε∀ > ， 

1 0 1 : | ( ) |f A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

2 0 2 : | ( ) |f B ε− <x 。 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

取 { }1 2min , 0δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
| | | ( ) | | ( ) | 2A B f A f B ε− ≤ − + − <x x ， 

由于ε为任意正数，所以 A=B，即极限唯一。 
（2）假设 f (x)=A,则对于

0

lim
xx→

1ε = ， 
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00, (0 | | ) :δ δ∃ > ∀ < − <x x x | ( ) | 1f A− <x ， 
即 

| ( ) | | | 1f A< +x 。 
所以 f (x)在 x 点的某个去心领域有界。 0

(3) 设 f (x)=A> g (x)=B，则对于
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0
2

A Bε −
= > ， 

1 0 1 : | ( ) |f A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

即 
( )

2
A Bf A ε +

> − =x 。 

又 
2 0 2 : | ( ) |g B ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

即 
( )

2
A Bg B ε +

< + =x  

取 { }1 2min , 0δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立局部保序性： 

( ) ( )
2

A Bg f+
< <x x 。 

(4)假定存在 0ρ > ，使当 00 | | ρ< − <x x 时成立 
( ) ( ) ( )g f h≤ ≤x x x ， 

且 g (x) = h (x)=A。 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0ε∀ > , 由 h (x)=A， 
0

lim
xx→

1 0 1 : | ( ) |h A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

所以 
( )h A ε< +x 。 

又由 g (x) =A， 
0

lim
xx→

2 0 2 : | ( ) |g A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

所以 
( )g A ε> −x 。 

取 { }1 2min , , 0δ ρ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
( ) ( ) ( )A g f h Aε ε− < ≤ ≤ < +x x x ， 

即 f (x)=A。 
0

lim
xx→

6． 对多元函数证明极限的四则运算法则：假设当 x 趋于 x 时函
数 f (x)和 g (x)的极限存在，则 

0

（1） f (x)±g (x)) = f (x)± g (x)；   
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→
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   （2） (f (x) ·g (x)) = f (x)· g (x)； 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

   （3） (f (x)／g (x)) = f (x)／ g (x)  （ g (x) ≠ 0）。 
0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→ 0

lim
xx→

证 假设 f (x)=A， g (x)=B。则对任意
0

lim
xx→ 0

lim
xx→

0ε > ， 

1 0 1 : | ( ) |f A ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

2 0 2 : | ( ) |g B ε− <x ， 0, (0 | | )δ δ∃ > ∀ < − <x x x

取 { }1 2min , 0δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
| ( ( ) ( )) ( ) | | ( ) | | ( ) | 2f g A B f A g B ε± − ± ≤ − + − <x x x x ， 

所以（1）成立。 
由于 g (x)在 x 有极限，所以 g (x)在 x 0局部有界，即存在正数 X

和
0

' 0δ > ， ∀x 0(0 | | ') :δ< − <x x | ( ) |g X<x 。取 { }1 2min ', , 0δ δ δ δ= > ，当

00 | | δ< − <x x ，成立 
| ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) | | ( ) |f g AB f g Ag Ag AB− ≤ − + −x x x x x x  

( | |)X A ε< + ， 
所以（2）成立。 

 由于 B≠0， 0
2
B

ε ε
⎛ ⎞

∀ < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

， " 0δ∃ > ， 0(0 | | ")δ∀ < − <x x x ： 

| || ( ) | | |
2
Bg B ε> − ≥x 。 

取 { }1 2min ", , 0δ δ δ δ= > ，当 00 | | δ< − <x x ，成立 
( ) ( ( ) ) ( ( ) )
( ) ( )

f A B f A A g B
g B Bg

− − −
− ≤

x x x
x x

 

2

2(| | | |)
| |
A B

B
ε+

< ， 

所以（3）成立。 
7． 求下列各极限： 

（1） 22)1,0(),(

1lim
yx

xy
yx +

−
→

；    （2） 22

22

)0,0(),(

1lim
yx

yx
yx +

++
→

； 

（3）
xy
xy

yx

11
lim

)0,0(),(

−+
→

；     （4）
11

lim
22

22

)0,0(),( −++

+
→ yx

yx
yx

； 

（5） 22

2

)0,0(),(

)ln(lim
2

yx
ex y

yx +
+

→
；   （6） 22

33

)0,0(),(

)sin(lim
yx

yx
yx +

+
→

； 

（7） 2222

22

)0,0(),( )(
)cos(1lim

yxyx
yx

yx +
+−

→
； （8） 。 )(22 )(lim yx

y
x

eyx +−

+∞→
+∞→

+

解 （1） ( , ) (0,1)
2 2 2 2( , ) (0,1)

( , ) (0,1)

lim (1 )1lim 1
lim ( )

x y

x y
x y

xyxy
x y x y

→

→
→

−−
= =

+ +
。 
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（2） 2 2 2 2

( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim ( ) 0, lim (1 ) 1

x y x y
x y x y

→ →
+ = + + = ，所以 

22

22

)0,0(),(

1lim
yx

yx
yx +

++
→

= ∞+ 。 

（3）
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

1 1 1lim lim
1 1x y x y

xy
xy xy→ →

+ −
=

+ +
=

2
1
。 

（4）
2 2

2 2

2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim ( 1 1) 2

1 1x y x y

x y x y
x y→ →

+
= + + +

+ + −
=

2 2

。 

（5） 2 22 2 2 2 2 2 2ln( ) ln(1 1) ( ) ( )y yx e x e x y o y x y o x+ = + + − = + + = + + + y ， 

所以 
22

2 2( , ) (0,0)

ln( )lim
y

x y

x e
x y→

+
=

+
1。 

（6） 3 3 3 3 2 2 2 2| sin( ) | | | | || | 2 | || |x y x y x y x y xy x y x y+ ≤ + = + + − ≤ + + ， 

所以 

22

33

)0,0(),(

)sin(lim
yx

yx
yx +

+
→

= 。 0

（7）因为 

    ( )2 2 2 2 211 cos( ) ( ) ( , ) (0,
2

x y x y x y− + + →∼ 0) ， 

2 2 2

2 2 2 2

1 ( ) 12
( ) | |

x y

x y x y xy

+
≥

+ ( , ) (0,0)

1lim
x y xy→

= +∞， ， 

所以 

2 2

2 2 2 2( , ) (0,0)

1 cos( )lim
( )x y

x y
x y x y→

− +
=

+

2 2 2

2 2 2 2( , ) (0,0)

1 ( )
2lim

( )x y

x y

x y x y→

+
=

+
∞+ 。 

（8） 2 2 ( ) 2 2lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0x y x y y x

x x x
y y y

x y e x e e y e e− + − − − −

→+∞ →+∞ →+∞
→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ = 。 

8． 讨论下列函数在原点的二重极限和二次极限： 
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（1） 222

22

)(
),(

yxyx
yxyxf
−+

= ； 

（2） 22

2222 )1()1(),(
yx

yyxxyxf
+

+−+
= ； 

  （3）
x

y
y

xyxf 1sin1sin),( += 。 

解 (1) 由于 

2

4 2

4 2 2 40 0

(1 ) 1lim ( , ) lim
(1 ) 1x x

y x kx

x kxf x y 2x kx k x k→ →
= +

+
= =

+ + +
， 

所以二重极限不存在。 

由 20

0lim ( , ) 0, 0
x

f x y y
y→

= = ≠ ，可知 
0 0

lim lim ( , ) 0
y x

f x y
→ →

= 。同理可知 

。所以二次极限存在且都等于 0。 
0 0

lim lim ( , ) 0
x y

f x y
→ →

=

（2）由于 
2 2 2 2 2 2 2

2 20 0

(1 ) (1 ) 1lim ( , ) lim
(1 ) 1x x

y kx
2

x x k x k x kf x y
x k k→ →

=

+ − + −
= =

+ +
， 

所以二重极限不存在。又 

  ， 2

0 0 0
lim lim ( , ) lim(1 ) 1
y x y

f x y y
→ → →

= − + = −

  。 2

0 0 0
lim lim ( , ) lim(1 ) 1
x y x

f x y x
→ → →

= + =

所以二次极限都存在但不相等。 

（3）由于 | ，所以( , ) | | | | |f x y x y≤ +
0
0

lim ( , ) 0
x
y

f x y
→
→

= 。 

由于
0

1lim sin ( 0)
x

y y
x→

≠ 和
0

1lim sin ( 0)
y

x x
y→

≠ 都不存在，所以两个二次

极限都不存在。 

9. 验证函数 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<>−

≤<>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

其它点

且

且

,0

,20),2(1

,
2
10,

2
12

),( 222
2

222
2

xyxxyx
x

xyxxxy
x

yxf  

在原点不连续，而在其它点连续。 

证 设 ，0x > 2( , )f x x = 2 2
2

2 1 1
2

x x
x
⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以当点 ( , )x y 沿 趋

于原点时函数 的极限为 1，而当点

2 ( 0y x x= > )

( , )f x y ( , )x y 沿 轴趋于原点时函数

的极限为 0，所以函数 在原点不连续。 

x
( , )f x y ( , )f x y
对于函数 在其它点的连续性只要考虑函数在下述曲线 ( , )f x y

2 2 2 ( 0x >1 , , 2
2

y x y x y x= = =  )  

上的情况（因为在除去上述曲线和原点的区域上函数显然连续）。 

设 。在0 0x > 2
0 0 0 0

1( , ) ( , )
2

x y x x= 点，由于 

0 0 0 0
2

2

0 02( , ) ( , ) ( , ) ( , )
/ 2

12( )
2lim ( , ) lim 0 ( , )

x y x y x y x y
y x

y x
f x y f x y

x→ →
>

−
= = = ， 

0 0
2

( , ) ( , )
/ 2

lim ( , ) 0
x y x y

y x

f x y
→

≤

= 0 0( , )f x y= ， 

所以函数 在( , )f x y 0 0( , )x y = 2
0 0

1( , )
2

x x 连续。同理可知函数 在( , )f x y

0 0( , )x y = 2
0 0( , 2 )x x 也连续。 

在 0 0( , )x y = 2
0 0( , )x x 点，由于 

0 0 0 0
2 2

2 22
0 0

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
02

22lim ( , ) lim 1
x y x y x y x y

x y x

x xx yf x y
x x→ →

> >

−−
= = = 0 0( , )f x y= ， 

0 0 0 0
2 2

2 2 2
0 0

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0/ 2

1 12( ) 2( )
2 2lim ( , ) lim 1

x y x y x y x y
x y x

y x x x
f x y

x x→ →
< ≤

− −
= = = 0 0( , )f x y= ， 

所以函数 在( , )f x y 0 0( , )x y = 2
0 0( , )x x 也连续。 

综上所述，函数 除了在原点不连续，在其它点都连续。 ( , )f x y
10. 讨论函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,),(
22

22
22

2

yx

yx
yx

yx
yxf  

的连续范围。 
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解  显然函数 在区域( , )f x y { }2 2( , ) 0x y x y+ ≠ 上连续，所以只要考虑函

数 在原点的连续性。由( , )f x y 2 21| | | | (
2

2 )x y x x y≤ + ，得到 

2

2 2

1 | |
2

x y x
x y

≤
+

， 

所以 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
=

2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y
x y→

=
+

， 

即函数在原点也连续。因此函数 在平面上点点连续。 ( , )f x y
11．设 在区间 上具有连续导数，)(tf ),( ba ),(),( baba ×=D 。定义 上的

函数 

D

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′

≠
−
−

=
.),(

,,)()(
),(

yxxf

yx
yx

yfxf
yxF  

 证明：对于任何 成立 ),( bac∈
)(),(lim

),(),(
cfyxF

ccyx
′=

→
。 

证 由题设，利用 Lagrange中值定理 ( ) ( ) '( )( )f x f y f x yξ− = − ，其中ξ介

于 和 之间。所以 x y

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim ( , ) lim '( ) ( )

x y c c x y c c
x y

F x y f f cξ
→ →
≠

′= = , 

( , ) ( , )
lim ( , ) lim '( ) ( )

x y c c x c
x y

F x y f x f c
→ →
=

′= = , 

综合上面两式可得
)(),(lim

),(),(
cfyxF

ccyx
′=

→
。
 

12．设二元函数 在开集),( yxf 2RD ⊂ 内对于变量 是连续的，对于变

量

x
y满足 Lipschitz 条件： 

|),(),(| yxfyxf ′′−′ ≤ |'| yyL ′′− ， 

其中 ，D∈′′′ ),(),,( yxyx L为常数（通常称为 Lipschitz 常数）。证明
在 内连续。 ),( yxf D

证  假设 ，由于函数对于变量 是连续，0 0( , )x y ∈D x 0ε∀ > ，

00, (| | )x x xδ δ∃ > ∀ − < ，成立 

0 0 0( , ) ( , )f x y f x y− ε< 。 
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当 0 0( , ) ( , ) min( , )x y x y δ ε− < 时 

≤− ),(),( 00 yxfyxf +− ),(),( 0yxfyxf 0 0( , ) ( , )0f x y f x y−  

0L y y≤ − + 0 0( , ) ( , )0f x y f x y−  

Lε ε≤ + ， 

所以 在),( yxf 0 0( , )x y 内连续，证毕。 

13．证明：若 f和 g是 D上的连续映射，则映射 f + g与函数 

＜f , g＞在 D上都是连续的。 

证 假设 D，由 f和 g是连续，0x ∈ 0ε∀ > ， 

00, (| | )δ δ∃ > ∀ − <x x x ，成立 0| ( ) ( ) | ε− <f x f x ， 

1 0, (| | )0 1δ δ∃ > ∀ − <x x x ，成立 0| ( ) ( ) | ε− <g x g x ， 

于是 

0 0| ( ) ( ) ( ( ) ( )) |+ − +f x g x f x g x  

0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |≤ − + −f x f x g x g x 2ε≤ ， 

所以映射 f + g在 连续。又 0x

0 0| ( ), ( ) ( ), ( )< > − <f x g x f x g x |>

0 |
    

 0 0| ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )=< − > + < − >f x f x g x f x g x g x

0| ( ) | | ( ) |ε ε≤ +g x f x ， 

由于 g连续，所以 g的每个分量都连续，从而都局部有界，于是 g也

局部有界。根据上式，＜f , g＞在 连续，证毕。 0x

14. 证明复合映射的连续性定理（定理 11.2.3）。 

证 假设 g在 D上连续，f在Ω上连续，并且 0 0 0, ( )D∈ = ∈x u g x Ω。由 f

在 上连续，0u 00, 0, (| | )ε η η∀ > ∃ > ∀ − <u u u 成立 
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0| ( ) ( ) | ε− <f u f u 。 

对于上述 0η > ，由 g在 连续知0x 00, (| | )δ δ∃ > ∀ − <x x x 成立 

0| ( ) ( ) | η− <g x g x 。 

于是，当 0| | δ− <x x 时， 

0 0| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ε− = −f g x f g x f u f u < ， 

所以复合函数 f g在 连续。 0x
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习  题  11.3  连续函数的性质 

 
 

1． 设D⊂ nR ， 为连续映射。如果D中的点列{xmRD →:f k}满足
，且 D，证明 ax =

∞→ kk
lim ∈a

)()(lim afxf =
∞→ kk

。 

证 由 在 连续，f a 0, 0, (| | )ε δ δ∀ > ∃ > ∀ − <x x a ，成立 
| ( ) ( ) | ε− <f x f a 。 

又由于 ，对于上述ax =
∞→ kk

lim 0δ > ，存在K，当 时成立 k K>

| |k δ− <x a ， 

于是当 时成立 k K>
| ( ) ( ) |k ε− <f x f a 。 

所以 

)()(lim afxf =
∞→ kk

。 

2． 设 是f nR 上的连续函数， 为实数。设 c
})(|{ cfn

c <∈= xxA R ， ≤ 。 )(|{ xx fn
c RB ∈= }c

 证明Ac为
nR 上的开集，Bc为

nR 上的闭集。 
证  对于任意 A0 ∈x c，由于 在 连续，取f 0x ε = 0( ) 0c f− >x ，则 0δ∃ > ，

0(| | )δ∀ − <x x x ，成立 

0 0| ( ) ( ) | ( )f f c fε− < = −x x x ， 

即有 ，所以 。这说明A( )f <x c c∈Ax c为
nR 上的开集。 

 由 f 在 nR 上连续可知 也在f− nR 上连续，于是 
( ) { | ( ) } { | ( ) }c n n

c f c f= ∈ > = ∈ − < −B R Rx x x x c  
为 nR 上的开集，所以Bc为

nR 上的闭集。 
3． 设二元函数 

xy
yxf

−
=

1
1),( ， )1,0[)1,0[),( ×=∈Dyx ， 

 证明： 在 上连续，但不一致连续。 f D

证  由于 在 上是初等函数，所以连续。但因为当 时， f D n →+∞

1 1(1 ,1 )
2 2n n

− − −
1 1(1 ,1 ) 0
n n

− − → ， 

而 
1 1(1 ,1 )

2 2
f

n n
− − −

1 1(1 ,1 )f
n n

− −  
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2 2 24 (4 3)
4 1 2 1 (4 1)(2 1)

n n n n
n n n n

−
= − = → +

− − − −
∞， 

所以 在 上不一致连续。 f D

4． 设 A为 nR 上的非空子集，定义 nR 上的函数 为 f
}{|inf)( Ay||yxx ∈−=f 。 

   它称为 x到 A的距离。证明：  
(1) 当且仅当 Ax∈ 时， 0)( =xf ； 
(2) 对于任意 ∈xx ′′′, nR ，不等式 

)()( xx ′′−′ ff ≤ || xx ′′−′  
   成立，从而 在f nR 上一致连续； 
（3）若 A是紧集，则对于任意 ，点集 ≤ 是紧

集。 
0>c )(|{ xx fnR∈ }c

证 （1）假定 Ax∈ ，则存在A中的点列{xk}，满足 ，即

，所以 。反之，由

lim kk→∞
=x x

lim 0kk→∞
−| x x |= 0)( =xf 0)( =xf 可知存在A中的点列{xk}，

满足 ，即lim 0kk→∞
−| x x |= lim kk→∞

=x x，所以 Ax∈ 。 

（2）不妨假设 。首先对于任意的 k，存在 ，满足 ( ) ( )f f′ ≥x x′′ k ∈x A
1( ) | kf
k

′′ ′′> − −x x x | ， 

再利用 
( ) | kf ≤ −x' x' x |， 

两式相减，得到 
1 10 ( ) ( ) | (| ) |k kf f
k k

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′< − < − − − − ≤ −x x x x | x x | x x | + ， 

令 ，即得到 k →∞

)()( xx ′′−′ ff ≤ || xx ′′−′ 。 
由上式即可知 在f nR 上一致连续。 
（3）由（2）知 在f nR 上连续，再由习题 2知点集 B= ≤

是闭集。由于 A是紧集，所以 A有界，即
)(|{ xx fnR∈

}c ,M∃ ∀ ∈x A，成立 | | M≤x 。

，取 ，使得 ∀ ∈y B ∈x A
( ) | 1f > − −y y x | 。 

于是 
| | ( ) 1 1f M c≤ − + + ≤ + +y | y x | + | x |< y M， 

即 B也有界。所以 B为有界闭集，也就是紧集。 
5． 设二元函数 在f 2R 上连续。证明： 
（1） 若 ，则 在+∞=

+∞→+
),(lim

22
yxf

yx
f 2R 上的最小值必定存在； 

 92



（2） 若 ，则 在0),(lim
22

=
+∞→+

yxf
yx

f 2R 上的最大值与最小值至少存在

一个。 
证 （1）任取一点 ，由),( 00 yx +∞=

+∞→+
),(lim

22
yxf

yx
，可知存在 ，当

，成立 。 在紧集

0>R

222 Ryx >+ ),(),( 00 yxfyxf > ),( yxf }),{( 222 Ryxyx ≤+ 上

必定取到最小值，且此最小值就是它在 2R 上的最小值。 
（2）如果 ，则命题显然成立。不然的话，任取 ，使

得函数值在此点非零。 
( , ) 0f x y ≡ ),( 00 yx

若 ，由0),( 00 >yxf 0),(lim
22

=
+∞→+

yxf
yx

，可知存在 ，当 ，

成立 ，则 在紧集

0>R 222 Ryx >+

),(),( 00 yxfyxf < ),( yxf }),{( 222 Ryxyx ≤+ 上必定取到

最大值，且此最大值就是它在 2R 上的最大值。 
若 0),( 00 <yxf ，由 0),(lim

22
=

+∞→+
yxf

yx
，可知存在 ，当 ，

成立 ，则 在紧集

0>R 222 Ryx >+

),(),( 00 yxfyxf > ),( yxf }),{( 222 Ryxyx ≤+ 上必定取到

最小值，且此最小值就是它在 2R 上的最小值。 
6．设 是f nR 上的连续函数，满足 

(1) 当 时成立 ； 0≠x 0)( >xf
(2) 对于任意 与 ，成立x 0>c )()( xx cfcf = 。 
证明：存在 ，使得 0,0 >> ba

|≤ ≤ 。 | xa )(xf || xb
证 单位球面是 nR 上的紧集，设 在单位球面上的最小值和最大值分

别为 和 ，则有 
f

a b
0 ( )a f b< ≤ ≤ < +∞x ， | | 1∀ x = 。 

于是 ，由于∀ ≠ 0x 1=x
x

，所以 

( )f f b
⎛ ⎞

= ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

xx x x
x

, 

同理 ( )f a≥x x。由于当 时不等式显然成立，所以= 0x ∀ ∈x nR ，成立 

|| xa ≤ ≤ 。 )(xf || xb
7．设 为连续映射。证明对于f mn RR →: nR 中的任意子集 A，成立 

)()( AfAf ⊂ 。 
举例说明 )(Af 能够是 )(Af 的真子集。 

证   ∀ ∈x A，存在A中的点列{xk}，满足 lim kk→∞
=x x，由于映射 在 连

续， 

f x

lim ( ) (lim ) ( )k kk k→∞ →∞
= =f x f x f x ， 

所以 ( ) ( )∈f x f A ，即 )()( AfAf ⊂ 。 
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取 n=2， 在 上连续。令 A= ，则
2 2

( , ) x yf x y e− −= 2R 2R A = A，但 
( ) { | 0}x x= >f A ， ( ) { | 0}x x= ≥f A ， 

)(Af 是 )(Af 的真子集。 
8．设 是有界开区域f 2RD ⊂ 上的一致连续函数。证明： 
（1）可以将 连续延拓到 的边界上，即存在定义在f D D上的连续

函数 ，使得f~ ff =
D

~
； 

（2） 在 上有界。 f D

证 （1）由于 在f 2RD ⊂ 上的一致连续， 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，  ', "∀ ∈Dx x

(| ' " | )δ− <x x ： 

| ( ') ( ") |f f ε− <x x 。 

设 D∈∂ς ，任取点列{ }nx  ( n ∈Dx , n →x ς ), 由于{ }nx 为 Cauchy点

列，对于上述 0δ > ， K∃ ，当 时，成立 |,m n K> |m n δ− <x x ，于是  

| ( ) ( ) |m nf f ε− <x x ， 

所以{ }( )nf x 是基本数列，故一定收敛。记该极限为 ( )g ς 。 

在 | ( ) ( ) |m nf f ε−x x < 中令 ，得到 m→∞

| ( ) ( ) |nf g ε− ≤x ς 。 

对于 , | | / 2δ∀ ∈ − <D ζx x ，存在点列{ }nx 中某项 ，满足 kx

| | / 2, | ( ) ( ) |k kf gδ ε− < − ≤x xζ ζ 。 

于是 

| | | |k k δ− ≤ − + − <| x x | x xζ ζ ， 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |k kf g f f f g− ≤ − + −x x x xζ ζ 2ε< ， 

所以  

lim ( ) ( )
x
x D

f g
ζ→

∈

=x ζ ， 

由此可知{ }( )nf x 的极限 ( )g ζ 只与 ∈∂Dς 有关，而与点列{ }nx 的选取无
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关。令 

( ), ,
( )

( ),
f

f
g

∈⎧
= ⎨ ∈∂⎩

D
D。

x x
x

x x
 

显然， 在 上连续。现只要证明 在f~ D f~ ∂D上连续。设 ∈∂Dς ，由 

lim ( ) ( ) ( )
x
x D

f g f
ζ→

∈

= =x ς ς ， 

可知 0, 0ε δ∀ > ∃ > ，∀ ∈Dx ( | | )δ− <x ς ： 

| ( ) ( ) |
2

f f ε
− <x ς 。 

对于∀ ∈∂D'ς ( | ' | )δ− <ς ς ，在上式中令 '→ςx ，由 

'
lim ( ) ( ')
x
x D

f f
ζ→

∈

=x ς ， 

可知 

( ') ( )
2

f f ε ε− ≤ <ς ς ， 

于是得到 

lim ( ) ( )
x
x D

f f
ζ→

∈

= ςx ， 

这就证明了 在f~ D上连续。换言之， 是定义在f~ D上的连续函数，满

足 ff =
D

~
。 

（2）由于D为有界闭集，即紧集， f~在D连续保证了 f~在D有界，

从而 在 上有界。 f D
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第十二章  多元函数的微分学 
 

习 题  12. 1  偏导数与全微分 
 

1． 求下列函数的偏导数： 
（1） ；    （2） ； 6245 6 yyxxz +−= )ln( 222 yxxz +=

（3）
y
xxyz += ；         （4） ； )(cos)sin( 2 xyxyz +=

（5） ；    （6）)sin(cose yxyz x += ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xz

2

tan ；  

（7）
x
y

y
xz cossin ⋅= ；     （8） ；     yxyz )1( +=

（9） ；      （10）)lnln( yxz +=
xy
yxz

−
+

=
1

arctan ；  

（11） ；      （12）)( 222

e zyxxu ++= z
y

xu = ;        
（13）

222

1
zyx

u
++

= ；    （14） ；  zyxu =

（15） ， 为常数； （16） 为常数。 
1

n

i i
i

u a
=

= ∑ x ia jiij

n

ji
jiij aayxau == ∑

=

,
1,

解 (1) 234 245 yxx
x
z

−=
∂
∂

， yxy
y
z 45 126 −=
∂
∂

。 

(2) 22

3
22 2)ln(2

yx
xyxx

x
z

+
++=

∂
∂

， 22

22
yx
yx

y
z

+
=

∂
∂

。 

(3) 
y

y
x
z 1

+=
∂
∂

， 2y
xx

y
z

−=
∂
∂

。 

(4) [ ])2sin()cos( xyxyy
x
z

−=
∂
∂

， [ ])2sin()cos( xyxyx
y
z

−=
∂
∂

。 

(5) )sinsin(cos yyxye
x
z x ++=
∂
∂

， )sincos( yyxe
y
z x −=
∂
∂

。 

(6) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

y
x

y
x

x
z 2

2sec2
， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

y
x

y
x

y
z 2

2
2

2
sec 。 

(7) 
x
y

y
x

yx
z coscos1
=

∂
∂

x
y

y
x

x
y sinsin2+ ，

x
y

y
x

y
x

y
z coscos2−=
∂
∂

x
y

y
x

x
sinsin1

− 。  
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(8) 12 )1( −+=
∂
∂ yxyy
x
z

， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+++=
∂
∂

xy
xyxyxy

y
z y

1
)1ln()1( 。 

(9) 
yxx

z
ln
1
+

=
∂
∂

， 
)ln(

1
yxyy

z
+

=
∂
∂

。 

(10) 注意 ，arctan arctanz x y= + 21
1
xx

z
+

=
∂
∂

， 21
1
yy

z
+

=
∂
∂

。 

(11) )3( 222 zyx
x
u

++=
∂
∂ )( 222 zyxxe ++ ， =

∂
∂
y
u xy2 )( 222 zyxxe ++ ， 

=
∂
∂
z
u xz2 )( 222 zyxxe ++ 。 

(12) 
1−

=
∂
∂ z

y

x
z
y

x
u

， =
∂
∂
y
u z

y

x
z
xln
， =

∂
∂
z
u z

y

x
z

xy
2

ln
− 。 

(13) 
( )2

3
222 zyx

x
x
u

++

−=
∂
∂

， =
∂
∂
y
u

( )2
3

222 zyx

y

++

− ， =
∂
∂
z
u

( )2
3

222 zyx

z

++

− 。 

(14) 1−=
∂
∂ zyz xy
x
u

， =
∂
∂
y
u xxzy

zyz ln1− ， =
∂
∂
z
u yxxy

zyz lnln 。 

(15) nia
x
u

i
i

,,2,1, ==
∂
∂

。 

(16) niya
x
u n

j
jij

i
,,2,1,

1
==

∂
∂

∑
=

， njxa
y
u n

i
iij

j
,,2,1,

1
==

∂
∂

∑
=

。 

2. 设 22),( yxyxyxf +−+= ，求 及 。 )4,3(xf )4,3(yf

解  因为
2 2 2 2

1 , 1x y
x yf f

x y x
= − = −

+ + y
，所以 

5
2)4,3( =xf ，

5
1)4,3( =yf 。 

3. 设 2

e y
x

z = ，验证 02 =
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx 。 

证  由于 2 2

2 3

1 e , e
x x
y yz z

x y y y
∂ ∂

= = −
∂ ∂

2x
，所以 

02 =
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx 。 
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4. 曲线
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
=

4

,
4

22

y

yxz 在点 处的切线与 轴的正向所夹的角度是

多少？ 

)5,4,2( x

解 以 x为参数，曲线在点 处的切向量为)5,4,2(
2

( , , ) (1,0,1
x

dx dy dz
dx dx dx =

= )，

设它与 轴的正向所夹的角度为x θ，则 
(1,0,1) 1cos (1,0,0)

2 2
θ = ⋅ = ， 

所以
4
πθ = 。 

5. 求下列函数在指定点的全微分： 
  （1） ，在点 ； 223),( xyyxyxf −= )2,1(
  （2） ，在点 ； )1ln(),( 22 yxyxf ++= )4,2(

  （3） 2

sin),(
y

xyxf = ，在点 和)1,0( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

4
π
。 

解 (1) 因为 ，所以 2 2( , ) (6 ) (3 2 )df x y xy y dx x xy dy= − + −

dydxdf −= 8)2,1( 。 

(2) 因为
2 2 2 2

2 2( , )
1 1

x ydf x y dx dy
x y x y

= +
+ + + +

，所以 

dydxdf
21
8

21
4)4,2( += 。 

(3) 因为 2 3

cos 2sin( , ) x xdf x y dx dy
y y

= − ，所以 

dxdf =)1,0( , dydxdf
8
2

8
2)2,

4
( −=
π

。 

6. 求下列函数的全微分： 
   （1） ；      （2） ； xyz = xyxyz e=

   （3）
yx
yxz

−
+

= ；        （4）
22 yx

yz
+

= ； 

   （5） 222 zyxu ++= ；      （6） 。 )ln( 222 zyxu ++=

解 (1)  。 dyxyydxydz xx 1ln −+=

(2)  。 ))(1( xdyydxxyedz xy ++=

 3



(3) dy
yx
xdx

yx
ydz 22 )(

2
)(

2
−

+
−

−=  。 

(4) dx

yx

xydz
2
3

22 )( +

−= dy

yx

x

2
3

22

2

)( +

+  。 

(5) 
222 zyx

zdzydyxdxdu
++

++
=  。 

(6) 222
)(2

zyx
zdzydyxdxdu

++
++

= 。 

7.  求函数 在点 处的沿从点 到点 方向的方

向导数。 

yxz 2e= )0,1(P )0,1(P )1,2( −Q

解 由于 1 2
(2, 1) (1,0) 1 (1, 1) ( , )

| | | (2, 1) (1,0) | 2
PQ v v
PQ

− −
= = = − =

− −
v ，且 

2 2e , 2 ey yz z x
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

， 

所以 

1 2
1
2

z z zv v
x y

∂ ∂ ∂
= + = −

∂ ∂ ∂v 。 

8.  设 ，求它在点 处的沿方向22 yxyxz +−= )1,1( )sin,(cos αα=v 的方向

导数，并指出： 
      （1）沿哪个方向的方向导数最大？ 
      （2）沿哪个方向的方向导数最小？ 

（3）沿哪个方向的方向导数为零？ 

解 由于 

cos sin (2 )cos (2 )sinz z z x y y x
x y

α α α∂ ∂ ∂
= + = − + −

∂ ∂ ∂v α， 

所以 

(1,1) cos sinz α α∂
= +

∂v
sin( ) sin 2sin cos( )

2 4 4
π π πα α α= − + = − , 

(1) 当
4
πα = 时，沿 )

4
sin, ππ

4
(cos=v ，方向导数最大。  
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(2) 当 5
4
πα = 时，沿 )

4
5sin,5 ππ

4
(cos=v ，方向导数最小。 

(3) 当 3 7,
4 4
π πα = 时，沿 )

4
3sin,3 ππ

4
(cos=v  或 )

4
7sin,7 ππ

4
(cos=v ，方向

导数为零。 

9． 如果可微函数 在点 处的从点 到点 方向的方向

导数为 2，从点 到点 方向的方向导数为-2。求 
),( yxf )2,1( )2,1( )2,2(

)2,1( )1,1(
（1）这个函数在点 处的梯度； )2,1(
（2）点 处的从点 到点 方向的方向导数。 )2,1( )2,1( )6,4(

解  ，1v = (2, 2) (1, 2) (1,0)− =
1

1 0z z z z
x y x

2∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = =

∂ ∂ ∂ ∂v
。 

2v = (1,1) (1, 2) (0, 1)− = − ，
2

0 ( 1)z z z z
x y y

2∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂v
。 

所以在 处， )2,1(

2z z
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

。 

(1) 。 )2,2()2,1(grad =f

(2) 因为 (4 ，, 6) (1, 2) (3, 4)− =
2 2

(3, 4) (3, 4)
53 4

= =
+

v ，所以 

(1,2)
3 4 12 2
5 5

f∂ 4
5

= ⋅ + ⋅ =
∂v

。 

10. 求下列函数的梯度： 

（1） ；   （2）)sin(22 xyyxz += ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 2

2

2

2

1
b
y

a
xz ； 

    （3） ，在点 。 zyxyzxyzyxu 5264332 222 −−+++++= )1,1,1(

解 (1)  。 ))cos()sin(2),cos(2(grad 23 xyxyxyyxyyxz ++=

(2) )2,2(grad 22 b
y

a
xz −−= 。 

(3) ， 。 grad (2 3 6, 4 3 4 2,6 4 5u x y y x z z y= + + + + − + − ) )5,9,11()1,1,1(grad =u

11.  对于函数 ，在第Ι象限（包括边界）的每一点，指出

函数值增加最快的方向。 
xyyxf =),(

 5



解  在 点, 函数值增长最快的方向为)0,0(),( ≠yx ),(grad xyf = ;  

在 点, 由于梯度为零向量，不能直接从梯度得出函数值增长

最快的方向。设沿方向

)0,0(

)sin,(cos αα=v 自变量的改变量为 

cos , sinx t y tα α∆ = ∆ = ， 

则函数值的改变量为 

2 21( , ) (0,0) cos sin sin 2
2

f x y f x y t tα α α∆ ∆ − = ∆ ∆ = = ， 

由此可知当
3,

4 4
π πα = 时函数值增长最快，即函数值增长最快的方向为

和 。 )1,1( )1,1( −−

  12． 验证函数 
3),( xyyxf =   

在原点 连续且可偏导，但除方向 和)0,0( ie ie− （ ）外，在

原点的沿其它方向的方向导数都不存在。 
2,1=i

解          3
( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

lim ( , ) lim 0 (0,0)
x y x y

f x y xy f
→ →

= = = ， 

3

0

0 0(0,0) lim 0x x

xf
x∆ →

∆ ⋅ −
= =

∆
，

3

0

0 0
(0,0) lim 0y y

y
f

y∆ →

⋅∆ −
= =

∆
， 

所以函数在原点 连续且可偏导。取方向)0,0( )sin,(cos αα=v ，则  

0

(0 cos ,0 sin ) (0,0)lim
t

f f t t f
t

α α
→ +

∂ + + −
=

∂v
 

3

0

cos sinlim
t

t t
t
α α

→ +

⋅
=

3

30

sin 2lim
2t t
α

→ +
= ， 

当 sin 2 0α = ，即
2

kπα = 时，极限存在且为零；当 sin 2 0α ≠ ，即
2

kπα ≠ 时，

极限不存在。所以除方向 和ie ie− （ 2,1=i ）外，在原点的沿其它方向

的方向导数都不存在。 

13. 验证函数 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy
yxf  
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  在原点 连续且可偏导，但它在该点不可微。 )0,0(

解  由于 

2 2

2 2
0 (( , ) (0,0))

xy
x y x y

x y
≤ + → →

+
， 

所以 

( , ) (0,0)
lim ( , )

x y
f x y

→
=

2 2( , ) (0,0)
lim 0 (0,0)

x y

xy f
x y→

= =
+

。 

由定义， 

2

0

0 0
0(0,0) lim 0x x

x
xf

x∆ →

∆ ⋅
−

∆ += =
∆

，
2

0

0 0
0

(0,0) lim 0y y

y
y

f
y∆ →

⋅∆ −
+ ∆

= =
∆

。 

所以函数在原点 连续且可偏导。但 )0,0(

(0 ,0 ) (0,0) [ (0,0) (0,0) ]x yf x y f f x f+ ∆ + ∆ − − ∆ + ∆y  

= ( , )f x y∆ ∆ =
2 2

x y
x y
∆ ∆

∆ + ∆
2 2( )o x y≠ ∆ + ∆ ， 

所以函数在 不可微。 )0,0(

14. 验证函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

,0,1sin)(
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf  

 的偏导函数 在原点 不连续，但它在该点可微。 ),(),,( yxfyxf yx )0,0(

解 由定义， 

2 2
2 2

0

1( 0 )sin 0
0(0,0) lim 0x x

x
xf

x∆ →

∆ + −
∆ += =

∆
， 

当 时，  ( , ) (0,0)x y ≠

2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1( , ) 2 sin cos , 0x
xf x y x x y

x y x y x y
= − +

+ + +
≠ 。 

由于 
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0 0
lim ( , ) limxx x

f x y
→ →

=
x y=

2 2

1 1 1(2 sin cos )
2 2 2

x
x x x

− ， 

极限不存在，所以 ( , )xf x y 在原点 不连续。同理)0,0( ( , )yf x y 在原点

也不连续。但由于 

)0,0(

(0 ,0 ) (0,0) [ (0,0) (0,0) ]x yf x y f f x f+ ∆ + ∆ − − ∆ + ∆y  

= 2 2
2 2

1( )sinx y
x y

+
+

2 2( )o x y= ∆ + ∆ ， 

所以函数在 可微。 )0,0(

15. 证明函数 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,2
),(

22

22
42

2

yx

yx
yx

xy
yxf  

在原点 处沿各个方向的方向导数都存在，但它在该点不连续，因

而不可微。 
)0,0(

解  函数沿方向 )sin,(cos αα=v 的方向导数为 

0

(0 cos ,0 sin ) (0,0)lim
t

f f t t f
t

α α
→ +

∂ + + −
=

∂v
 

2 3

2 4 2 20

2cos sinlim 0, ,
(cos sin )t

t
t t

α α α
α α→ +

⋅
= =

+ ⋅
∀  

所以函数在原点 处沿各个方向的方向导数都存在。但当)0,0( ( , )x y 沿曲

线 2x ky= 趋于 时，极限 )0,0(

2

4

2 4 4 20 0

2 2lim ( , ) lim
1y y

x ky

ky kf x y
k y y k→ →

=

= =
+ +

 

与 k有关，所以函数在原点不连续，因而不可微。 
16．计算下列函数的高阶导数： 

 （1）
x
yz arctan= ，求 2

22

2

2

,,
y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

； 

 （2） )cos()sin( yxyyxxz +++= ，求 2

22

2

2

,,
y
z

yx
z

x
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

； 

 （3） ，求xyxz e= 2

3

2

3

,
yx
z

yx
z

∂∂
∂

∂∂
∂

； 
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 （4） ，求)ln( czbyaxu ++= 22

4

4

4

,
yx
z

x
u

∂∂
∂

∂
∂

； 

 （5） ，求qp byaxz )()( −−= qp

qp

yx
z

∂∂
∂ +

； 

 （6） ，求zyxxyzu ++= e rqp

rqp

zyx
u
∂∂∂

∂ ++

。 

解  (1) 由 

2 2 2 2

y1

1

z y
x x x yy

x

∂ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2

1 1

1

z x
y x x yy

x

∂ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ，

得到 

2222

2

)(
2

yx
xy

x
z

+
=

∂
∂ , =

∂∂
∂

yx
z2

222

22

)( yx
xy

+
− , =

∂
∂

2

2

y
z

222 )(
2

yx
xy
+

− 。 

(2) 由 

(1 )sin( ) cos( )z y x y x x y
x
∂

= − + + +
∂

， (1 )cos( ) sin( )z x x y y x y
y
∂

= + + −
∂

+  

得到 

)sin()cos()2(2

2
yxxyxy

x
z

+−+−=
∂
∂ , 

=
∂∂

∂
yx
z2

)sin()1()cos()1( yxxyxy ++−+− , 

=
∂
∂

2

2

y
z )sin()2()cos( yxxyxy ++−+− 。 

(3) 由 

2exyz x
y
∂

=
∂

，
2

3
2 exyz x

y
∂

=
∂

， =
∂∂

∂
yx
z2

2(2 ) xyx x y e+  

得到 

xyeyxxy
yx

z )42( 22
2

3
++=

∂∂
∂ , xyeyxx

yx
z )3( 32

2

3
+=

∂∂
∂

。 
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(4) 经计算，可依次得到 

1 ( )u ax by cz a
x ax by cz x ax by cz
∂ ∂ + +

= =
∂ + + ∂ + +

， 

2 2

2 2

( )
( ) ( )

u a ax by cz a
2x ax by cz x ax by cz

∂ ∂ + +
= − = −

∂ + + ∂ + +
， 

3 2 3

3 3

2 ( ) 2
( ) ( )

u a ax by cz a
3x ax by cz x ax by cz

∂ ∂ + +
= =

∂ + + ∂ + +
， 

4 3

4 4

3 2 ( ) 6
( ) ( )

u a ax by cz a4

4x ax by cz x ax by cz
∂ ⋅ ∂ + +

= − = −
∂ + + ∂ + +

， 

3 3

2 2

u u
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

=
2 2

3 3

2 ( ) 2
( ) ( )

a ax by cz a b
ax by cz y ax by cz

∂ + +
=

+ + ∂ + +
， 

4 4 2 2 2

2 2 2 2 4 4

3 2 ( ) 6
( ) ( )

u u a b ax by cz a b
x y y x ax by cz y ax by cz
∂ ∂ ⋅ ∂ + +

= = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ + + ∂ + +

。 

(5)    ( )( )
p q p q p q q

p
p q p q p q

z z yx a
x y x y x y

+ ⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −
= = −⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

b ⎞
⎟
⎠
 

( ) ( )p p q q

p q

d x a d y b
dx dy
− −

= ! !p q= 。 

(6) 对 x，y，z应用 Leibniz公式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (p q r p x q y r z p x q y r z

p q r p q r p q r

u xe ye ze d xe d ye d z )e
x y z x y z dx dy dz

+ +∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
。 

= ( ) ( ) ( )x y zx p e y q e z r e+ ⋅ + ⋅ +  

= ( )( )( ) x y zx p y q z r e + ++ + + 。 

17．计算下列函数的高阶微分： 
 （1） ，求 ； )ln(xyxz = z2d
 （2） ，求 ； )(sin 2 byaxz += z3d
 （3） ，求 ；； )(e 222 zyxu zyx ++= ++ u3d
 （4） ，求 。 yz x sine= zkd

解  (1) (ln( ) 1) xdz xy dx dy
y

= + + ， 
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2
2

22 21 dy
y
xdxdy

y
dx

x
zd −+= 。 

(2)  ， 2sin( ) cos( ) ( ) sin 2( )( )dz ax by ax by d ax by ax by adx bdy= + + + = + +

2 22cos 2( )( )d z ax by adx bdy= + + ， 

33 ))((2sin4 bdyadxbyaxzd ++−= 。 

(3) ， 2 2 2[( )( ) (2 2 2 )]x y zdu e x y z dx dy dz xdx ydy zdz+ += + + + + + + +

2 2 2 2 2[( )( ) 2(2 2 2 )( )x y zd u e x y z dx dy dz xdx ydy zdz dx dy dz+ += + + + + + + + + +  

2 22 2 2dx dy dz+ + + 2 ]

[( )( )x y ze x y z dx dy dz+ + + + + +

， 

3d u = 2 2 2 3 26( )( )xdx ydy zdz dx dy dz+ + + + +  

2 2 26( )( )]dx dy dz dx dy dz+ + + + +  

2 2 2 3dx 3222 )66( dyyzyx +++++[( 6 6)x y ze x y z x+ += + + + +

dz

 

])66( 3222 dzzzyx +++++ +  dydxyxzyxe zyx 2222 )224[(3 +++++++

dzdyzyzyx 2222 )224( ++++++ dxdzxzzyx 2222 )224( ++++++  

2222 )242( dxdyyxzyx ++++++ 2222 )242( dydzzyzyx ++++++  

])242( 2222 dzdxxzzyx ++++++ 2 2 26 ( 2 2 2 )x y ze x y z x y z dxdy+ ++ + + + + + 。 

(4)   ( )k kd z dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

0

sini x k ik
i k

i k i
i

k e ydx dy
i x y

−
i−

−
=

⎛ ⎞ ∂ ∂
= ⋅⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
∑  

0

sin
2

k
x i

i

k k ie y dx dy
i

π k i−

=

⎛ ⎞ −⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ 。 

18．函数 满足 ),( yxfz =

xy
y

x
z

−
+−=

∂
∂

1
1sin ，及 。 3sin2),0( yyyf +=

求 的表达式。 ),( yxf

解  对 x积分，得到 
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1( , ) sin ln(1 ) ( )f x y x y xy g y
y

= − − + , 

再将 代入上式，得到 3sin2),0( yyyf +=

3( ) 2sing y y y= + ， 

所以 

3)1ln(1sin)2(),( yxy
y

yxyxf +−−−= 。 

19．验证： 

 （1） 满足热传导方程)sin(e
2

nyz xkn−= 2

2

y
zk

x
z

∂
∂

=
∂
∂

； 

 （2）
y
xzu arctan= 满足 Laplace方程 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

； 

证 （1）由 
2

cos( )kn xz ne ny
y

−∂
=

∂
，

2
2

2
2 sin( )kn xz n e ny

y
−∂

= −
∂

， 

得到 
z
x
∂

=
∂

22 sin( )kn xkn e ny−− =
2

2

zk
y
∂
∂
。 

（2）由 
u
x
∂

=
∂ 2 2

1 1

1

yzz
y x yx

y

⋅ ⋅ = 2+⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2

2

u
x
∂

=
∂ 2 2

2
( )2

xyz
x y

−
+

， 

u
y
∂

=
∂ 2 2 2 2

1

1

x xzz
y x yx

y

⎛ ⎞
⋅ ⋅ − = −⎜ ⎟ +⎛ ⎞ ⎝ ⎠
+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2

u
y
∂

=
∂ 2 2

2
( )2

xyz
x y+

， ，

u
x
∂

=
∂

arctan x
y
，

2

2 0u
z
∂

=
∂

， 

得到 

02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

。 

20．设 t
r

ttrf 4

2

e),(
−

= α ，确定α使得 满足方程 f

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

r
fr

rrt
f 2

2

1
。 

解  将 
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f
t

∂
=

∂

2

1 2 2 41( )
4

r
tt t r eα αα

−− −+ ， 

f
r
∂

=
∂

2

1 41
2

r
tt reα −−− ， 2 fr

r r
∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=
2

1 2 2 4 43 1( )
2 4

r
tt r t r eα α −− −− + ， 

代入方程，解得 

2
3

−=α 。 

21．求下列向量值函数在指定点的导数： 
 （1） ，在T),sin,cos()( cxxbxax =f

4
π

=x 点； 

 （2） ，在T23 )tan,cot3(),,( zyxzexzyx y ++=f ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
,2,1 π
点； 

 （3） ，在T),sin,cos(),( vvuvuvu =g ),1( π 点。 

解 (1)    '( ) ( sin , cos , )Tx a x b x c= −f , 

'( )
4
π

f T),
2
2,

2
2( cba−= 。 

(2)     
2

2 2

3 cot csc
'( , , )

3 2 tan sec

y ye z e z
x y z

2x y z y z
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

f ， 

(1, 2, )
4
π

f'
2 23 2

3 4 8
e e⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

(3)      ， 
cos sin

'( , ) sin cos
0 1

v u v
u v v u v

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g

),1( πg'
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

10
10

01
。 

22．设 为向量值函数。 33: RR →f
（1）如果坐标分量函数 zzyxfyzyxfxzyxf === ),,(,),,(,),,( 321 ，证明

的导数是单位阵； 
f

（2）写出坐标分量函数的一般形式，使 的导数是单位阵； f
（3）如果已知 的导数是对角阵 ，那么坐标分量函

数应该具有什么样的形式？ 
f ))(),(),(diag( zryqxp

解 （1）由于 

1 '( , , ) (1,0,0)f x y z = ， 2 '( , , ) (0,1,0)f x y z = ， 3 '( , , ) (0,0,1)f x y z = ， 
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所以 的导数是单位阵。 f

(2) 由 1 '( , , ) (1,0,0)f x y z = ，可知 1( , , )f x y z 与 y，z无关，所以 

1 1( , , )f x y z x C= + ， 

同理可得 

2 2( , , )f x y z y C= + ， 3 3( , , )f x y z z C= + 。 

(3) 由 1 '( , , ) ( ( ),0,0)f x y z p x= ，可知 1( , , )f x y z 与 y，z无关，所以 

1( , , ) ( )f x y z p x dx= ∫ ， 
同理可得 

2 ( , , ) ( )f x y z q y dy= ∫ ， 3 ( , , ) ( )f x y z r z dz= ∫ 。 

 14



习题  12.2  多元复合函数的求导法则 
 

 
1． 利用链式规则求偏导数： 
（1） ty

t
xyxtz ==−+= ,1),23tan( 22 ，求

t
z

d
d
； 

（2） ，求32 ,sin, tytxez yx === −
2

2

d
d

t
z
； 

（3）
1

)(
2 +
−

=
a

zyew
ax

， ，xay sin= xz cos= ，求
x
w

d
d
； 

（4） yxv
y
xuvuz 23,,ln2 −=== ，求

y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ , ； 

（5） ， ，求
222 zyxeu ++= xyz sin2=

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ , ； 

（6） ， ， ， ，求)sin()( 222 zyxzyxw ++++= stex = tey = tsez +=
t
w

s
w

∂
∂

∂
∂ , ； 

（7） ，)cos(22 yxyxz +++= vux += ， vy arcsin= ，求
uv
z

u
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

, ； 

以下假设 具有二阶连续偏导数。 f

（8） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xxyfu , ，求 2

22

,,,
y
u

yx
u

y
u

x
u

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

； 

（9） ，求)( 222 zyxfu ++=
yx
u

x
u

z
u

y
u

x
u

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,,,, ； 

（10） ，),,( zyxfw = vux += ， vuy −= ， uvz = ，求
vu

w
v
w

u
w

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

,, 。 

解 (1) 记 ，则 23 2u t x y= + − 2

dz
dt

= ( )dz du dz u u dx u dy
du dt du t x dt y dt

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
 

2
2

1 1[3 4 ( ) 2 ]sec
2

x y u
t t

= + ⋅ − − ⋅  

= 2
3 2

4 2(2 )sec (2 )t
t t

− + 。 

(2) dz
dt

= 2 2 2cos 2 3 (cos 6 )x y x yz dx z dy e t e t z t
x dt y dt

− −∂ ∂
+ = − ⋅ = −

∂ ∂
2t ， 

3
2

2 2 sin 2 2 2
2 (cos 6 ) (cos 6 ) [(cos 6 ) sin 12 ]t td z dz dt t z t t e t t t t

dt dt dt
−= − + − = − − − 。 
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(3) dw w w dy w dz
dx x y dx z dx

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 

2 2 2

( ) cos ( sin )
1 1 1

ax ax axae y z e ea x x
a a a

−
= + ⋅ − ⋅ −

+ + +
 

sinaxe x= 。 

(4) dz z u z dv
dx u x v dx

∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂

212 ln 3uu v
y v

= ⋅ + ⋅  

2

2 2

2 3ln(3 2 )
(3 2 )

x xx y
y y

= − +
−x y

， 

z z u z v
y
∂
∂y u y v

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂

2

22 ln ( ) ( 2)x uu v
y v

= ⋅ − + ⋅ −  

2 2

3 2

2 2ln(3 2 )
(3 2 )

x xx y
y y

= − − −
−x y

。 

(5) u u du z
x x dz
∂ ∂

= +
∂ ∂

x

x
∂
∂

22 2 cosu x u z y x= ⋅ + ⋅ ⋅  

2 2 4 2sin 4(2 2 sin cos )x y y xe x y x+ += +  

u u du z
y y dz y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

2 2 2 sinu y u z y x= ⋅ + ⋅ ⋅  

2 2 4 2sin 3 2(2 4 sin )x y y xe y y+ += + x 。 

(6) 记 ，222 zyxu ++= zyxv ++= 。则 

w w x w y w
s x s y s z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
z
s

 

(sin 2 cos ) 0(sin 2 cos ) (sin 2 cos )x u xv u u yv u z u zv u= + + + + +  

(sin 2 cos ) (sin 2 cos )s s tte u xv u e u zv u+= + + +  

w w x w y w
t x t y t z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
z
t

 

(sin 2 cos ) (sin 2 cos ) (sin 2 cos )se u xv u y u yv u z u zv u= + + + + +  

(sin 2 cos ) (sin 2 cos ) (sin 2 cos )s t s te u xv u e u yv u e u zv u+= + + + + + 。 
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(7) z z x z y
u
∂
∂

[2 sin( )] 1 [2 sin( )] 0x x y y x y= − + ⋅ + − + ⋅
u x u y
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂

 

2( ) sin( arcsin )u v u v v= + − + + ， 

2

( )z z
v u v u
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂ 2

12 cos( arcsin )(1 )
1

u v v
v

− + + +
−
。 

(8) 记 , xv xy w
y

= = ，则 

u u v u w
x v x w x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= 1 2
1, ,x xyf xy f xy

y y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

u u v u w
y v y w y∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ 1 22, ,x x xxf xy f xy

y y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

2

( )u u
x y x y
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

 

1 2 1 22 2

1, , , ,x x x xf xy f xy x f xy f xy
y y y x y y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x  

= 1 22

1, ,x xf xy f xy
y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

y
xxyf

y
x

y
xxyxyf ,, 22311 , 

2

2 ( )u u
y y y
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

 

2 1 23 2

2 , , ,x x x xf xy x f xy f xy
y y y y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x
y

 

2
2 113

2 , ,x x xf xy x f xy
y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xxyf

y
x

y
xxyf

y
x ,,2

224

2

122

2
。 

(9) 记 ，则 2 2v x y z= + + 2

u df v
x dv x
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2 22 '( )xf x y z= + + ,  

u df v
y dv y
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2 22 '( )yf x y z= + + ,  

u df v
z dv z
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2 22 '( )zf x y z= + + , 
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)('2 222
2

2
zyxf

x
u

++=
∂
∂ 2 2 22 '( )x f x y z

x
∂

+ + +
∂

 

2 2 22 '( )f x y z= + + )("4 2222 zyxfx +++ ,  

2u
x y
∂
∂ ∂

2 2 22 '(y f x y z )
x
∂

= +
∂

+

)

 

2 2 24 "(xyf x y z= + + 。 

(10) w w x w y w z
u
∂
∂ x yf f vf

u x u y u z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ z= + + , 

  w w x w y w z
v
∂
∂ x yf f uf

v x v y v z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ z= − + ,  

2w
u v
∂
∂ ∂

yx z
z

ff fw f u
u v u u u

∂∂ ∂∂ ∂
= = + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

y y yx x x
z

f f ff f fx y z x yf z
x u y u z u x u y u z u

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂  

( )z z zf f fx y zu
x u y u z u

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )xx xz yy yz z zzf u v f f u v f f uvf= + + − + − + + 。 
2． 设 具有连续偏导数，且 ， ，求

。 
),( yxf 1),( 2 =xxf xxxf x =),( 2

),( 2xxf y

解 在等式 两边对 x求导，有 1),( 2 =xxf

2 2( , ) 2 ( , ) 0x y
f f y f x x xf x x
x y x
∂ ∂ ∂

+ = + =
∂ ∂ ∂

， 

再将 代入，即可得到 xxxf x =),( 2

2
1),( 2 −=xxf y 。 

3．设 具有连续偏导数，且),( yxf 1)1,1( =f ， 2)1,1( =xf ， 。如

果

3)1,1( =yf

)),(,()( xxfxfx =ϕ ，求 )1(ϕ ′ 。 

解      ( ) ( )( , ( )) ( , ( ))d x f f dy xx y x x y x
dx x y dx
ϕ ∂ ∂

= +
∂ ∂

， 

其中 
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( ) ( , )y x f x x= ，
( ) ( , ) ( , )dy x f fx x x

dx x y
x∂ ∂

= +
∂ ∂

。 

由于 ，以 代入上述等式，得到 (1) (1,1) 1y f= = 1x =

'(1) (1,1) (1,1)( (1,1) (1,1)) 17x y x yf f f fϕ = + + = 。 

4．设
)( 22 yxf

yz
−

= ，其中 具有连续导数，且)(tf 0)( ≠tf ，求
y
z

yx
z

x ∂
∂

+
∂
∂ 11

。 

解. z
x
∂

=
∂

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 2 '(
( ) (

y f x y xyf x y
f x y x f x y

∂ − −
− = −

− ∂ −
)

)
， 

z
y
∂

=
∂

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1 2
( ) ( ) ( ) (

y f x y y f x y
f x y f x y y f x y f x y

∂ − −
− = +

− − ∂ − −
'( )

)
， 

直接计算可得 

)(
111

22 yxyfy
z

yx
z

x −
=

∂
∂

+
∂
∂

。 

5．设
y
xz arctan= ， vux += ， vuy −= ，验证 

22 vu
vu

v
z

u
z

+
−

=
∂
∂

+
∂
∂

。 

证 z z x z
u x u y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

y
u

 

2 2 2 2

1 1 1

1 1
2

x y x
y y xx x

y y

⎛ ⎞
y

−
= + − =⎜ ⎟ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

z z x z
v x v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

y
v

 

2 2 2 2

1 1 1

1 1
2

x y x
y y xx x

y y
y

+
= + =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

又由于 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 2 2x y u v u v u v+ = + + − = + ，所以 
z z
u v
∂ ∂

+
∂ ∂ 2 2

2y
x y

=
+ 2

u v
u v2

−
=

+
。 

6．设ϕ和ψ具有二阶连续导数，验证 

（1） 满足)( 22 yxyu −= ϕ u
y
x

y
ux

x
uy =

∂
∂

+
∂
∂

； 

（2） )()( atxatxu ++−= ψϕ 满足波动方程 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

。 

 5



证 （1）
2 2( )u xy

x x
ϕ∂ ∂ −

=
∂ ∂

y  
2 2

2 2 2 2( )'( ) 2 '( )x yy x y xy x y
x

ϕ ϕ∂ −
= − = −

∂
， 

2 2
2 2 ( )( )u xx y y

y y
ϕϕ∂ ∂

= − +
∂ ∂

y−  
2 2

2 2 2 2 ( )( ) '( ) x yx y y x y
y

ϕ ϕ ∂ −
= − + −

∂
2 2 2 2 2( ) 2 '( )x y y x yϕ ϕ= − − − ， 

所以 

u
y
x

y
ux

x
uy =

∂
∂

+
∂
∂

。 

（2） '( ) '( )u x at x at
x

ϕ ψ∂
= − + +

∂
，

2

2 ''( ) ''( )u x at x at
x

ϕ ψ∂
= − + +

∂
， 

'( ) '( )u a x at a x at
t

ϕ ψ∂
= − − + +

∂
， 

2
2 2

2 ''( ) ''( )u a x at a x at
t

ϕ ψ∂
= − + +

∂
， 

所以 

               
2 2

2
2 2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

7．设 具有二阶连续偏导数，写出),( yxfz = 2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

在坐标变换 

⎩
⎨
⎧

=
−=

xyv
yxu

2
,22

 

下的表达式。 

解 z z u z v
x u x v
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ x

∂
∂

2 2z zx y
u v
∂ ∂

= +
∂ ∂

， 

2 2 2

)v
2 22 2 (z z z u zx

x u u x v u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ x

∂
∂

2 2

22 ( )z u z vy
u v x v x
∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2
2 2

2 22 4 8 4z z zx xy y
u u v u
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2z
v
， 

z z u z
y u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
y

= 2 2z zy x
u v
∂ ∂

− +
∂ ∂

， 

2 2 2

)2 22 2 (z z z u zy
y u u y v u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
y
∂
∂

2 2

22 ( )z u z vx
u v y v y
∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2
2 2

2 22 4 8 4z z zy xy x
u u v u
∂ ∂ ∂ ∂

= − + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2z
v
。 
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由于 ，所以 2 2 4 2 2 4 2 22 (u v x x y y x y+ = + + = + 2)

2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂ 2 2

2 2
2 24( )( )z zx y

u v
∂ ∂

= + +
∂ ∂

)(4 2

2

2

2
22

v
z

u
zvu

∂
∂

+
∂
∂

+= 。 

8．设 ，求∫ −=
xy t dteyxf

0

2

),( 2

22

2

2

2
y

f
x
y

yx
f

x
f

y
x

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

。 

解 2 2x yf ye
x

−∂
=

∂
，

2 2x yf xe
y

−∂
=

∂
， 

2 2
2

3
2 2 x yf xy e

x
−∂

= −
∂

，
2 2 2 2

2
2 22x y x yf e x y e

y x
− −∂

= −
∂ ∂

，
2 2

2
3

2 2 x yf x ye
y

−∂
= −

∂
。 

所以 

2

22

2

2
2

y
f

x
y

yx
f

x
f

y
x

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂ 22

2 yxe−−= 。 

9．如果函数 满足：对于任意的实数 t及),( yxf yx, ，成立 
),(),( yxfttytxf n= ， 

那么 称为 次齐次函数。 f n
（1） 证明 次齐次函数 满足方程 n f

nf
y
fy

x
fx =

∂
∂

+
∂
∂

； 

（2） 利用上述性质，对于 22 yxz += 求出
y
zy

x
zx

∂
∂

+
∂
∂

。 

证 在等式 两边对 t求导， ),(),( yxfttytxf n=

( , )f tx ty
t

∂
∂ 1 2( , ) ( , )xf tx ty yf tx ty= + 1 ( , )nnt f x y−= ， 

将 t=1代入即得到 

nf
y
fy

x
fx =

∂
∂

+
∂
∂

。 

(2) 由于 ( , ) ( , )z tx ty tz x y= ，所以 n=1，由（1） 

22 yx
y
zy

x
zx +=

∂
∂

+
∂
∂

。 

10．设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xg

y
xxyfz , ，其中 具有二阶连续偏导数，f g具有二阶
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连续导数，求
yx
z
∂∂

∂ 2

。 

解  令 , xu xy v
y

= = ，则 

z
y
∂

=
∂

f u f v dg v ( )
u y v y dv y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) ( )1 22 2, ,x x 'xf u v f u v g v
y y

= − − ， 

2z
x y
∂
∂ ∂

( ) ( ) ( )1 22 2

1 1, , 'f u v f u v g v
y y

= − − ( ) ( )11 12( , ,u vx f u v f u v )
x x
∂ ∂

+ +
∂ ∂

 

( ) ( ) ( )21 222 [ , , '' ]x u vf u v f u v g v
y x x

∂ ∂
− + +

∂ ∂
v
x
∂
∂

 

1 , xf xy
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xxyf

y
,1

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

y
xxyxyf ,11 223 ,x xf xy

y y
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xg

y
'1

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xg

y
x "3 。 

11．设向量值函数 ：f 2R → 3R 的坐标分量函数为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

.
,
,

22

22

uvz
vuy
vux

 

向量值函数 g： 2R → 2R 的坐标分量函数为 

⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

θ
θ

rv
ru  

求复合函数 的导数。 gf

解   ，
2 2

'( , ) 2 2
u v

u v u v
v u

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

f
cos sin

'( , )
sin cos

r
r

r
θ θ

θ
θ θ

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

g ， 

所以 

( ) '( , ) '( ( , )) '( , )r rθ θ= f g g
2 cos 2 sin
2 cos 2 sin

sin cos

r r
r r
r r

θ θ
θ θ
θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos sin
sin cos

r
r

θ θ
θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 r θf g

= 2

2

2 0
2 cos 2 2 sin 2

sin 2 cos 2

r
r r

r r
θ θ

θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

12．设 ， ，),,( vuxfw = ),( zygu = ),( yxhv = ，求
z
w

y
w

x
w

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,, 。 
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解    w f f v
x x v

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ xx
∂
∂ x vf f h= + , 

     w f u f v
y
∂
∂ u y v yy u y v

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
f g f h= + ,  

u z
w f u f g
z u z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
。 

13．设 ，vuz = 22ln yxu += ，
x
yv arctan= ，求 。 dz

解     z z u z v
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

1
22 2 2

1ln
1

v vx yvu u u
x y xy

x

− ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−  

1
2 2 2lnv v

2

x yvu u u
x y x

−= −
+ + y

， 

z z u z
y u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
y

 

1
22 2

1 1ln
1

v vyvu u u
x y xy

x

− ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
2 2 2lnv vy xvu u u 2x y x

−= +
+ + y

， 

所以 
z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

1
2 2 2 2 lnv xdx ydy ydx xdyu v

x y x y
− ⎛ ⎞+ − +

= +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
u u ， 

其中 22ln yxu += ，
x
yv arctan= 。 

14．设 x
y

eyxz
arctan22 )(

−
+= ，求dz和

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

解    
arctan arctan2 2

2 2

12 ( )
1

y y
x xz yxe x y e

x xy
x

− −∂ − ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

arctan
(2 )

y
xx y e

−
= + ， 

arctan arctan2 2
2

1 12 ( )
1

y y
x xz ye x y e

y xy
x

− −∂ − ⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

arctan
(2 )

y
xy x e

−
= − ， 
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所以 

     z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

[ ]
arctan

(2 ) (2 )
y
xx y dx y x dy e

−
= + + − ； 

  
2z

x y
∂
∂ ∂

arctan arctan
(2 )

y y
x xe x y e

− −
= + + . 2

1 1

1
xy

x

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 arctan

2 2

y
xy xy x e

x y
−− −

=
+

。 

15．求下列函数的全微分： 
（1） ； )( 222 czbyaxfu ++=

（2） ； ),( xyyxfu +=

（3） ( )zyxezyxfu +++++= ),1ln( 222 。 

解 (1) 令 ，则 2 2v ax by cz= + + 2

'( )( )v v vdu f v dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 

2 2 22 '( )( )f ax by cz axdx bydy czdz= + + + + 。 

(2) u udu dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

1 2 1 2( ) ( )f yf dx f xf dy= + + + 。 

(3) u u udu dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 

1
2 2 2

2 ( )
1

f xdx ydy zdz
x y z

= + + 2( )(x y ze f dx dy dz+ ++ +
+ + +

)+ 。 

16．设 具有任意阶连续导数，而)(tf )( czbyaxfu ++= 。对任意正整数 ，

求 。 
k

ukd
解  当 时，成立 1k =

'( ) ( )du f ax by cz d ax by cz= + + + + '( )( )f ax by cz adx bdy cdz= + + + + ， 
应用数学归纳法，假设对于 成立 k

kkk cdzbdyadxczbyaxfud ))(()( ++++= ， 
则对于 成立 1k +

1 ( )k kd u d d u+ = ( )[ ( )( )k kd f ax by cz adx bdy cdz= + + + + ]
)

 
( 1) 1( )(k kf ax by cz adx bdy cdz+ += + + + + 。 

由数学归纳法可知对任意正整数 成立 k
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kkk cdzbdyadxczbyaxfud ))(()( ++++= 。 
17. 设函数 在全平面上有定义，具有连续的偏导数，且满足

方程 
),( yxfz =

0),(),( =+ yxyfyxxf yx , 
证明：  为常数。 ),( yxf

证  当 时， 0≠r

=
∂
∂ )sin,cos( θθ rrf
r

+)sin,cos(cos θθθ rrf x )sin,cos(sin θθθ rrf y  

( ) 0),(),(1
=+= yxyfyxxf

r yx ,  

所以  
)()sin,cos( θθθ Frrf = 。 

再利用 在 点的连续性，得到 ),( yxf )0,0(
       

( , ) (0,0) 0
lim ( , ) lim ( cos , sin ) ( ) (0,0)

x y r
f x y f r r F fθ θ θ

→ →
= = = ， 

即 ( )F θ 为常数，所以 为常数。 ),( yxf
18．设 元函数 在n f nR 上具有连续偏导数，证明对于任意的

，=x ),,,( 21 nxxx ),,,( 21 nyyy=y nR∈ ，成立下述 Hadamard公式： 

∑∫
=

−+
∂
∂

−=−
n

i i
ii dtt

x
fxyff

1

1
0

))(()()()( xyxxy 。  

证  设 ( ))()( xyx −+= tftF ，则 

( ) ( ) (1) (0)f f F F− = −y x
1

0
'( )F t dt= ∫ 。

 
由于 

1

( ( )'( ) ( ( ))
n

i i i

i i

)x t y xfF t t
x t=

∂ + −∂
= + −

∂ ∂∑ x y x  

1
( ) ( (

n

i i
i i

fy x t
x=

∂
= − + −

∂∑ ))x y x 。 

所以 

( ) ( ) (1) (0)f f F F− = −y x
 

1

0
1

( ) ( ( ))
n

i i
i i

fy x t dt
x=

∂
= − + −

∂∑∫ x y x 。 
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习  题  12.3  Taylor 公式 

 
 
1. 对函数 应用中值定理证明：存在yxyxf cossin),( = )1,0(∈θ ，使得 

6
sin

3
sin

66
cos

3
cos

34
3 πθπθππθπθπ

−= 。 

证 设 0 0( , ) (0,0), ( , ) ( , )
3 6

x y x y π π
= ∆ ∆ = ，对函数 yxyxf cossin),( = 应用微分

中值定理（即 时的 Taylor公式），可知存在0k = )1,0(∈θ ，使得 
3 ( , ) (0,0)
4 3 6

f fπ π
= − = ( , ) ( , )x yf x y x f x y yθ θ θ θ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆  

cos cos sin sin
3 3 6 6 3 6
π πθ πθ π πθ πθ

= − 。 

2. 写出函数 在点 的 Taylor
展开式。 

986223),( 2233 +−−−−+= yxxyyxyxyxf )2,1(

解    3 3 2( , ) 3[( 1) 1] [( 2) 2] 2[( 1) 1] [( 2) 2]f x y x y x y= − + + − + − − + − +

     22[( 1) 1][( 2) 2]x y− − + − + 6[( 1) 1] 8[( 2) 2] 9x y− − + − − + +  

2 214 13( 1) 6( 2) 5( 1) 12( 1)( 2) 4( 2)x y x x y y= − − − − − + − − − − + −  

3223 )2()2)(1(2)2()1(2)1(3 −+−−−−−−−+ yyxyxx 。 

注  本题也可设 ，于是 1, 2u x v y= − = −

( , ) ( 1, 2)f x y f u v= + +  

3 3 2 23( 1) ( 2) 2( 1) ( 2) 2( 1)( 2) 6( 1) 8( 2)u v u v u v u v= + + + − + + − + + − + − + + 9， 

展开后再用 代换回来。 1, 2u x v y= − = −

3. 求函数 在 点的 Taylor 展开式（展开到三阶
导数为止）。 

)1ln(sin),( yxyxf += )0,0(

解  
3 2 3

3 3( , ) ( ( ))( ( ))
6 2 3
x y yf x y x o x y o y= − + − + +  

( )2 2 21 ( )
2

xy xy o x y= − + + 3 。 

4. 求函数 在 点的 阶 Taylor展开式，并写出余项。 yxyxf += e),( )0,0( n

解 n
n Ryx

n
yxyxyxf ++++++++= )(

!
1)(

!2
1)(1),( 2 , 
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其中 )(1)(
)!1(

1 yxn
n eyx

n
R +++

+
= θ 。 

5. 设 0,cos),( >= x
x

yyxf 。 

（1） 求 在 点的 Taylor 展开式（展开到二阶导数），并
计算余项 ； 

),( yxf )0,1(

2R
（2） 求 在 点的 k阶 Taylor展开式，并证明在 点的某

个领域内，余项 满足当

),( yxf )0,1( )0,1(

kR ∞→k 时， 。 0→kR

解 （1） 2
22

2
1)1()1(1),( Ryxxyxf +−−+−−= ， 

3

2
1 ( 1) (1 ( 1),
3!

)R x y f x
x y

yθ θ
⎡ ⎤∂ ∂

= − + + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 

3 2 2
4 3 2

cos sin cos sin( 1) ( 1) ( 1)
2 6

3x x y x y yη η η
ξ ξ ξ

= − − − − + − +
η
ξ
， 

其中 )1(1 −+= xθξ ， yθη = ， 10 <<θ 。 

（2） ∑∑
=

−−

=
+−−−+=

n

j
k

jjnjnj
n

k

n
RyxjjnC

n
yxf

01
])1)(

2
cos()!()1(

!
1[1),( π ， 

∑
+

=

−+
+−

−+
+ −+−+−

+
=

1

0

1
2

1
1 )1)(

2
cos(1)!1()1(

)!1(
1 k

j

jjk
jk

jkj
kk yxjjkC

k
R πη

ξ
。 

当 时，1=x 1=ξ ，对任意 ),( +∞−∞∈y ， 0→kR )( ∞→k 显然成立； 

当
3
1|1|0 <−< x 时，

3
4

3
2

<< ξ ，
2
11

<
−
ξ

x
，于是对任意 ),( +∞−∞∈y ，有

 

∑
+

=

−+
+−

−−+
−+

+
+

≤
1

0

1
2 |||1|

||
1)!1(

)!1(!
)!1(

)!1(
1||

k

j

jjk
jkk yxjk

jkj
k

k
R

ξ  

j
jkk

j
yx

j

−++

=
∑

−
=

11

0

1
!

11
ξξ

j

j

k

x
y

j
x

∑
∞

=

+

−
−

≤
0

1

1!
111 ξ

ξξ
1

1
11 −

+
−

= x
yk

ex
ξ

ξξ
， 

因此也成立 （ ）。  0→kR ∞→k

6. 利用 Taylor公式近似计算 （展开到二阶导数）。 03.296.8
解 考虑 2( , ) (9 ) yf x y x += + 在 (0 点的 Taylor公式: ,0)

2 2 2
2

81( , ) 81 18 81ln 9 (9 18ln 9) ln 9 ( , )
2

f x y x y x xy y R x y= + + + + + + + ， 

于是 
03.296.8 = ( 0.04,0.03)f − 81 18( 0.04)≈ + − + 81ln9 0.03⋅  

 2



2 2+(-0.04) +(9+18ln9) (-0.04) 0.03+81/2 ln (9) 0.03⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2  
≈85.74。 

7．设 在),( yxf 2R 上可微。 与 是1l 2l
2R 上两个线性无关的单位向量（方

向）。若 

0),( ≡
∂
∂ yx
l
f

i

， 2,1=i ， 

证明：在 2R 上 常数。 ≡),( yxf
证 设 1 1 1(cos ,sin )α α=l 2 2 2(cos ,sin )。由于 在),( yxf 2R 上可微， α α=l，

1 1
1

( , ) ( , ) cos ( , ) sin 0x y
f x y f x y f x y
l

α α∂
= +

∂
≡ ，  

2 2
2

( , ) ( , ) cos ( , ) sin 0x y
f x y f x y f x y
l

α α∂
= +

∂
≡ 。 

因为 与 线性无关，所以 1l 2l

1 1

2 2

cos sin
0

cos sin
α α
α α

≠ ， 

因此上面的线性方程组只有零解，即 
( , ) 0xf x y ≡ ， ( , ) 0yf x y ≡ 。 

于是由推论 12.3.1知道 ≡),( yxf 常数。 

8．设
x
yyxf sin),( = （ ），证明： 0≠x

0),( ≡⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ yxf

y
y

x
x

k

， 。 1≥k

证 因为 

2

1( , ) cos cos 0y y yx y f x y x y
x y x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞+ = ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⋅ ≡ , 

所以当 时成立 1k >

( , )
k

x y f x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1

( , ) 0
k

x y x y f x y
x y x y

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 。 
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习  题 12.4  隐函数 
 

1． 求下列方程所确定的隐函数的导数或偏导数： 

（1） ，求0sin 2 =−+ xyey x

x
y

d
d
； 

（2） ，求xy yx =
x
y

d
d
； 

（3）
x
yyx arctanln 22 =+ ，求

x
y

d
d
； 

（4） 0arctan =−
+

a
y

a
yx

，求
x
y

d
d
和 2

2

d
d

x
y
； 

（5） lnx z
z y
= ，求

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（6） ，求0=− xyzez

x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

； 

（7） ，求33 3 axyzz =−
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

； 

（8） ，求0),,( =+++ xzzyyxf
x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（9） ，求),( yzxzfz −=
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
和 2

2

x
z

∂
∂
； 

（10） 0),,( =+++ zyxyxxf ，求
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

解  （1）设 ，则 2( , ) sin 0xF x y y e xy= + − =

2

cos 2

x
x

y

Fdy y e
dx F y xy

−
= − =

−
。 

（2）设 ，则  ( , ) 0y xF x y x y= − =

( ln )
( ln )

x

y

Fdy y x y y
dx F x y x x

−
= − =

−
。 

注  本题也可先在等式 两边取对数，然后设 xy yx =

( , ) ln ln 0G x y y x x y= − = 。 

（3）设 2 2( , ) ln arctan 0yF x y x y
x

= + − = ，则 

x

y

Fdy x y
dx F x y

+
= − =

−
。 
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（4）设 ( , ) arctan 0x y yF x y
a a
+

= − = ，则 

2

2( )
x

y

Fdy a
dx F x y

= − =
+

， 

2 2

2 3

2 1
( )

d y d dy a dy
dx dx dx x y dx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

= = − +⎜ ⎟ ⎜+⎝ ⎠ ⎝

2
2 2

5

2 [ ( )
( )

a a x y
x y

= − + +
+

]。 

（5）设 ( , , ) ln 0x zF x y z
z y

= − = ，则 

x

z

Fz z
x F x z
∂

= − =
∂ +

，
2

( )
y

z

Fz z
y F y x z
∂

= − =
∂ +

。 

（6）设 ( , , )F x y z = 0ze xyz− = ，则 

x
z

z

Fz yz
x F e xy
∂

= − =
∂ −

y
z

z

Fz xz
y F e xy
∂

= − =
∂ −

， ，

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ 2( )

z
z z

y z yz ze y
e xy x e xy x

∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ − −⎜ ⎟− ∂ − ∂⎝ ⎠

2

2

2
( )z

y z
e xy

=
− 3

22

)( xye
ezy

z

z

−
− ， 

2z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

1
( )

z
z z

z xz zz x e y
e xy x e xy x

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛= + −⎜ ⎟ ⎜− ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝
⎞− ⎟
⎠

 

z

z
e xy

=
− 2)(

2
xye

xyz
z −

+ 3

2

)( xye
exyz

z

z

−
− 。 

（7）设 3 3( , , ) 3 0F x y z z xyz a= − − = ，则 

x

z

Fz
x F
∂

= −
∂ 2

yz
z xy

=
−
，

y

z

Fz
y F
∂

= −
∂ 2

xz
z xy

=
−
， 

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ 2 2 2 2

( )
y z yz zz y

z xy x z xy x
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛= − ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− ＝ 32

3

)(
2

xyz
zxy

−
− ， 

2z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2

1 2
( )

z xz zz x z y
z xy x z xy x

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛= + −⎜ ⎟ ⎜− ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝
⎞− ⎟
⎠

 

＝ 32

2235

)(
2

xyz
zyxxyzz

−
−−

。 

（8）由 即可得到 0),,( =+++ xzzyyxf
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32

31

ff
ff

x
z

+
+

−=
∂
∂

，
32

21

ff
ff

y
z

+
+

−=
∂
∂

。 

（9）设 ( , , )F x y z = ( , ) 0z f xz z y− − = ，则 

x

z

Fz
x F
∂

= −
∂

1

1 21
zf

xf f
=

− −
，

y

z

Fz
y F
∂

= −
∂

2

1 21
f

xf f
= −

− −
， 

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

1 11
1 2

1
1

z z
12

zf z z x f z f
xf f x x x

⎡∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎤

⎢ ⎥− − ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 

1
1 11 12 212

1 2(1 )
zf z z z z

22f x z x f x f z x f f
xf f x x x x

⎡ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− − ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎤  

＝
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++
∂
∂

−− 22

2

1211

2

1
21

22
1

1 f
x
zf

x
zxz

x
zf

x
zxzf

x
z

fxf
。 

(10) 由 0),,( =+++ zyxyxxf 即可得到 

3

321

f
fff

x
z ++

−=
∂
∂

，
3

32

f
ff

y
z +

−=
∂
∂

， 

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

11 12 13 21 22 23
3

1 1 1z zf f f f f
f x
⎡ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

f
x

⎤  

1 2
31 32 33

3

1f f zf f f
f x
+ ⎡ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎤  

2 2
3 11 12 22 3 1 2 13 23 1 2 333

3

1 ( 2 ) 2 ( )( ) ( )f f f f f f f f f f f f
f

⎡ ⎤= − + + − + + + +⎣ ⎦， 

2z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

21 22 23
3

1 1 zf f f
f x
⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦

2
31 32 332

3

1f zf f f
f x

⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 

2
3 12 22 2 3 13 2 1 2 33 3 1 2 233

3

1 ( ) ( ) ( 2 )f f f f f f f f f f f f f f
f

⎡ ⎤= − + − + + − +⎣ ⎦。 

2. 设 确定 为 的隐函数，验证 )tan( yxy += y x

8

24

3

3 )583(2
d
d

y
yy

x
y ++

−= 。 

证  由 
2 2' sec ( )(1 ') (1 )(1 ')y x y y y= + + = + + y  

解出 
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        2

1' 1y
y

= − − ， 

再求二阶和三阶导数，有 

3 3

2 2'' 'y y
y y

= = − − 5

2
y
， 

4 6

6 10''' 'y y
y y

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 2

8

2(3 8 5)y y
y
+ +

− 。 

3. 设φ是可微函数，证明由 0),( =−− bzcyazcxφ 所确定的隐函数

满足方程 ),( yxfz =

c
y
zb

x
za =

∂
∂

+
∂
∂

。 

证  由 0),( =−− bzcyazcxφ 可得到 

1 1

1 2 1

c cz

2x a b a b
φ φ

φ φ φ
∂

= − =
∂ − − + φ

， 2 2

1 2 1

c cz
y a b a b 2

φ φ
φ φ φ φ

∂
= − =

∂ − − +
， 

所以 

c
y
zb

x
za =

∂
∂

+
∂
∂

。 

4. 设方程 确定隐函数0),( 11 =++ −− zxyzyxφ ),( yxfz = ，证明它满足方程 

xyz
y
zy

x
zx −=

∂
∂

+
∂
∂

。 

证  由于 

21 22
2 1

1 2
1 2

1

1 1 ( )

z
yz x yz x

x x x y
y x

φ φ
φ φ
φ φφ φ

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ −∂ ⎝ ⎠= − =
∂ ++

，
1 22 2

1 2

1 2
1 2

1

1 1 ( )

z
y xz xyz

y y
y x

φ φ

x y
φ φ
φ φφ φ

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟ −∂ ⎝ ⎠= − =

∂ ++
， 

所以 

xyz
y
zy

x
zx −=

∂
∂

+
∂
∂

。 

5. 求下列方程组所确定的隐函数的导数或偏导数： 

（1）  求
⎩
⎨
⎧

=++
=−−

,432
,0

2222

22

azyx
yxz

x
y

d
d
，

x
z

d
d
， 2

2

d
d

x
y
和 2

2

d
d

x
z
； 

（2）   求
⎩
⎨
⎧

=+
=+

,1
,0

xvyu
yvxu

x
u
∂
∂
，

y
u
∂
∂
， 2

2

x
u

∂
∂
和

yx
u
∂∂

∂ 2

； 

（3）  求
⎩
⎨
⎧

−=
+=

),,(
),,(

2 yvxugv
yvuxfu

x
u
∂
∂
和

x
v
∂
∂
； 

（4）  求
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

,
,
,

22vuz
vuy
vux

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 
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（5）  求
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
=
=

,
,sin
,cos

22 vuz
vey
vex

u

u

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
。 

解 （1）在方程组中对 x求导，得到 

2 2 0,

2 4 6 0

dz dyx y
dx dx

dy dzx y z
dx dx

⎧ − − =⎪⎪
⎨
⎪ + + =
⎪⎩

,
  

由此解出 

)62(
)61(

zy
zx

dx
dy

+
+

−= ，
z

x
dx
dz

31+
= 。 

再求二阶导数，得到 

2

2

d y
dx 2 2

(1 6 ) (1 6 ) ( 3)
(2 6 ) (2 6 ) 2 (1 3 )

z x z dy x d
y z y z dx y z dx

+ + −
= − + +

+ + +
z  

2 2 2

2 2 3

1 1 (1 6 ) 3 2
2 1 3 2 (1 3 ) (1 3 )

x z x
y z y z z
⎡ ⎤+

= − − −⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦
， 

2 2

2 2

1 3 1 3
1 3 (1 3 ) 1 3 (1 3 )

d z x dz x
dx z z dx z z

= − = −
+ + + + 3 。 

(2) 在方程组中对 x求偏导，得到 

0,

0,

u vu x y
x x

u vy v x
x x

∂ ∂⎧ + + =⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ + + =
⎪ ∂ ∂⎩

 

解此方程组，得到 

22 xy
vyux

x
u

−
−

=
∂
∂ , 2 2

v vx uy
x y x
∂ −

=
∂ −

。 

在方程组中对 y求偏导，得到 
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0,

0,

u vx v y
y y

u vu y x
y y

∂ ∂⎧ + + =⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ + + =
⎪ ∂ ∂⎩

 

解此方程组，得到 

22 xy
uyvx

y
u

−
−

=
∂
∂ , 2 2

v ux vy
y y x
∂ −

=
∂ −

。 

于是 
2

2

u
x
∂
∂ 2 2 2 2 2

1 2
( )

u v ux vyu x y x
y x x x y x

∂ ∂ −⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟− ∂ ∂ −⎝ ⎠

2 2

2 2 2

2 ( ) 4
( )

u x y xyv
y x
+ −

=
−

,  

2u
x y
∂
∂ ∂ 2 2 2 2 2

1 2
( )

v u vx uyv x y x
y x x x y x

∂ ∂ −⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟− ∂ ∂ −⎝ ⎠

2 2

2 2 2

2 ( ) 4
( )

v x y xyu
y x
+ −

=
−

。 

(3) 在方程组中对 x求偏导，得到 

1 2

1 2

,

1 2

u u vu x f f
x x x
v u vg vyg ,
x x x

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨
∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪ = − +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 

解此方程组，得到 

)12)(1(
)12(

2112

2112

−−−
−+

=
∂
∂

vygxfgf
vygufgf

x
u , 

)12)(1(
)1(

2112

1111

−−−
−−

=
∂
∂

vygxfgf
gufgxf

x
v

。 

(4) 在方程组中分别对 x与 y求偏导，得到 

1 ,

0 ,

u v
x x
u v
x x

∂ ∂⎧ = +⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ = −
⎪ ∂ ∂⎩

 与 

0 ,

1 ,

u v
y y
u v
y y

∂ ∂⎧ = +⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = −
⎪ ∂ ∂⎩

， 

解此两方程组，得到 

1
2

u v
x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 与 1
2

u v
y y
∂ ∂

= − =
∂ ∂

， 

所以 
2 22 2 (z u vuv u v uv u v)

x x x
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂

+ ， 
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2 22 2 (z u vuv u v uv u v
y y y
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂

)− 。 

 (5) 在方程组中对 x求偏导，得到 

1 cos sin

0 sin cos

u u

u u

u ve v e v ,

,

x x
u ve v e v
x x

∂ ∂⎧ = −⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ = +
⎪ ∂ ∂⎩

， 

解此方程组，得到 

cos , sinu uu ve v e v
x x

− −∂ ∂
= = −

∂ ∂
， 

所以 

2 2z u vu v
x x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

∂
∂

2( cos sin )
u

u v v v
e
−

= 。 

在方程组中对 y求偏导，得到 

0 cos sin

1 sin cos

u u

u u

u ve v e v
y y

u ve v e v
y y

,

,

∂ ∂⎧ = −⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = +
⎪ ∂ ∂⎩

， 

解此方程组，得到 

sin , cosu uu ve v e v
x x

− −∂ ∂
= =

∂ ∂
， 

所以 

2 2z u v
y

u v
y y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

＝
2( cos sin )

u

v v u v
e
+

。 

6．求微分 

（1） 022 =−++ xyzzyx ，求 ； zd

（2）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=+

,
sin
sin

,

v
u

y
x

vuyx
 求 与 。 ud vd

解  (1) 直接对等式两边求微分，得到 

12 (dx dy dz yzdx xzdy xydz
xyz

+ + − + + =) 0， 

由此解出 
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dy
xyxyz
xyzxz

dx
xyxyz

xyzyz
dz

−

−
+

−

−
=

2
。 

(2) 直接在方程组中求微分，得到 

2 2

,
1 cos sin cos ,

sin sin

dx dy du dv
x u u vdx dy du dv

y y v v

+ = +⎧
⎪
⎨ − = −⎪⎩

 

解此方程组，得到 

dy
uyvx

uvxdx
uyvx

vxvdu
coscos

sincos
coscos

cossin
+
−

+
+
+

= , 

dy
uyvx

uuydx
uyvx

vuydv
coscos
sincos

coscos
sincos

+
+

+
+
−

= 。 

7． 设 是由方程组
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
),(

yzz
yxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=−−

0,

,0),(

y
zxyG

zyxyF
所确定的向量值隐函

数，其中二元函数 和 分别具有连续的偏导数，求F G
dy
dx
和

dy
dz
。 

解  (1) 在方程组中对 y求导数，有 

1 2

1 22

1 1 0,

1 0,

dx dzF F
dy dy

dx z dzx y G G
dy y y dy

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − =⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

=

， 

解此方程组，得到 

)(
)(

12
2

21

2212
2

21

GFyGFy
GFzyGFxyGyF

dy
dx

−
−++

= ， 

)(
)(

12
2

21

11
2

12
3

21

GFyGFy
GFyxyGFyGzF

dy
dz

−
+−−

= 。 

8. 设 具有二阶连续偏导数。在极坐标 变换下，求 ),( yxf
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sin
,cos

ry
rx

2

2

2

2

y
f

x
f

∂
∂

+
∂
∂

 

关于极坐标的表达式。 
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解   经计算，有 

cos sinf f x f y f f
r x r y r x

θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂y
， 

sin cosf f x f y f fr r
x y x

θ θ
θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂y

， 

     
2 2 2 2

2 2cos cos sin sin cos sin
2

2

f f f f f
r x y x x y

θ θ θ θ θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠y
∂
∂

 

2 2
2 2

2 2cos 2cos sin sin
2f f f

x y x y
θ θ θ θ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

∂
∂
， 

2

2

f
θ
∂

=
∂

2 2

2cos sin sin sin cosf f fr r r r r f
x y x

θ θ θ θ θ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− − − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠y x∂
 

2 2

2cos sin cosf fr r r
x y y

θ θ θ
⎛ ⎞∂ ∂

+ − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2 2
2 2 2

2 2cos sin sin 2sin cos cos
2f f f fr r r f

x y x y x
θ θ θ θ θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠y

， 

容易验证 

         
r
f

r
f

rr
f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 11

2

2

22

2

θ
＝

2 2

2 2

f f
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
。 

9. 设二元函数 具有二阶连续偏导数。证明：通过适当线性变换 f

⎩
⎨
⎧

+=
+=

,
,

yxv
yxu

µ
λ
 

 可以将方程 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
fC

yx
fB

x
fA  （ ）. 02 <− BAC

 化简为 

0
2

=
∂∂

∂
vu
f

。 

 并说明此时 µλ , 为一元二次方程 的两个相异实根。 02 2 =++ CtBtA

证  经计算，有 

f f u f v f f
x u x v x u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

          f f u f v f f
y u y v y u

λ µ
v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， 
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2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

f f u f v f u f v f f f
x u x v u x u v x v x u v u v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， 

 
2 2 2 2 2

2 2 2

f f u f v f u f v
y u y v u y u v y v

λ µ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠y
∂
∂

 

2 2
2 2

2 22
2f f f

u v u
λ λµ µ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ y

∂
∂
， 

 
2 2 2 2 2

2 2

f f u f v f u f v
y x u y v u y u v y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2

2 2( )
2f f f

u v u
λ λ µ µ

v
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

， 

所以 

2 2

2 20 2
2f f fA B C

x x y y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂  

2 2
2 2

2 2( 2 ) ( 2 )f fA B C A B C
u v

λ λ µ µ∂ ∂
= + + + + +

∂ ∂

2

2[ ( ) ] fA B C
v u

λ µ λµ ∂
+ + + +

∂ ∂
。 

由条件 知一元二次方程 有两个相异实

根，所以只要取

02 <− BAC 02 2 =++ CtBtA

µλ , 为方程的两个相异实根。此时由 2B
C

λ µ+ = − 与

A
C

λµ = ，可得 

( )A B Cλ µ λµ+ + + =
2

2 0AC B
C
−

≠ ， 

于是原方程化简为 0
2

=
∂∂

∂
vu
f

。 

10. 通过自变量变换  变换方程 
⎩
⎨
⎧

=
=

η

ξ

e
,e

y
x

02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
zcy

yx
zbxy

x
zax ， 为常数。 cba ,,

解  由 ln , lnx yξ η= = ，可得 

1z z
x x x

zξ
ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
，

1z z
y y y

zη
η η

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
， 

2 2

2 2 2 2

1 1z z z
x x xξ ξ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

2 2

2 2 2 2

1 1z z
y y y

z
η η

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂

2 21z z
y x xy η ξ
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

。 ， ，

代入原方程，得到 
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2 2 2z2 2
2 22z zax bxy cy

x x y y
∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂

∂
= 02 2

22

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

ηηηξξξ
zzczbzza 。 

11．通过自变量变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−=

yxv
yxu

2
,2
  变换方程 

0,
2
1

2

2

2

2

>
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂ y

y
z

y
zy

x
z

。 

解  经计算，有 

z z u z v z z
x u x v x u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

，
1z z u z v z z

y u y v y u vy
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

， 

    
2 2 2 2

2 2 2z z z
2

z
x u v u
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂v

，
2 2

2 23

1 1 2
2

z z z z z
y u v y u v uy

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2

z
v
∂
∂
。 

代入原方程，得到 

2 2

2 2

1
2

z z zy
x y y
∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂

2

4 0z
u v
∂

=
∂ ∂

， 

所以原方程变换为 

2

0z
u v
∂

=
∂ ∂

。 

12．导出新的因变量关于新的自变量的偏导数所满足的方程： 

（1）用
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

yx
v

yxu
11

,22

 及 )(ln yxzw +−= 变换方程 

zxy
y
zx

x
zy )( −=

∂
∂

−
∂
∂

； 

（2）用 及
⎩
⎨
⎧

+=
=

yxv
xu ,

zyxw ++= 变换方程 

012 2

22

2

2

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∂∂
∂

−
∂
∂

y
z

x
y

yx
z

x
z

； 

（3）用
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

x
yv

yxu ,
及

x
zw = 变换方程 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z

。 

解 （1）由 得到 )(ln yxzw +−=

 14



1z wz
x x
∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ 2

12 1w wz x
u x v
∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ ， 

1z wz
y y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2

12 1w wz y
u y v

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ 。 

代入 

zxy
y
zx

x
zy )( −=

∂
∂

−
∂
∂

， 

得到 

22 w y wz xy y
u x v
∂ ∂⎛ ⎞− +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ 22 (w x wz xy x z y x

u y v
⎛ ⎞∂ ∂

− − + − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
) 0= ， 

化简后得到 

0w
v

∂
=

∂
。 

(2) 由 zyxw ++= 得到 

1z w
x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

1w w
u v
∂ ∂

= + −
∂ ∂

， 1z w
y y
∂ ∂

= −
∂ ∂

1w
v

∂
= −
∂

， 

2 2

2 2

z w
x u
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2

22 w w
u v v
∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

，
2 2z w

x y u v
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

2

2

w
v

∂
+
∂
，

2 2

2

z w
y v2

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

代入 

012 2

22

2

2

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∂∂
∂

−
∂
∂

y
z

x
y

yx
z

x
z

， 

得到 

0)1( 2

2

2

2
=

∂
∂

−+
∂
∂

v
w

u
v

u
w

。 

(3) 由
x
zw = 得到 

z ww x
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

w y ww x
u x v
∂ ∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

，
z wx
y y
∂ ∂

= =
∂ ∂

w wx
u v
∂ ∂

+
∂ ∂

， 
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2

2 2

z w y w
x u x v
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2 3

2w y w w y w y wx
u x v u x u v x v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

2  

2 w
u
∂

=
∂

2 2 2

2 3

2w y w yx
u x u v x v
∂ ∂

+ − +
∂ ∂ ∂ ∂

2

2

w∂
，  

2 2 2

2 2(1 )z w w y w yx
2

2

w
x y u u x u v x v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

2 2 2

2 2

12z w wx
y u u v x
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

2

w
v
。 

代入 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z

， 

得到 

2

2 0w
v

∂
=

∂
。 

13．设 ，而 是由方程),( txfy = t 0),,( =tyxF 所确定的 yx, 的隐函数，其
中 和 都具有连续偏导数。证明 f F

t
F

y
F

t
f

x
F

t
f

t
F

x
f

dx
dy

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 。 

证   设由方程 所确定的隐函数为0),,( =tyxF ( , )t h x y= ，于是就由方程 

(( , ) , ( , ))y f x t f x h x y= = 确定了隐函数 ( )y y x= ，并由此可知 t也是 x的一 

元函数，即 ( ), ( ) ( )t h x y x t x= = 。 
首先在等式 ( )( , , ) , ( ), ( ) 0F x y t F x y x t x= = 两边对 x求导，得到 

0F F dy F dt
x y dx t dx

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
= ， 

解出 
F F d

dt
y

x y dx
Fdx
t

∂ ∂
+

∂ ∂= −
∂
∂

， 

然后再在等式 ( ), ( )y f x t x= 两边对 x求导，得到 
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1dy f f dt f f F F dy F
dx x t dx x t x y dx t

−⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
， 

从而解出 

t
F

y
F

t
f

x
F

t
f

t
F

x
f

dx
dy

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 。 

14. 设二元函数 具有连续偏导数，证明：存在一对一的

连续的向量值函数 ，使得 
RR →2:),( yxf

2:)( RRG →t

≡Gf 常数。 

证  若函数 恒等于常数，则任意的一对一的连续的向量值函数

（例如 ）都满足要求。 
( , )f x y

2:)( RRG →t ( ) ( , )t t t=G
现假设函数 不恒等于常数，则存在( , )f x y 0 0( , )x y ，使得 0 0( , )xf x y 和

0 0( , )yf x y 不全为 0，不妨设 0 0( , ) 0yf x y ≠ 。记 0 0( , ) ( , ) ( , )F x y f x y f x y= − ，它

满足定理 12.4.1的所有条件，所以在 0x 的邻域 存在严格单调的连

续函数 满足

( , )a b

( )y g x= ( , ( )) 0F x g x ≡ ，即 ( , ( ))f x g x ≡常数。 

设
1tan
2

x at
b a

π −⎛= ⎜ −⎝ ⎠
⎞− ⎟的逆函数为 ( ) : ( , ) ( , )x x t a b= −∞ +∞ → ，则 

( )( ) ( ), ( ( ))t x t g x t=G  
是 的一对一的连续的向量值函数，满足题目要求。 2→R R
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习 题 12.5  偏导数在几何中的应用 
 
1． 求下列曲线在指定点处的切线与法平面方程： 

（1）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=

.
1

,2

x
xz

xy
 在 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,1,1 点； 

（2）

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

−=
−=

.
2

sin4

,cos1
,sin

tz

ty
ttx

 在
2
π

=t 的点； 

（3）  在
⎩
⎨
⎧

=++
=++

.6
,0

222 zyx
zyx

)1,2,1( − 点； 

（4）  在
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.
,

222

222

Rzx
Ryx

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

,
2

,
2

RRR
点。 

解 （1）曲线的切向量函数为 2

1(1,2 , )
(1 )

x
x+
，在 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,1,1 点的切向量为

1(1, 2, )
4
。于是曲线在 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,1,1 点的切线方程为 

)12(41)1(2 −=−=− zyx ， 

法平面方程为 

252168 =++ zyx 。 

（2）曲线的切向量函数为 (1 cos ,sin , 2cos )
2
tt t− ，在

2
π

=t 对应点的切向

量为 (1,1, 2)。于是曲线在
2
π

=t 对应点的切线方程为 

2
2
211

2
−=−=+− zyx π
， 

法平面方程为 

( 1) ( 1) 2( 2 2)
2

x y zπ
− + + − + − = 2 4

2
x y z 0π
+ + − − = 。 

（3）曲线的切向量函数为 2( , , )y z z x x y− − − ，在 )1,2,1( − 点的切向量为

。于是曲线在 点的切线方程为 ( 6,0,6)− )1,2,1( −

 1



⎩
⎨
⎧

−=
=+
2

2
y

zx
， 

法平面方程为 

。 zx =

（4）曲线的切向量函数为 4( , , )yz xz xy− − ，在 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

,
2

,
2

RRR
点的切向量

为 。于是曲线在22 (1, 1, 1)R − − ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

,
2

,
2

RRR
点的切线方程为 

222
RzRyRx +−=+−=− ， 

法平面方程为 

0
2
2

=+−− Rzyx 。 

2.在曲线 上求一点，使曲线在这一点的切线与平面

平行。 

32 ,, tztytx ===

102 =++ zyx

解 曲线的切向量为 ，平面的法向量为 ，由题设， 2(1,2 ,3 )t t (1, 2,1)

2 2(1,2 ,3 ) (1,2,1) 1 4 3 0t t t t⋅ = + + = ， 

由此解出 或1t = − 1
3

− ，于是 

)1,1,1( −−  和 )
27
1,

9
1,

3
1( −−  

为满足题目要求的点。 

3. 求曲线 在tzttytx 22 cos,cossin,sin ===
2
π

=t 所对应的点处的切线的

方向余弦。 

解曲线的切向量函数为 (sin 2 ,cos 2 , sin 2 )t t t− ，将
2

t π
= 代入得 ，它

是单位向量，所以是方向余弦。 

)0,1,0( −

4. 求下列曲面在指定点的切平面与法线方程： 
（1） ，在点 ； 34 32 yxz += )35,1,2(

（2） 4ee =+ z
y

z
x

，在点 ； )1,2ln,2(ln
（3） ，在点3322 ,, vuzvuyvux +=+=+= 1,0 == vu 所对应的点。 

解（1）曲面的法向量函数为 3 2(8 ,9 , 1)x y − ，以 ( , , ) (2,1,35)x y z = 代入，得

 2



到 ，所以切平面方程为 (64,9, 1)−

0)35()1(9)2(64 =−−−+− zyx ，即 64 9 102 0x y z+ − − = ， 

法线方程为 

1
35

9
1

64
2

−
−

=
−

=
− zyx

。 

（2）曲面的法向量函数为 2 2

1 1e , e , e e
x y x y
z z z zx y

z z z z
⎛ ⎞

− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，以 ( , , )x y z  

(ln 2, ln 2,1)= 代入，得到 (2, 2, 4 ln 2)− ，所以切平面方程为 

ln 2 ln 2 2 ln 2( 1) 0x y z− + − − − = ，即 02ln2 =−+ zyx ,  

法线方程为 

)1(
2ln2

12ln2ln −−=−=− zyx 。 

（3）由于 ，所以在
2 2

1 1
2 2
3 3

J u v
u v

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟ 1,0 == vu 所对应的点处的法向量为 

(0, 3, 2)− ，所以切平面方程为 

3( 1) 2( 1) 0y z− − + − = ，即 0123 =++− zy ,  

法线方程为 
1 0,
1

3 2

x
y z
− =⎧

⎪
− −⎨

=⎪ −⎩
1，即 。 

⎩
⎨
⎧

=+
=

532
1

zy
x

5. 在马鞍面 xyz = 上求一点，使得这一点的法线与平面

垂直，并写出此法线的方程。 
093 =+++ zyx

解   马鞍面的法向量 ( , , 1)y x − 与 平行，所以(1,3,1) 1
1 3 1
y x −
= = ，即

，于是该点为1, 3, 3y x z xy= − = − = = ( 3, 1,3)− − ，在该点处的法线方程为  

3)1(
3
13 −=+=+ zyx 。 

6. 求椭球面 的平行于平面49832 222 =++ zyx 753 =++ zyx 的切平面。 

解  由于椭球面的法向量 (2 , 4 ,6 )x y z 与 平行，所以(1,3,5) 2 3
1 3 5
x y
= =

z
，

 3



解出
3 5,
2 3

y x z= = x，代入椭球面方程可得 6x = ± ，即切点为 。 (6,9,10)±

所以有两个切平面满足条件，切平面的方程分别为 

   与 0)10(5)9(3)6( =−+−+− zyx 0)10(5)9(3)6( =+++++ zyx  

即 

3 5 83x y z+ + ± = 0。 

7. 求圆柱面 与马鞍面222 ayx =+ xybz = 的交角。 

解  设 ( , , )x y z 是圆柱面与马鞍面交线上一点。圆柱面在该点的的法向

量为 (2 , 2 ,0)x y ，马鞍面在该点的的法向量为 ，于是两法向量的

夹角

( , , )y x b

θ的余弦为 

2 2 2 2 2 2 2 2

(2 , 2 ,0) ( , , ) 2 2cos
(2 ) (2 ) 2

x y y x b xy bz
x y x y b a a b a a b

θ −
= ⋅ = =

+ + + + +
， 

所以 

2 2

2arccos bz
a a b

θ =
+
。 

8. 已知曲面 ，求经过点0322 =−− zyx )1,0,0( −A 且与直线
212
zyx

== 平行

的切平面的方程。 

解  设切点为 0 0 0( , , )x y z ， 则曲面在该点的法向量为 ，切

平面方程为 

0 0(2 , 2 , 3)x y− −

0 02 2 3( 1)x x y y z− − + = 0。

0

 

由于切点在切平面上，所以 2 2
0 0 02 2 3( 1)x y z− − + = ，与曲面方程相比较

可得 。由于切平面与直线平行，所以 0 1z =

0 0 0 0(2 , 2 , 3) (2,1,2) 4 2 6 0x y x y− − ⋅ = − − = ， 

与曲面方程联立，并注意到 0 1z = ，可以求出切点坐标为 (2 。于是，

切平面方程为 

,1,1)

 4



 03324 =−−− zyx 。 

9．设椭球面 上点 处指向外侧的法向量为 ，求

函数

632 222 =++ zyx )1,1,1(P n

z
yx

u
22 86 +

= 在点 处沿方向 的方向导数。 P n

解  曲面的单位法向量为 (4 ,6 , 2 )
(4 ,6 , 2 )

x y z
x y z

=n ，将点 的坐标代入，得

到

)1,1,1(P

(2,3,1)
14

n = 。于是，函数u在点P处沿方向 的方向导数为 n

 6 8 (2,3,1) 1, , , , 14
714 14 14

u u u u
n x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞ 1
= ⋅ = − ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

n 。 

10．证明曲面 )0( >=++ aazyx 上任一点的切平面在各坐标轴上

的截距之和等于 。 a

证   设 切 点 为 0 0 0( , , )x y z ， 则 曲 面 在 该 点 的 法 向 量 为

0 0 0

1 1 1, ,
2 2 2x y z

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟，切平面方程为 

0 0
0 0 0

1 1 1( ) ( ) ( )x x y y z z
x y z

− + − + − =0 0， 

即 

0 0 0

1 1 1x y z
x y z

+ + = 0 0 0x y z+ + = a， 

所以截距之和为 

2
0 0 0 ( )x a y a z a a+ + = a= 。 

11．证明：曲线 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

t

t

t

az
tay
tax

e
,sine
,cose
 

 与锥面 的各母线相交的角度相同。 222 zyx =+

解  易知曲线的切向量为 ，锥面的母线方向为(cos sin ,sin cos ,1)tae t t t t− +

( , , ) (cos ,sin ,1)tx y z ae t t= ，假定它们的夹角为θ，则 
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2 2 2 2 2 2

(cos sin ,sin cos ,1) (cos ,sin ,1) 2cos
6(cos sin ) (sin cos ) 1 cos sin 1

t t t t t t
t t t t t t

θ − + ⋅
= =

− + + + + +
。 

12．证明曲面 0),( =−− czaybzaxf 上的切平面都与某一定直线平行，其

中函数 连续可微，且常数 不同时为零。 f cba ,,

证 曲面的法向量为 1 2 1 2( , , )af af bf cf− − ，由于 1 2 1 2( , , )af af bf cf− − ( , , ) 0b c a⋅ ≡ ，

所以曲面的法向量与非零向量 垂直，即曲面的切平面都与向量

平行，也就是与以此向量为方向的直线平行。 

),,( acb

),,( acb

13．证明曲面 )0( ≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

x
yxfz 在任一点处的切平面都通过原点，其中

函数 连续可微。 f

证  易知曲面上任意一点 0 0 0( , , )x y z 处的切向量为 

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) '( ), '( ), 1y y y yf f f
x x x x

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

因此过点 0 0 0( , , )x y z 的切平面为 

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0

( ) '( ) ( ) '( )( ) ( ) 0y y y yf f x x f y y z z
x x x x

⎛ ⎞
− − + − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
0 = ， 

容易验证， 满足上述方程，即所有切平面都经过原点。 )0,0,0(

14．证明曲面 0,, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x
y

z
x

y
zF 的所有切平面都过某一定点，其中函数 具

有连续偏导数。 

F

证  易知曲面上任意一点 0 0 0( , , )x y z 处的切向量为 

0 0
2 3 3 1 32 2

0 0 0 0 0 0

1 1 1, ,y z xF F F F F F
z x x y y z

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
0

22 ， 

因此过点 0 0 0( , , )x y z 的切平面为 

0 0 0
2 3 0 3 1 0 3 2 02 2 2

0 0 0 0 0 0

1 1 1( ) ( ) ( )y z xF F x x F F y y F F z z
z x x y y z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
0= ， 

容易验证， 满足上述方程，即所有切平面都经过原点。 )0,0,0(

15．设 具有连续偏导数，且 。进一步，设 为),,( zyxF 0222 ≠++ zyx FFF k

 6



正整数， 为 次齐次函数，即对于任意的实数 t和 ，成

立 
),,( zyxF k ),,( zyx

),,(),,( zyxFttztytxF k= 。 
证明：曲面 上所有点的切平面相交于一定点。 0),,( =zyxF

证  利用齐次条件对 t求导，有 

1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )， k
x y zxF tx ty tz yF tx ty tz zF tx ty tz kt F x y z−+ + =

再令 ，得到曲面上的点1t = ( , , )x y z 所满足的恒等式：  

),,(),,(),,(),,( zyxkFzyxzFzyxyFzyxxF zyx =++ 。 

因为曲面上任意一点 0 0 0( , , )x y z 处的法向量为 

( )0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ), ( , , ), ( , , )x y zF x y z F x y z F x y z ， 

于是过点 0 0 0( , , )x y z 的切平面方程为 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z− + − + − = 。 

利用前面的恒等式，切平面方程化为 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zF x y z x F x y z y F x y z z kF x y z+ + = = ， 

显然切平面经过原点，所以原点就是所有切平面的交点。 
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习题  12.6  无条件极值 
 
1． 讨论下列函数的极值： 
（1） ； 61222),( 2244 +−−+= yxyxyxf
（2） ； 2244 2),( yxyxyxyxf −−−+=

（3） ； 222),,( zyxzyxf −+=

（4） ； ))((),( 42 xyxyyxf −−=

（5）
y

b
x

axyyxf
33

),( ++= ，其中常数 ；  0,0 >> ba

（6）
zy

z
x
yxzyxf 2),,( +++=  （ ）。 0,, >zyx

解 (1) 先求驻点。由 
3

3

4 4 0

8 24
x

y

f x x

f y y

⎧ = − =⎪
⎨

= − =⎪⎩ 0
， 

解得 

0, 1; 0, 3x y= ± = ± ， 

即函数有 9个驻点。再由 24(3 1)xxf x= − ， 0xyf = ， 224( 1)yyf y= − ，可知 

2 296(3 1)( 1)H x y= − − 。 

应用定理 12.6.2。驻点 ，)0,0( )3,1( ， )3,1( − ， )3,1(− ， )3,1( −− 满

足 ，所以是极值点，而其余驻点不是极值点。再根据0H > xxf 的符号，

可知函数在 点取极大值 ；在)0,0( 6 )3,1( ， )3,1( − ， )3,1(− ， )3,1( −− 四

点取极小值 。 13−

注 本题可使用配方法得到 

2 2 2 2( , ) ( 1) 2( 3) 13f x y x y= − + − − ， 

由此易知 )3,1( ， )3,1( − ， )3,1(− ， )3,1( −− 四点为函数的最小值点，

最小值为 ，函数无最大值， 点为函数的极大值点，极大值为 。 13− )0,0( 6

（2）先求驻点。由 
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3

3

4 2 2

4 2 2
x

y

f x x y

f y x y

⎧ = − − =⎪
⎨

= − − =⎪⎩

0

0
， 

两式相减，可解得 ，即驻点为 ， ，0, 1x y= = ± )0,0( )1,1( )1,1( −− 三点。再

由 ， ，212 2xxf x= − 2xyf = − 212 2yyf y= − ，可知 

2 24(6 1)(6 1) 4H x y= − − − 。 

应用定理 12.6.2。驻点 ，)1,1( )1,1( −− 满足 ，所以是极值点，再

根据

0H >

xxf 的符号，可知函数在 ，)1,1( )1,1( −− 两点取极小值 。 2−

在 点，有 ，且)0,0( 0H = (0,0) 0f = 。由于 ，2 2( , ) 2 ( 2)f x x x x= −

4( , ) 2f x x x− = ，可知函数在 点附近变号，所以 不是极值点。 )0,0( )0,0(

（3）先求驻点。由 

2 0
2 0

2 0

x

y

z

f x
f y

f z

⎧ = =
⎪ = =⎨
⎪ = − =⎩

， 

解得 是唯一的驻点。由(0,0,0) (0,0,0) 0f = ， 2( , ,0) 2f x y x y= + ，

2(0,0, )f z = −z

0 )

，可知函数在 点附近变号，即 ( 不是极值点，

所以函数无极值点。 

(0,0,0) 0,0,0)

注  对于二次多项式 ， ，它的 Hesse矩阵 H是常数矩

阵，我们有如下结论： 

( )f x n∈Rx

设 为 的驻点，则由 可知 0x ( )f x 0 0( ) ( ) ( ) (Tf f H− = − −x x x x x x

（a） 为最小值的充分必要条件是 H为半正定矩阵； 0( )f x

（b） 为最大值的充分必要条件是 H为半负定矩阵； 0( )f x

（c） 不是极值的充分必要条件是 H为不定矩阵。 0( )f x

本题由于函数 的 Hesse矩阵为不定矩阵，所以 不是

的极值点。 

( , , )f x y z (0,0,0)

( , , )f x y z
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（4）先求驻点。由 
4 2

2 4

2 (3 2 ) 0

2 0
x

y

f x x yx y

f y x x

⎧ = − −⎪
⎨

= − − =⎪⎩

=
， 

解得 ;0x y= = 1, 1x y= ± = ; 1 ,
82

x y= ± =
3
，即驻点为 ， ， ，)0,0( (1,1) ( 1,1)−

)
8
3,

2
2( 和 )

8
3,

2
2(− 五点。再由 4 230 12 2xxf x yx y= − − ， 32 4xyf x x= − − ，

，可知 2yyf =

4 22(30 12 2 )H x yx y 3 2(2 4 )= − − x x− + 。 

应用定理 12.6.2。驻点 )
8
3,

2
2( ， )

8
3,

2
2(− 满足 ，所以是极值点，

再根据

0H >

xxf 的符号，可知函数在 )
8
3,

2
2( ， )

8
3,

2
2(− 取极小值

1
64

− 。 

在 ， 点 ，所以 ， ( 1(1,1) ( 1,1)− 0H < (1,1) ,1)− 不是极值点。 

在 点)0,0( 0H = ，且 (0,0) 0f = 。由于 3 5( , ) (1 )2f x x x x= − − ，易知函数在

点附近变号，所以 不是极值点。 )0,0( )0,0(

（5）先求驻点。由 

3

2

3

2

0

0

x

y

af y
x
bf x
y

⎧
= − =⎪⎪

⎨
⎪ = − =
⎪⎩

， 

解得
2 2

,a b
b a

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟是唯一的驻点。再由
3

3

2
xx

af
x

= ， 1xyf = ，
3

3

2
yy

bf
y

= ，可知 

3 3

3 3

4 1a bH
x y

= − 。 

应用定理 12.6.2。由于在驻点
2 2

,a b
b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

有 ，再根据0H > xxf 的符号，
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可知函数在 ),(
22

a
b

b
a

点取极小值3 。 ab

（6）先求驻点。由 

2

2

2

1 0

1 0

1 2 0

x

y

z

yf
x

zf
x y

f
y z

⎧
= − =⎪

⎪
⎪

= − =⎨
⎪
⎪

= − =⎪
⎩

， 

解得唯一的驻点
1 1 3
4 2 42 ,2 ,2

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟。由于函数在
1 1 3
4 2 42 ,2 ,2

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟点的 Hesse矩阵 

3 1
4 2

1 1
12 4

1
1 4

2 2 0

2 2 2

0 2 2

−

− −

−−

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜−
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟− 是正定的，所以函数在 )2,2,2( 4
3

2
1

4
1

取极小值
1
44 2⋅ 。 

2．设 ，证明函数 的最小值为0。 xzxyzyxzyxf 2223),,( 222 +−++= f
证 先求驻点。由 

2 2 2 0
6 2 0

4 2 0

x

y

z

f x y z
f y x

f z x

⎧ = − + =
⎪ = − =⎨
⎪ = + =⎩

， 

解得唯一驻点 ，由于函数在 ( 点的Hesse矩阵 是

正定的，所以函数在 点取极小值

(0,0,0) 0,0,0)
2 2 2
2 6 0

2 0 4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(0,0,0) (0,0,0) 0f = 。 
注  本题可使用配方法得到 

2 21 1( , , ) ( 2 ) ( 2 )
2 2

21
2

f x y z x y x z y= − + + + ， 

由此可知函数在 点取最小值(0,0,0) (0,0,0) 0f = 。 
3. 证明函数 有无穷多个极大值点，但无极小值

点。 

yy yxyxf ecos)e1(),( −+=

证 由 
( , ) (1 e )sin 0

( , ) e cos (1 )e 0

y
x

y y
y

f x y x

f x y x y

⎧ = − + =⎪
⎨

= − + =⎪⎩
， 

 148



解得 x kπ= , cos 1y kπ= − ，所以驻点为 
( , cos 1)k kπ π − ， 0, 1, 2,k = ± ± 。 

由 ，(1 ) cosy
xxf e x= − + siny

xyf e x= − ， e cos (2 )ey y
yyf x y= − + ，可知在

驻点 ( , cos 1)k kπ π − 处， 
cos (1 )y yH k eπ= + e ， 

所以当 k 为奇数时 ，0H < ( , cos 1)k kπ π − 不是极值点；当 k 为偶数时
，再由0H > 0xxf < ，可知 ( , cos 1k k )π π − 是极大值点。所以函数有无穷

多个极大值点，但无极小值点。 
4．求函数 )sin(sinsin),( yxyxyxf +−+= 在闭区域 

}2,0,0|),{( π≤+≥≥= yxyxyxD  
 上的最大值与最小值。 

解  由 

cos cos( ) 0
cos cos( ) 0

x

y

f x x y
f y x y
= − + =⎧⎪

⎨ = − + =⎪⎩
， 

得到 cos cos cos( )x y x= = + y 。在 { }( , ) | 0 , 2x y x y x y π= < < + <D 上考虑，

得到 2x y x yπ= = − − ，即
2 2,
3 3
π π⎛

⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟是函数在区域内部唯一的驻点。由

于在区域边界上，即当 或0x = 0y = 或 2x y π+ = 时，有 ，而在

区域内部唯一的驻点上取值为

( , ) 0f x y =

2 2 3 3( , )
3 3 2

f π π 0= > ，根据闭区域上连续

函数的性质，可知函数的最大值为
2

33
max =f ，最小值为 。 0min =f

5．在 上用怎样的直线]1,0[ bax +=ξ 来代替曲线 ，才能使它在平

方误差的积分 

2xy =

∫ −=
1

0

2)(),( dxybaJ ξ  

为极小意义下的最佳近似。 

解     
1 2 2

0
( , ) ( )J a b x ax b dx= − −∫ 2 21 1 ( 2 )

5 2 3
a a b ab b= − + − + +  

是 的二次多项式，它的 Hesse 矩阵,a b
2 1
3
1 2

⎛ ⎞
⎜
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟
是正定的，所以有最小

值（见第 1题（3）的注）。对参数 求导， ,a b

 149



2 1 0
3 2

22 0
3

a

b

J a b

J a b

⎧ = − + =⎪⎪
⎨
⎪ = + − =
⎪⎩

， 

得到
11,
6

a b= = − ，即
11,
6

⎛ −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟是唯一的驻点，所以必定是最小值点。因

此最佳直线为
6
1

−= xξ 。 

6．在半径为 R的圆上，求内接三角形的面积最大者。 

解  设圆内接三角形的各边所对的圆心角为 1 2 3, ,α α α ，则三角形的面

积为 

2 2

1 2 3 1 2 1[sin sin sin ] [sin sin sin( )]
2 2
R RS 2α α α α α α α= + + = + − + ， 

由第 4 题知 1 2
2
3 3
πα α α= = = 时面积最大，这时圆内接三角形为正三角

形， 2
max 4

33 RS = 。 

7．要做一圆柱形帐幕，并给它加一个圆锥形的顶。问：在体积为定
值时，圆柱的半径 R，高H，及圆锥的高 满足什么关系时，所用的

布料最省？ 
h

解  由帐幕的体积 2 1
3

V R H Rπ π= + 2h，得到 2

1
3

VH h
Rπ

= − ，于是帐幕的

表面积为 

2 2 22 22
3

V RhS RH R R h R R h2

R
ππ π π= + + = − + + 。 

对 R与 求偏导数，得到 h

2 2

2
2 2

2 2 2

2 0
3

2 2 0
3

S R Rh
h R h
S V h RR h
R R R h

π π

π ππ

∂⎧ = − + =⎪∂ +⎪
⎨
∂⎪ = − − + + + =

⎪∂ +⎩

。 

由第一个方程，得到
5

2
R h= ，再将

5
2

R h= 与 2 1
3

V R H Rπ π= + 2h代入第
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二个方程，得到
1
2

H h= ，所以当
215
hHR

== 时，布料最省。 

8．求由方程 所确定的隐函数122 22 =++ yxyx )(xyy = 的极值。 

解  由 

0
2

' =
+
+

−=
yx
yxy ,  

得到 , 再代入 得到 ，由此可知隐函数 0=+ yx 122 22 =++ yxyx 12 =y

)(xyy = 的驻点为 ，且当1x = ± 1x = ± 时有 1y = ∓ 。 

由于在驻点有 

2

1 ' ( ) 1'' (1 2 ')
2 ( 2 )
y x yy y

x y x y y
+ +

= − + + = −
+ +

， 

根据 的符号可知 在"( 1)y ± )(xyy = 1x = − 取极大值1，在 1x = 取极小值 。 1−

注  本题也可由 

2 2 22 2 ( )x xy y x y y+ + = + + =2 1

1

， 

得到 ，由此可知1 y− ≤ ≤ )(xyy = 在 1x = − 取极大值1，在 取极小值

。 

1x =

1−

9．求由方程 所确定的隐函数 的极

值。 
08822 222 =+−+++ zyzzyx ),( yxzz =

解  由 

4 0
1 2 8
4( 2 ) 0

1 2 8

z x
x z y
z y z
y z y

∂⎧ = =⎪∂ − −⎪
⎨∂ +⎪ = =
⎪∂ − −⎩

,  

得到 与 , 再代入 ，得到 0=x 02 =+ zy 08822 222 =+−+++ zyzzyx

087 2 =−+ zz 即
81,
7

z = − 。由此可知隐函数 ( , )z z x y= 的驻点为 与 (0, 2)−

16(0, )
7
。 
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由 

2

2

4
1 2 8

z
x z y
∂

=
∂ − −

，
2

0z
x y
∂

=
∂ ∂

，
2

2

4
1 2 8

z
y z
∂

=
y∂ − −
， 

可知在驻点 (0, 2)− 与
16(0, )
7
有 。 0H >

在 点， ，因此 (0, 2)− 1z =
2

2

4 0
15

z
x
∂

= >
∂

，所以 (0, 2)− 为极小值点， 

极小值为 ；在1z = 16(0, )
7
点，

8
7

z = − ，因此 
2

2

4 0
15

z
x
∂

= − <
∂

，所以
16(0, )
7
为

极大值点，极大值为
8
7

z = − 。 

注 1  原方程可以改写为 

2 22 2( 2 ) ( 1)(7 8x y z z z+ + = − + )， 

由左边非负可得 ，即( 1)(7 8) 0z z− + ≥
8
7

z ≤ − 或者 。 1z ≥

注 2 在三维空间中，方程的图像是双叶双曲面，由两个不相连

的部分组成。其中之一开口向上，最小值 1z = ，另一个开口向下，最

大值
8
7

z = − 。 

10．在Oxy平面上求一点，使它到三直线 0=x ， 0=y ，和

的距离的平方和最小。 
0162 =−+ yx

解  平面上点 ( , )x y 到三直线的距离平方和为 

2 2 2 16( , ) ( )
5

x yD x y x y 2+ −
= + + 。 

对 求偏导数， ,x y

            

22 ( 2 16)
5
42 ( 2 16) 0,
5

x

y

D x x y

D y x y

⎧ = + + − =⎪⎪
⎨
⎪ = + + − =
⎪⎩

0,
， 

得到
8 1,
5 5

x y= =
6
，所以函数只有一个驻点

8 16( , )
5 5

。 
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由于 

|( , )|
lim ( , )

x y
D x y

→∞
= +∞， 

可知函数 在驻点( , )D x y 8 16( , )
5 5

有最小值。 

11．证明：圆的所有外切三角形中，以正三角形的面积为最小。 

证  设圆半径为1，外切三角形的两个顶角为 α2 与 β2 ，则三角形的面

积为 

cot cot cot( ) cot cot tan( )
2

S πα β α β α β α= + + − − = + + + β 。 

由 

2 2

2 2

csc sec ( ) 0,

csc sec ( ) 0,

S

S

α α β
α

β α β
β

∂⎧ = − + + =⎪∂⎪
⎨∂⎪ = − + + =
∂⎪⎩

， 

得到
2
πα β α= = − − β，所以 

6
πβα == ， 

即外切正三角形的面积为最小。 

12．证明：圆的所有内接 边形中，以正 边形的面积为最大。 n n

证   设圆半径为 1，圆内接 边形的各边所对的圆心角为n

kα ),,2,1( nk = ，则 边形的面积为 n

)]sin(sinsin[sin
2
1

121121 −− +++−+++= nnS αααααα 。 

由 

1 1 2 1
1 [cos cos( )] 0
2 n

k

S α α α α
α −

∂
= − + + +

∂
= ， )1,,2,1( −= nk ， 

推出 

1 2 1 1 2 12 (n n )α α α π α α α− −= = = = − + + + ， 

所以 
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2
k n

πα = ， ( 1, 2, ,k n)= ， 

即内接正 边形的面积为最大。 n

13．证明：当 +∞<<<< yx 0,10 时，成立不等式 
1e)1( −<− xyx y 。 

证 令 ，对)1(),( xyxyxf y −= y求偏导， 

(1 )(1 ln ) 0yf x x y x
y
∂

= − + =
∂

， 

解得
x

y
ln

1−
= 。对固定的 ，根据)1,0(∈x f

y
∂
∂
在

x
y

ln
1−

= 附近的符号变化，

可知 （作为( , )f x y y 的函数）的极大值点为
x

y
ln

1−
= ，极大值为

xe
xx

ln
)1()( −−

=ϕ 。再对 )(xϕ 求导，得到 

2

1'( ) (1 ln )
ln

x x x x
ex x

ϕ = − + 。 

记 

( ) 1 ln , (0,1)g x x x x x= − + ∈ ， 

则 ， ，所以 ，于是'( ) ln 0g x x= < (0 ) 1, (1 ) 0g g+ = − = ( ) 0g x > )(xϕ 严格单调

增加。再由 1

1
lim ( )
x

x eϕ −

→ −
= ，得到 

1( , ) ( )f x y x eϕ −≤ <   (0 1, 0 )x y< < < < +∞ 。 

14．某养殖场饲养两种鱼，若甲种鱼放养 （万尾），乙种鱼放养 （万

尾），收获时两种鱼的收获量分别为 
x y

xyx )3( βα −−  和 yyx )24( αβ −−  （ 0>> βα ）。 
求使产鱼总量最大的放养数。 

解  鱼总产量为 
2 2(3 ) (4 2 ) 2 2 3 4P x y x x y y x xy y xα β β α α β α= − − + − − = − − − + + y。

0,
0,

 
对 求偏导数， ,x y

2 2 3
2 4 4

x

y

P x y
P x y

α β
β α

= − − + =⎧⎪
⎨ = − − + =⎪⎩

， 

解得 
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222
23
βα
βα

−
−

=x ， 22 24
34
βα
βα

−
−

=y 。 

因为 是二次多项式，由 2 22 2 3P x xy y xα β α= − − − + + 4y

02 2 2( 2 )( 4 ) (2 ) 4(2 ) 0H α α β α β= − − − = − > ， 2xxP α= − < ， 

可知其 Hesse矩阵是负定的，所以函数有最大值，即当 222
23
βα
βα

−
−

=x ，

22 24
34
βα
βα

−
−

=y 时产鱼总量最大。 
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12.6  计算实习题 
（在教师的指导下，编制程序在电子计算机上实际计算） 

1． 某种机器零件的加工需经两道工序， 表示零件在第一道工序

中出现的疵点数（疵点指气泡、砂眼、裂痕等）， 表示在第二道

工序中出现的疵点数。某日测得 8个零件的 与 如下： 

x
y

x y
x  0 1 3 6 8 5 4 2 
y  1 2 2 4 4 3 3 2 

画出这些数据的散点图，找出它们之间关系的经验公式 ，

并画出拟合曲线。 
baxy +=

解 程序代码为 
hold off 
x=[0,1,3,6,8,5,4,2]; 
y=[1,2,2,4,4,3,3,2]; 
plot(x,y,'b*') 
hold on 
A=[x',ones(size(x'))]; 
B=y'; 
x1=A\B; 
a=x1(1);b=x1(2);y=a*x+b; 
plot(x,y,'r') 
string=['拟合直线 y=',num2str(a),'*x+',num2str(b)]; 
text(0.5,3.5,str,'FontSize',16) 
运行后，得拟合曲线 。图形为 = 0.37845 +1.2531y x

 
 

2．某品种大豆的脂肪含量 与蛋白质含量 的测定结果如下表

所示：程序代码为 
(%)x (%)y

x  16．5 17．5 18．5 19．5 20．5 21．5 22．5 23．5 24．5 
y  43．5 42．6 41．8 40．6 40．3 38．7 37．2 36．0 34．0 
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 画出这些数据的散点图，找出它们之间关系的经验公式，并画出

拟合曲线。 
解 程序代码为 

hold off 
x=[16.5,17.5,18.5,19.5,20.5,21.5,22.5,23.5,24.5]; 
y=[43.5,42.6,41.8,40.6,40.3,38.7,37.2,36.0,34.0]; 
plot(x,y,'b*') 
hold on 
A=[x',ones(size(x'))]; 
B=y'; 
x1=A\B; 
a=x1(1);b=x1(2);y=a*x+b; 
plot(x,y,'r') 
str=['拟合直线 y= ',num2str(a),'*x+',num2str(b)]; 
text(18,44,str,'FontSize',16) 
运行后，得拟合曲线 = 1.1483 +62.9519y x− 。图形为 

 
3．某种产品加工前的含水率（%）与加工后含水率（%）的测试结
果如下表： 

测试编号 i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
加工前的

含水率 ix
16.7 18.2 18.0 17.9 17.4 16.6 17.2 17.7 15.7 17.1

加工后的

含水率 iy
17.5 18.7 18.6 18.5 18.2 17.5 18.0 18.2 16.9 17.8

试确定加工后的含水率 与加工前含水率 的关系。 y x
解 程序代码为 

hold off 
x=[16.7,18.2,18.0,17.9,17.4,16.6,17.2,17.7,15.7,17.1]; 
y=[17.5,18.7,18.6,18.5,18.2,17.5,18.0,18.2,16.9,17.8]; 
plot(x,y,'b*') 
hold on 
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A=[x',ones(size(x'))]; 
B=y'; 
x1=A\B; 
a=x1(1);b=x1(2);y=a*x+b; 
plot(x,y,'r') 
str=['拟合直线 y=',num2str(a),'*x+',num2str(b)]; 
text(15.6,18.5,str,'FontSize',16) 
运行后，得拟合曲线 。图形为 = 0.73979 +5.2286y x

 
4．盛钢水的钢包，在使用过程中由于钢水对耐火材料的浸蚀，容积
会不断增大。在生产过程中，积累了使用次数与钢包容积增大之

间的以下 16 组数据。画出这些数据的散点图，找出使用次数 与

钢包容积增大 之间的关系，并画出拟合曲线。 
x

y
x  2 3 4 5 6 7 8 9 
y  6.42 8.20 9.58 9.50 9.70 10.00 9.93 9.99 
x  10 11 12 13 14 15 16 17 
y  10.50 10.59 10.60 10.63 10.60 10.90 10.76 10.80

   （提示：假设 。） cbxaxy ++= 2

解 程序代码为 
hold off 
x=2:17;  
y=[6.42,8.20,9.58,9.50,9.70,10.00,9.93,9.99,10.50,10.59,10.60,10.63,10.6

0,10.90,10.76,10.80]; 
plot(x,y,'b*') 
A=[x.^2',x',ones(size(x))']; 
a=A\y' 
hold on 
y=a(1)*x.^2+a(2)*x+a(3) 
plot(x,y,'r') 
string=['拟合直线 y=', 
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num2str(a(1)),'*x^2+',num2str(a(2)),'*x+',num2str(a(3))]; 
text(5,8,string) 
运行后，得拟合曲线 ，图形为 20.025746 0.68829 6.2507y x x= − + +

 
5．在研究化学反应速度时，得到下列数据。找出实验开始后的时间 t
与反应物的量 之间的关系，并画出拟合曲线。 m

t  3 6 9 12 15 18 21 24 
m  57.6 41.5 31.2 22.9 15.4 12.1 8.9 6.4 

   （提示： 与 的关系为 。） m t btam e=
解 程序代码为 

hold off 
x=3:3:24; 
y=[57.6,41.5,31.2,22.9,15.4,12.1,8.9,6.4]; 
plot(x,y,'b*') 
hold on 
y1=log(y); 
A=[x',ones(size(x))']; 
a=A\y1'; 
y=exp(a(2))*exp(a(1)*x)； 
plot(x,y,'r') 
string=['拟合直线 m=',num2str(exp(a(2))),'*e^{',num2str(a(1)),'*t}']; 
text(8,28,string ,'FontSize',16) 

运行后，得拟合曲线 ，图形为 -0.10443tm=78.448e
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习题  12.7 条件极值问题与 Lagrange乘数法 

 

1. 求下列函数的条件极值： 

（1） xyyxf =),( ，约束条件为 1=+ yx ； 

（2） ，约束条件为 ； zyxzyxf 22),,( +−= 1222 =++ zyx

（ 3） 2

2

2

2

2

2

),,(
c
z

b
y

a
xzyxf ++= ，约束条件为 其中

， 。 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

,0
,1222

CzByAx
zyx

0>>> cba 1222 =++ CBA

解 （1）令 

( , , ) ( 1)L x y xy x yλ λ= − + − ， 

求偏导，得到 

0
0

( 1)

x

y

L y
L x

x yλ

λ
λ

⎧ = − =
⎪

= − =⎨
⎪ = − + − =⎩

，

，

L 0,

 

解得
1
2

x y= = ，即目标函数只有一个驻点
1 1,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

    由
2 1

2 4
x yxy +⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
= ，可知

1 1,
2 2

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟是目标函数的条件极大值点，也是

条件最大值点，条件最大值为 max
1 1 1( , )
2 2 4

f f= = 。 

（2）令 

2 2 2( , , , ) 2 2 ( 1)L x y z x y z x y zλ λ= − + − + + − ， 

求偏导，得到 

2 2 2

1 2 0
2 2 0

2 2 0

( 1

x

y

z

L x
L y

L z

x y zλ

λ
λ

λ

= − =⎧
⎪ = − − =⎪
⎨ = − =⎪
⎪ = − + + − =⎩

，

，

，

L ) 0,
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由前三式得到 ，代入约束条件 ，解得 2y z= − = − x 1222 =++ zyx

( , , )x y z =
1 2 2( , , )
3 3 3

± − 。 

因为满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有

最大值和最小值。由于目标函数的驻点为
1 2 2( , , )
3 3 3

± − ，对应的目标函

数值为 ，所以3± max
1 2 2( , , ) 3
3 3 3

f f= − = ， min
1 2 2( , , )
3 3 3

f f 3= − − = − 。 

（3）令 

2 2 2
2 2 2

2 2 2( , , , , ) ( 1) ( )x y zL x y z x y z Ax By Cz
a b c

λ µ λ µ= + + − + + − − + + ， 

求偏导，得到 

2

2

2

2 2 2

2 2 0

2 2 0

2 2 0

( 1
( )

x

y

z

xL x A
a

yL y B
b
zL z C

c
L x y z
L Ax By Cz
λ

µ

λ µ

λ µ

λ µ

⎧ = − − =⎪
⎪
⎪ = − − =⎪
⎪⎪ = − − =⎨
⎪
⎪ = − + + − =
⎪

= − + + =⎪
⎪
⎪⎩

，

，

，

，

，

) 0
0

 

于是 

( )
2 2 2

2 2 2

1 0
2 x y z

x y zxL yL zL
a b c

λ+ + = + + − = 。 

因为满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有

最大值和最小值。由上式可知最大值和最小值包含在上面的方程组关

于λ的解中。 

由 

2 2 2
2 2 22 (x y z

Ax By CzAL BL CL A B C
a b c

µ⎛ ⎞+ + = + + − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

) 0， 
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得到 

2 2 2 2 2 2

2 Ax By Cz
A B C a b c

µ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠ 2 2 22 Ax By Cz
a b c

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

代入上面的方程组，得到  

2

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

1 0,
2

1 0,
2

1 0
2

x

y

z

L A AB ACx y z
a b c

L AB B BCx y
a b c

L AC BC Cx y z
a b c

λ

λ

λ

⎧ ⎛ ⎞−
= − − − =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ ⎛ ⎞−⎪ = − + − − =⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ ⎛ ⎞−⎪ = − − + − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
。

z  

由约束条件可知驻点不在原点，即上面方程组有非零解，所以其

系数行列式为零。经计算得到 

λ−
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1( ) (A B C A B C
a b c b c c a a b

λ λ
⎡ ⎤− − −

+ + + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

) 0= ， 

显然目标函数的最大值与最小值不为零，即 0λ ≠ ，所以 的最大值与

最小值分别为方程 

f

0)()111( 22

2

22

2

22

2

2

2

2

2

2

2
2 =+++

−
+

−
+

−
+

ba
C

ac
B

cb
A

c
C

b
B

a
A λλ  

的两个根。 

2. 在周长为 的一切三角形中，找出面积最大的三角形。 p2

解 记三角形的边长为 ，面积为 ，则, ,a b c S 2 ( )( )(S p p a p b p c)= − − − 。令 

( , , , ) ( )( )( ) ( 2 )L a b c p p a p b p c a b c pλ λ= − − − − + + − ， 

求偏导数，得到 

( )( )
( )( )
( )( )

a

b

c

L p p b p c
L p p a p c
L p p a p b

λ
λ
λ

= − − − + =⎧
⎪ = − − − + =⎨
⎪ = − − − + =⎩

0,
0,
0,

 

于是 
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p a p b p c− = − = − ， 

再根据约束条件得到 
2
3

a b c p= = = ， 

所以面积最大的三角形为正三角形，最大面积为 2

9
3 p 。 

3. 要做一个容积为 1 立方米的有盖铝圆桶，什么样的尺寸才能使用

料最省？ 

解 假设圆桶的底面半径为 r，高为 h，则圆桶的容积为 ，表面

积为

2 1r hπ =

22 2S rh rπ π= + 。令 

2 2( , , ) 2 2 ( 1)L r h rh r r hλ π π λ π= + − − ， 

求偏导，得到 

2

2 4 2

2 0
r

h

L h r rh

L r r

π π π λ

π π λ

= + − =⎧
⎨

= − =⎩

，

，

0

r

 

解得 ，再代入约束条件2h = 2 1r hπ = ，得到 

3
1

2
r

π
= ， 3

4h
π

= 。 

根据题意，目标函数必有最小值，所以可知当底面半径为 3
2
1
π
，高为

3
4
π
时用料最省。 

4. 抛物面 被平面22 yxz += 1=++ zyx 截成一椭圆，求原点到这个椭圆

的最长距离与最短距离。 

解 设原点到椭圆上一点的距离为 ，则( , , )d x y z 2 2 2d x y z2= + + 。令 

2 2 2 2 2( , , , , ) ( ) ( 1)L x y z x y z x y z x y zλ µ λ µ= + + − + − − + + − ， 

求偏导数，得到 
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2 2 0
2 2 0

2 0

x

y

z

L x x
L y y

L z

λ µ
λ µ

λ µ

⎧ = − − =
⎪ = − − =⎨
⎪ = + − =⎩

,
,

,

0

 

将前两式相减，得到 ( 1)( )x yλ − − = 。 

若 1λ = ，则有 0µ = ，
1
2

z = − ，显然不满足约束条件。 

若 1λ ≠ ，则 x y= ，再联立约束条件 与22 yxz += 1=++ zyx ，可解

出 x y=
1 ( 1 3)
2

= − ± ， 22 2z x= = ∓ 3，从而有 2 9 5 3d = ∓ 。 

由于满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有

最大值和最小值。于是得到 

359max +=d ， 359min −=d 。 

5. 求椭圆 的内接等腰三角形，其底边平行于椭圆的长轴，

而使面积最大。 

123 22 =+ yx

解 设 为三角形底边上的顶点，则三角形面积为 ，

令 

( , ), 0x y x ≥ (2 )S x y= −

2 2( , , ) (2 ) ( 3 12)L x y x y x yλ λ= − − + − ， 

求偏导数，得到 

2 2
6 ,

x

y

,L y x
L x y

λ
λ

= − −⎧⎪
⎨ = − −⎪⎩

 

消去λ，可得 ，再联立约束条件 ，可得满足

的驻点只有 和 (3 。 

2 26 3y y x− + = 0 123 22 =+ yx

0x ≥ (0, 2) , 1)−

当 时 ，当( , ) (0, 2)x y = 0S = ( , ) (3, 1)x y = − 时 9S = 。由题意三角形面积

一定存在最大值，于是得到 

9max =S 。 

6. 求空间一点 到平面),,( cba 0=+++ DCzByAx 的距离。 
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解 设 ( , , )x y z 为平面上的一点，它与点 之间的距离为 ，

则 ，令 

( , , )a b c ( , , )d x y z

2 2 2( ) ( ) (d x a y b z c= − + − + − 2)

+2( , , , ) ( , , ) ( )L x y z d x y z Ax By Cz Dλ λ= − + + ， 

求偏导，得到  

2( ) 0,
2( ) 0,

2( ) 0,

x

y

z

L x a A
L y b B

L z c C

λ
λ

λ

⎧ = − − =
⎪ = − − =⎨
⎪ = − − =⎩

 

解得 
1
2

x a Aλ= + ，
1
2

y b Bλ= + ，
1
2

z c Cλ= + ， 

代入约束条件 0=+++ DCzByAx ，得到 

2 2 22
Aa Bb Cc D

A B C
λ + + +
= −

+ +
。 

于是 

2 2 2

=2

2 2 2
A B Cd λ λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 2 2

( )Aa Bb Cc D
A B C
+ + +

=
+ +

， 

所以 到平面),,( cba 0=+++ DCzByAx 的距离为 

222 CBA

DcCbBaA
d

++

+++
= 。 

7. 求平面 与柱面0=++ CzByAx 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

相交所成的椭圆的面积

（ 都不为零； 为正数）。 CBA ,, ba,

解  椭圆的中心在原点，原点到椭圆周上点 ( , , )x y z 的距离 d的最大值

和最小值分别为椭圆的长半轴和短半轴。令 

2 2
2 2 2

2 2( , , , , ) ( 1) ( )x yL x y z x y z Ax By Cz
a b

λ µ λ µ= + + − + − − + + ， 

求偏导数，得到 
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2

2

2 2

2 2

22 0

22 0

2 0,

( 1)

( )

x

y

z

xL x A
a

yL y B
b

L z C

x yL
a b

L Ax By Cz

λ

µ

λ µ

λ µ

µ

⎧ = − − =⎪
⎪
⎪ = − − =⎪
⎪ = − =⎨
⎪
⎪ = − + − =
⎪
⎪ = − + + =
⎪
⎩

,

,

0,

0,

 

于是 

( ) 2 2 21 0
2 x y zxL yL zL x y z λ+ + = + + − = 。 

因为满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有

最大值和最小值。由上式可知最大值和最小值包含在上面的方程组关

于λ的解中。以 2z
C

µ = 22 Ax By
C
+

= − 代入前两个方程，可得 

2

2 2 2

2

2 2 2

1 0
2

1 0
2

x

y

L A ABx y
a C C

L AB Bx y
C b C

λ

λ

⎧ ⎛ ⎞
= − + + =⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = + − + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

,

,
 

此方程组有非零解，所以系数行列式为 0。因此 

2 2 2

2 2 2 2 41 1A B A B
a C b C C
λ λ⎛ ⎞⎛ ⎞

− + − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

2

0， 

即 

        ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

2
2

2 11
a

B
b

A λλ 011 22
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

ab
C λλ

。 

这个二次方程的两个根 1λ 与 2λ 就是椭圆的长半轴和短半轴的平方，因

此椭圆面积为 21λλπ=S ，利用多项式根与系数的关系可得 

2 2
2 2 2

1 2 2( ) a bA B C
C

λ λ = + + ， 

所以 
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2 2abS A B
C

2Cπ
= + + 。 

8. 求 )(
2
1 44 yxz += 在条件 ayx =+ 下的最小值，其中 ， ，a为

常数。并证明不等式 

0≥x 0≥y

444

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+ yxyx

。 

解  令 

( )4 41( , , ) ( )
2

L x y x y x y aλ λ= + − + − ， 

求偏导数，得到 
3

3

2 0,

2 0,

( )

x

y

L x

L y

L x y aλ

λ

λ

⎧ = − =
⎪

= − =⎨
⎪ 0,= − + − =⎩

 

解得
2
ax y= = 。 

由于连续函数 )(
2
1 44 yxz += 在线段{( , ) | , 0, 0}x y x y a x y+ = ≥ ≥ 的两

个端点 上的函数值有(0, ), ( ,0)a a 4 41 1(0, ) ( ,0) ( , )
2 2 2 16

a af a f a a f a= = > = ，所

以 4
min

1( , )
2 2 16
a af f a= = 。因此 

4 44 4
41

2 16 2 2
x y a xa+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞≥ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
y
。 

9. 当 时，求函数 0,0,0 >>> zyx

zyxzyxf ln3ln2ln),,( ++=  

在球面 上的最大值。并由此证明：当 为正实数

时，成立不等式 

2222 6Rzyx =++ cba ,,

32cab ≤
6

6
108 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ cba

。 

解 令 

2 2 2 2( , , , ) ln 2ln 3ln ( 6 )L x y z x y z x y z Rλ λ= + + − + + − ， 
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求偏导数，得到 

1 2 0

2 2 0

3 2 0

x

y

z

L x
x

L y
y

L z
z

λ

λ

λ

⎧
= − =⎪

⎪
⎪ = − =⎨
⎪
⎪

= − =⎪
⎩

,

,

,

 

解得 2 2

1 2 32 2x y z
λ = = = ，代入约束条件 ，可得 2222 6Rzyx =++

22 Rx = ， ， 。 22 2Ry = 22 3Rz =

由于目标函数无最小值，所以唯一的驻点必是最大值点。于是得到 
3

2 2 2 2ln 2ln 3ln ln[ (2 )(3 ) ]x y z R R R+ + ≤ ( )6ln 6 3R= ， 

即 
3222

32

6
36 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
≤

zyxzxy 。 

由前一式得到 

( )6
max ( , 2 , 3 ) ln 6 3f f R R R R= = 。 

在后一式中令 ， 和 ，得到 2xa = 2yb = 2zc =

6
32

6
108 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

≤
cbacab 。 

10．（ 1）求函数 在约束条件

下的极大值，其中 均为正常数； 

cba zyxzyxf =),,( )0,0,0( >>> zyx

1=++ kkk zyx cbak ,,,

（2）利用（1）的结果证明：对于任何正数 ，成立不等式 wvu ,,

cba

c
w

b
v

a
u

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤

cba

cba
wvu ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
++

。 

解 （1）令 

( , , , ) ln ln ln ( 1)k k kL x y z a x b y c z x y zλ λ= + + − + + − ， 
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求偏导数，得到 

1

1

1

0,

0,

0,

k
x

k
y

k
z

aL k x
x
bL k y
y
cL k z
z

λ

λ

λ

−

−

−

⎧
= − =⎪

⎪
⎪ = − =⎨
⎪
⎪

= − =⎪
⎩

 

解得 k k

a b ck kx y z
λ = = = ，代入约束条件 ，得到1=++ kkk zyx 1a b c

kλ
+ +

= ，

所以 

k ax
a b c

=
+ +

， k by
a b c

=
+ +

， k cz
a b c

=
+ +

。 

由于目标函数无最小值，所以唯一的驻点必是最大值点。于是 

ln ln ln ln( )a b ca x b y c z x y z+ + =

1

ln
( )

a b c k

a b c

a b c
a b c + +

⎡ ⎤
≤ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

， 

即得到 

≤cba zyx
k

cba

cba

cba
cba

1

)(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++ ++
。 

（2）令 ，1k = ux
u v w

=
+ +

，
vy

u v w
=

+ +
，

wz
u v w

=
+ +

，则 1x y z+ + = ，

且 

( )

a b c a b c
a b c

a b c
u v w u v wx y z

u v w u v w u v w u v w + +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ + +

。 

利用（1）的结果，有 

≤cba zyx
( )

a b c

a b c

a b c
a b c + ++ +

。 

整理后得到 

cba

c
w

b
v

a
u

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤

cba

cba
wvu ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
++

。 
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11．求 之值，使得椭圆ba, 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

包含圆 ，且面积最

小。 

1)1( 22 =+− yx

解  为了使椭圆 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

既包含圆 ，又面积最小，可以

要求圆心 到椭圆周上的点的最短距离为1。为此先考虑目标函数

在

1)1( 22 =+− yx

(1,0)

( , )g x y = 22)1( yx +− 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

条件下的极小值问题，并设条件极小

值为 ，由此导出 之间的关系。构造 Lagrange函数 min 1g = ,a b

2 2
2 2

2 2( , , ) ( 1) ( 1)x yL x y x y
a b

λ λ= − + − + − ， 

求偏导数，得到 

2

2 2

2 2

2 2

1 ( 1) 0,
2
1 (1 ) 0,
2

1 0,

x

y

xL x
a

yL y y
b b

x yL
a bλ

λ

λ λ

⎧
= − − =⎪

⎪
⎪

= − = − =⎨
⎪
⎪ ⎛ ⎞

= − + − =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

 

并由此可得 

2 2
2( 1) 1min

xg x y
a

λ ⎛ ⎞= − + = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1

。 

若 ，则 。由0y = x a= 2 2( 1)ming x y= − + = ，可得 2a = 。在方程组

2 2

2 2

2

( 1) 1

1,
4

x y
x y

b

⎧ − + =
⎪
⎨

+ =⎪⎩

,
中消去 ，得到y

2
2 2(1 ) 2 0

4
b x x b− − + = ，容易知道当 2b < 时

方程除了解 外另有一解1 2x = 2 (0, 2)x ∈ ，这说明椭圆
2 2

2 1
4
x y

b
+ = 不完全包

含圆 ，不满足条件。所以1)1( 22 =+− yx 2b ≥ ，这时椭圆面积 2 2S π≥ 。 
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若 ，则2bλ =
2

2

ax
a b

=
− 2 ，代入 21min

xg
a

λ ⎛ ⎞ 1= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，得到 必须满足

的关系式 

,a b

4222 baba += 。 

现求目标函数 abbaf π=),( 在 条件下的极小值。令 4222 baba +=

( , , )l a b abλ π= 2 2 2 4( )a b a bλ− − − ， 

求偏导数，得到 
2

2 2

2 ( 1) 0,

2 ( 2 ) 0
a

b

l b a b

l a b a b

π λ

π λ

⎧ = − − =⎪
⎨

= − − =⎪⎩ ,
 

消去λ，得到 22a = b ，再代入关于 的约束条件 ，解得 ba, 4222 baba +=

2
23

=a ，
2
6

=b ， 

这时椭圆面积
3 3

2
S π= 。由于

3 3 2 2
2

π π< ，所以当
2

23
=a ，

2
6

=b 时，

椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

包含圆 ，且面积最小。 1)1( 22 =+− yx

12．设三角形 的三个顶点分别在三条光滑曲线 ，

及 上。证明：若三角形 的面积取极大值，则各

曲线分别在三个顶点处的法线必通过三角形 的垂心。 

ABC 0),( =yxf

0),( =yxg ),( yxh 0= ABC

ABC

证  不妨固定一边 于 轴上，BC x A点在曲线 ( , ) 0f x y = 上移动，设

是 所确定的隐函数，则 就是三角形的高，当三角

形 的面积取极大值时，

( )y y x= ( , ) 0f x y = ( )y x

ABC ( ) 0dy x
dx

= ，即曲线 ( , ) 0f x y = 在 A点的切线

与对边 平行，所以在BC A点的法线与 边垂直。由于这是图形的几

何性质，不依赖于坐标系，所以曲线

BC

0),(,0),( == yxgyxf 与 在

三个顶点处的切线分别平行于三角形的对边，从而在三个顶点处的法

0),( =yxh
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线分别垂直于三角形的对边。 

13．设 为 个已知正数。求 元函数 naaa ,,, 21 n n

∑
=

=
n

k
kkn xaxxxf

1
21 ),,,(  

 在约束条件 

1
1

2 ≤∑
=

n

k
kx  

下的最大值与最小值。 

解 由于 在),,,( 21 nxxxf 2 2 2
1 2 1 2{( , , , ) | 1}nx x x x x xn+ + + < 没有驻点，所以

只需要求 在约束条件),,,( 21 nxxxf 2 2 2
1 2 1nx x x+ + + = 下的最大值与最小

值。令 

1 2 1 2( , , , , ) ( , , , )n nL x x x f x x xλ λ= − 2 2 2
1 2( 1nx x x )+ + + − ， 

求偏导数，得到 

2 0, 1,
kx k k ,L a x k nλ= − = = ， 

所以 

0, 1, ,
2

k
k

ax k n
λ

= = = ， 

代入约束条件 ，可得2 2 2
1 2 1nx x x+ + + = 2

1

2
n

k
k

aλ
=

= ± ∑ ，于是 

),,,( 21 nxxxf

2

21

12

1

n

k n
k

kn
k

k
k

a
a

a

=

=

=

= = ±

±

∑
∑

∑
， 

从而 

∑
=

=
n

k
kaf

1

2
max ， ∑

=
−=

n

k
kaf

1

2
min 。 
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14 ． 求 二 次 型 在 维 单 位 球 面)(
1,

jiij

n

ji
jiij aaxxa =∑

=

n

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈ ∑
=

1),,,(
1

2
21

n

k
k

n
n xxxx R 上的最大值与最小值。 

解 令 

1 2
, 1

( , , , , )
n

n ij i j
i j

L x x x a x xλ λ
=

= −∑ )2 2 2
1 2( 1nx x x+ + + − ， 

求偏导数，得到  

1
2 2 2
1 2

1 0, 1, , ,
2

( 1) 0

k

n

x ik i k
i

n

L a x x k n

L x x xλ

λ
=

⎧ = − = =⎪
⎨
⎪ = − + + + − =⎩

∑
,

， 

由 

2

1 , 1 1

1 0
2 k

n n n

k x ik i k k
k i k k

x L a x x xλ
= = =

= −∑ ∑ ∑ = ， 

可知 

, 1

n

ij i j
i j

a x x λ
=

=∑ ， 

即目标函数的最大值和最小值包含在上面的方程组关于λ的解中。 

记 ，由于方程组 有非零解，所

以系数行列式

( )ija=A
1

0, ( 1, , )
n

ik i k
i

a x x k nλ
=

− = =∑

0λ− =A I ，即λ是矩阵 ( )ija=A 的特征值。由于 是

实对称阵，所以特征值都是实数，将它们按照大小排序为

( )ija=A

1 2 nλ λ≤ ≤ ≤ λ ，则得到 

nf λ=max ， 1min λ=f 。 

15．设生产某种产品必须投入两种要素， 和 分别为两要素的投入

量，Q为产出量。若生产函数为 ，其中

1x 2x

βα
212 xxQ = βα , 为正的常数，且
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1=+ βα 。假定两种要素的价格分别为 和 ，试问：当产出量为 12

时，两种要素各投入多少可以使得投入总费用最小。 

1p 2p

解  目标函数为 1 2 1 1 2 2( , )f x x p x p x= + ，约束条件为 1
1 2 6x xα α− = 。令 

1 2 1 1 2 2( , , )L x x p x p xλ = + 1
1 2(2 12)x xα αλ −− − ， 

求偏导数，得到 

1

2

1 1
1 1 2

2 1 2

2 0

2(1 ) 0,
x

x

L p x x

L p x x

α α

α α

αλ

α λ

− −

−

⎧ = − =⎪
⎨

= − − =⎪⎩

,
 

消去λ，得到 1
2

2
1

px x
p

β
α

= ，代入约束条件 1
1 2 6x xα α− = ，可解得 

βα

βα

βα 1
2

1
1

1
6

−

−

=
pp

x ， 1

1
21

2
6

−

−

= βα

βα

βα
pp

x 。 

由于 ，所以目标函数的唯一驻点必是最小值点，即

当

1 2
1 2( , )

lim ( , )
x x

f x x
→∞

= +∞

βα

βα

βα 1
2

1
1

1
6

−

−

=
pp

x ， 1

1
21

2
6

−

−

= βα

βα

βα
pp

x 时投入总费用最小。 
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第十三章  重积分 

 
习  题 13.1  有界区域上的重积分 

 

1. 设一平面薄板（不计其厚度），它在 xy平面上的表示是由光滑的简
单闭曲线围成的闭区域 D。如果该薄板分布有面密度为 µ( , )x y 的电
荷，且 µ( , )x y 在 D 上连续，试用二重积分表示该薄板上的全部电
荷。 

解 设电荷总量为 ，则 Q

∫∫=
D

dyxQ σµ ),( 。 

2. 设函数 在矩形 Df x y( , ) ]1,0[],0[ ×= π 上有界，而且除了曲线段

y x x= ≤sin , 0 ≤ π外， 在 D 上其它点连续。证明 在 D 上可
积。 

f x y( , ) f

证 设 D∈≤ ),(,),( yxMyxf ，将 D用平行于两坐标轴的直线分成 个小 n

区域 ，记),,2,1( niDi =∆ { }
1
max diam ii n

Dλ
≤ ≤

= ∆ ，不妨设 ),,2,1( kiDi =∆ 将曲

线段 sin , 0y x x π= ≤ ≤ 包含在内，于是 在有界闭区域 上连

续，因此 在 上可积，即

f x y( , ) ∪
n

ki
iD

1+=

∆

f x y( , ) ∪
n

ki
iD

1+=

∆ 0,0 1 >∃>∀ δε ，当 1δλ < 时， 

21

εσω <∆∑
+=

n

ki
ii 。 

而当
kM4
ελ < 时，  

2
22

11

ελσσω <<∆<∆ ∑∑
==

kMM
k

i
i

k

i
ii 。 

取 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

kM4
,min 1

εδδ ，当 δλ < 时，就有  

εεεσω =+<∆∑
= 221

n

i
ii ， 

所以 在 D上可积。 f

3. 按定义计算二重积分 ，其中 Dxydxdy
D
∫∫ ]1,0[]1,0[ ×= 。 

 解 将D分成 个小正方形 2n

),2,1,(1,1),( nji
n
jy

n
j

n
ix

n
iyxDij =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤
−

≤≤
−

=∆ ， 

 1



取 
n
j

n
i

ji == ηξ , ，则  

xydxdy
D
∫∫ ∑∑

=∞→=∞→
=∆=

n

jin

n

ji
ijjin

ij
n 1,

4
1,

1limlim σηξ  

                   
4
1)1(

4
11lim 22

4 =+⋅=
∞→

nn
nn

。 

4. 设一元函数 在 上可积，)(xf ],[ ba ],[],[ dcba ×=D 。定义二元函数 

)(),( xfyxF = ， D∈),( yx 。 

 证明 在 上可积。 ),( yxF D
证 将 、 分别作划分： ],[ ba ],[ dc
          bxxxxxa nn =<<<<<= −1210  

和   

dyyyyyc mm =<<<<<= −1210 ， 

则 分成了 个小矩形D nm ),,2,1,,,2,1( mjniDij ==∆ 。 

记 iω 是 在小区间 上的振幅，)(xf ],[ 1 ii xx − )(Fijω 是 在 上的振

幅，则 

F ijD∆

                  =)(Fijω iω ， 

于是  

, 1 , 1 1

( ) ( )
n n n

ij ij i i j i i
i j i j i

F x y d cω σ ω ω
= = =

∆ = ∆ ∆ = − ∆∑ ∑ ∑ x ， 

由 在 上可积，可知 )(xf ],[ ba ∑
=

∆
n

i
ii x

1
ω )0(0 →→ λ ，所以 

 
0 , 1

lim ( )
n

ij ij
i j

F
λ

ω σ
→

=

∆ =∑ 0 1

lim ( ) 0
n

i i
i

d c x
λ

ω
→

=

⎧ ⎫− ∆ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ， 

即 在 上可积。 ),( yxF D
5．设 是D 2R 上的零边界闭区域，二元函数 和 在 上可积。

证明 

),( yxf ),( yxg D

     )},(),,(max{),( yxgyxfyxH =

和 
    )},(),,(min{),( yxgyxfyxh =

也在 上可积。 D

 证 首先我们有 

( )),(),(),(),(
2
1),( yxgyxfyxgyxfyxH −++= ， 

( )),(),(),(),(
2
1),( yxgyxfyxgyxfyxh −−+= 。 
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设 ),(),(),( yxgyxfyx −=ϕ ，将 划分成 个小区域D n ),,2,1( niDi =∆ ， 

利用不等式 dbcadcbadcba −+−≤−−−≤−−− )()( ，可得   

),,2,1()()()( nigf iii =+≤ ωωϕω ， 

于是   

),,2,1()()()( nigfH iii =+≤ ωωω ， 

所以   

∑∑∑
===

∆+∆≤∆≤
n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii gfH

111
)()()(0 σωσωσω ， 

由 在 上可积，可知  gf , D

0)(lim
10

=∆∑
=→

n

i
ii H σω

λ
， 

即 在 上可积。 )},(),,(max{),( yxgyxfyxH = D

类似地可得  

),,2,1()()()( nigfh iii =+≤ ωωω ， 

从而得到 )},(),,(min{),( yxgyxfyxh = 在D上也可积。 
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习  题  13.2  重积分的性质与计算 
 

1．证明重积分的性质 8。 
证 不妨设 ，0)( ≥xg M、m分别是 在区域)(xf Ω上的上确界、下确界， 
由 、性质 1和性质 3，可得 )()()()( xMgxgxfxmg ≤≤

         ， ∫∫∫
ΩΩΩ

≤≤ dVxgMdVxgxfdVxgm )()()()(

当 ，积分中值定理显然成立。当 ，则  0)( =∫
Ω

dVxg 0)( ≠∫
Ω

dVxg

M
dVxg

dVxgxf
m ≤≤

∫

∫

Ω

Ω

)(

)()(
， 

所以存在 ],[ Mm∈µ ，使得 

µ=
∫

∫

Ω

Ω

dVxg

dVxgxf

)(

)()(
， 

即  
∫∫
ΩΩ

= dVxgdVxgxf )()()( µ 。 

如果 在有界闭区域 上连续，由介值定理，存在f Ω Ω∈ξ ，使得

µξ =)(f ，所以 
 。 ∫∫

ΩΩ

= dVxgfdVxgxf )()()()( ξ

2．根据二重积分的性质，比较下列积分的大小： 
(1) 与 ，其中 为∫∫ +

D

dxdyyx 2)( ∫∫ +
D

dxdyyx 3)( D x轴， y轴与直线

x y+ = 1所围的区域； 
(2) 与∫∫ +

D

dxdyyx )ln( [ ]∫∫ +
D

dxdyyx 2)ln( ，其中 为闭矩形[ , 。 D ] [ , ]3 5 0 1×

 解（1）因为在 上成立 D 10 <+< yx ，所以 ，于是  32 )()( yxyx +>+

∫∫ +
D

dxdyyx 2)( ∫∫ +>
D

dxdyyx 3)( 。 

（2）因为在 上成立 ，所以 ，于是  D 3x y+ ≥ 2)][ln()ln( yxyx +<+

∫∫ +
D

dxdyyx )ln( [ ]∫∫ +<
D

dxdyyx 2)ln( 。 

3．用重积分的性质估计下列重积分的值： 
(1) ∫∫ ，其中 为闭矩形[ ,+

D

dxdyyxxy )( D ] [ , ]0 1 0 1× ； 

(2) ∫∫ ++D yx
dxdy

22 coscos100
，其中 为区域D {( , )| | | | | }x y x y+ ≤ 10 ； 
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(3) dxdxdz
x y z1 2 2+ + +∫∫∫

Ω
2 ，其中 Ω为单位球{( , , )| }x y z x y z2 2 2 1+ + ≤ 。 

  解（1）因为在 上成立 D 2)(0 ≤+≤ yxxy ，所以  
2)(0 ≤+≤ ∫∫

D

dxdyyxxy 。 

（2）因为在 上成立 D
100

1
coscos100

1
102

1
22 ≤

++
≤

yx
，所以   

2
coscos10051

100
22 ≤

++
≤ ∫∫

D yx
dxdy

。 

（3）因为在 Ω上成立 1
1

1
2
1

222 ≤
+++

≤
zyx

，所以    

ππ
3
4

13
2

222 ≤
+++

≤ ∫∫∫
Ω zyx

dxdxdz
。 

4．计算下列重积分： 
(1) ∫∫ ，其中 为闭矩形[ ,++

D

dxdyyyxx )3( 323 D ] [ , ]0 1 0 1× ； 

(2) ∫∫ ，其中 为闭矩形[ , ]+

D

dxdyxy yx 22

e D [ , ]a b c d× ； 

(3) dxdydz
x y z( )+ +∫∫∫ 3

Ω

，其中 Ω为长方体[ , ] [ , ] [ , ]1 2 1 2 1 2× × 。 

  解（1）
 

∫∫ ++
D

dxdyyyxx )3( 323 ∫∫ ++=
1

0
3231

0
)3( dxyyxxdy

         
1)

4
1(

1

0
3 =++= ∫ dyyy 。 

   （2） ∫∫ +

D

dxdyxy yx 22

e == ∫∫
d

c
yb

a
x dyyedxxe

22 ( )( )2222

4
1 cdab eeee −− 。 

   （3） dxdydz
x y z( )+ +∫∫∫ 3

Ω  

∫∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
−

++
−=

++
=

2

1 22

2

1

2

1 3

2

1

2

1 )1(
1

)2(
1

2
1

)(
dy

yxyx
dx

zyx
dzdydx

 

125
128ln

2
1

2
1

3
2

4
1

2
1 2

1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
−

+
= ∫ dx

xxx
。 

 5．在下列积分中改变累次积分的次序： 
(1) ； dx f x y dy a b

a

b

a

x

∫ ∫ <( , ) ( )

(2) dx f x y dy a
a

ax x

ax

0

2

2

2

2 0∫ ∫ −
>( , ) ( )； 

(3) ； dx f x y dy
x

0

2

0

π

∫ ∫ ( , )
sin

(4) ； dy f x y dx dy f x y dx
y y

0

1

0

2

1

3

0

3

∫ ∫ ∫ ∫+
−

( , ) ( , )

(5) （改成先 方向，再 方向和 方向的次dx dy f x y z dz
x x y

0

1

0

1

0∫ ∫ ∫
− +

( , , ) y x z

 2



序积分）； 

(6) dx dy f x y z dz
x

x

x y− − −

−

+∫ ∫ ∫1

1

1

1 1

2

2

2 2 ( , , ) （改成先 方向，再 方向和 方

向的次序积分）。 

x y z

 解（1） 。 ∫∫∫∫ =
b

y

b

a

x

a

b

a
dxyxfdydyyxfdx ),(),(

（2）
2

2 2

0 2
( , )

a ax

ax x
dx f x y dy

−∫ ∫  
        

2 2

2
0

2

( , )
a a a y

y
a

dy f x y dx
− −

= ∫ ∫ ∫ ∫ −+
+

a a
yaa

dxyxfdy
0

2
22 ),( ∫ ∫+ a

a
a

a
y

dxyxfdy2 2

2

2 ),( 。 

（3） 。 dx f x y dy
x

0

2

0

π

∫ ∫ ( , )
sin

= ∫ ∫
−1

0
arcsin

arcsin
),(y

y
dxyxfdy π

∫ ∫−

+

−
−

0
1

arcsin2
arcsin

),(y
y

dxyxfdy π
π

（4） =+ ∫∫∫∫
−yy

dxyxfdydxyxfdy
3

0

3

1

2

0

1

0
),(),( ∫ ∫

−2
0

3

2
1 ),(x

x
dyyxfdx 。 

（5）  dx dy f x y z dz
x x y

0

1

0

1

0∫ ∫ ∫
− +

( , , )

  。 = ∫ ∫ ∫
−1

0
1
0

1
0

),,(x dyzyxfdxdz ∫ ∫ ∫
−− 1

0 0 0
),,(z xz dyzyxfdxdz

注：也可写成 。 ∫∫∫∫∫∫
−

−

−
+

x

xz

zx

z
dyzyxfdxdzdyzyxfdxdz

1

0

1

0

1

0

11

0
),,(),,(

（6）
=∫∫∫ +

−

−−−

11

1

1

1 22

2

2 ),,(
yx

x

x
dzzyxfdydx ∫ ∫ ∫−

−

−−

1
0

22

22
),,(z

z
yz

yz
dxzyxfdydz
。 

6． 计算下列重积分： 

(1) ∫∫ ，其中 为抛物线 和直线
D

dxdyxy 2 D y 2 2= px x
p

p= >
2

0( )所围

的区域； 
(2) )0(

2
>

−∫∫ a
xa

dxdy

D

，其中 为圆心在 ，半径为 并且和坐

标轴相切的圆周上较短的一段弧和坐标轴所围的区域； 

D ( , )a a a

(3) ∫∫ ，其中 为区域{(+

D

dxdyyxe D , )| | | | | }x y x y+ ≤ 1 ； 

(4) ∫∫ ， 其 中 D 为 直 线+
D

dxdyyx )( 22 y x y x a y a= = + =, , 和

所围的区域； )0(3 >= aay
(5) ∫∫ ， 其 中 为 摆 线 的 一 拱

D

ydxdy D

)cos1(),sin( tayttax −=−= )20( π≤≤ t 与 x轴所围的区域； 

(6) ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+

D

dxdyxy
yx )(

2
1 22

e1 ，其中 为直线D 1, −== yxy 和 所围的

区域； 

1=x

(7) ∫∫ ，其中 ； 
D

ydxdyx2 }0,21,2|),{( 22 xyxxyxyx ≤≤≤≤≥+=D
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(8) ，其中 Ω为曲面xy z dxdydz2 3

Ω
∫∫∫ z xy= ，平面 y x x= =, 1和

所围的区域； 

z = 0

(9) dxdydz
x y z(1 3+ + +∫∫∫

Ω )
，其中Ω为平面 x y z= = =0 0, , 0

2

)

和

所围成的四面体； 

1=++ zyx

(10) 
 

，其中 Ω 为抛物面 与平面

所围的区域； 

zdxdydz
Ω
∫∫∫ z x y= +2

z h h= >( 0
(11) 

 
， 其 中 Ω 为 球 体 和

 

∫∫∫
Ω

dxdydzz 2 2222 Rzyx ≤++

Rzzyx 2222 ≤++

)0( >R 的公共部分； 

（12） ，其中 Ω为椭球体∫∫∫
Ω

dxdydzx 2 12

2

2

2

2

2
≤++

c
z

b
y

a
x

。 

解（1） ∫∫
D

dxdyxy 2 =−== ∫∫∫ −−

p

p

p

p
y

p

p
dy

p
ypyxdxdyy )(

8
1

2

4
222

2

2
2

5

21
1 p 。 

  （2） ∫∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

−
=

−

−− axaxaa
dxx

xa
ady

xa
dx

xa
dxdy

0

2

00 222

2

D  

= 2
3

)
3
822( a− 。 

  （3） ∫∫ +

D

dxdyyxe =+= ∫∫∫∫
−

−

+

−−−

x

x
yxx

x
yx dyedxedyedxe

1

1

1

0

1

1

0

1 e
e 1
− 。 

  （4）
 

∫∫ +
D

dxdyyx )( 22 ∫∫ −
+=

y

ay

a

a
dxyxdy )( 223

       
43 322 14)

3
12( adyayaay

a

a
=+−= ∫ 。 

  （5） ∫∫
D

ydxdy =−== ∫∫∫
ππ 2

0
3

3)(

0

2

0
)cos1(

2
dttaydydx

xya 3

2
5 aπ

。 

  （6） ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+

D

dxdyxy
yx )(

2
1 22

e1 ∫∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

+

−

1 )(
2
1

1

1

22

1
y

yx
dxxeydy

 

       3
2(

2
1 1

1
21

1
2

1
2 2

2

−=−=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+−= ∫∫ −−

+

dyydyeeyyy y
y

。 

  （7） ∫∫
D

ydxdyx2

20
49)(

2

1
22

2

2

1
2

2 =−== ∫∫∫ −
dxxxxydydxx

x

xx
。 

  （8） xy z dxdydz2 3

Ω
∫∫∫ 364

1
4
1

0
61

0
5

0
3

0
21

0
=== ∫∫∫∫∫

xxyx
dyydxxdzzdyyxdx 。 
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  （9） dxdydz
x y z( )1 3+ + +∫∫∫

Ω
∫∫∫

−−−

+++
=

yxx

zyx
dzdydx

1

0 3

1

0

1

0 )1(  

       
∫∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
=

x
dy

yx
dx

1

0 2

1

0 4
1

)1(
1

2
1

 
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−
+

= ∫
1

0 4
1

2
1

1
1

2
1 dxx

x 16
52ln

2
1

− 。 

  （10） zdxdydz
Ω
∫∫∫ 3

0
2

0 3
1 hdzzdxdyzdz

hh

z

ππ === ∫∫∫∫
Ω

。 

  （11）  ∫∫∫ ∫ ∫∫Ω Ω
=

R

z
dxdydzzdxdydzz

0
22

       =−+−= ∫∫
R
R

R

dzzRzdzzRzz
2

2222
0

22 )()2( ππ 5

480
59 Rπ 。 

  （12）  ∫∫∫ ∫ ∫∫Ω − Ω
=

a
a x

dydzdxxdxdydzx 22

=−= ∫−
a

a
dx

a
xxbc )1( 2

2
2π bca3

15
4 π 。 

7．设平面薄片所占的区域是由直线 xyyx ==+ ,2 和 轴所围成，它的 x
面密度为 ，求这个薄片的质量。 ρ( , )x y x y= +2 2

解  设薄片的质量为m，则 

∫∫∫∫
−

+==
y

y
D

dxyxdydxdyyxm
2 221

0
)(),(ρ  

          
3
4)

3
844

3
8(

1

0
32 =−+−= ∫ dyyyy 。 

8. 求抛物线 与 所围图形的面积。 y px2 22= + p 0y qx q p q2 22= − + >( , )

解 联立两个抛物线方程，解得 pqypqx ±=
−

= ,
2

，于是两抛物线所围

的面积为 

pqqpdyy
pq

qpqpdxdyS
pa

q
yq

p
p

y

pq

pq
)(

3
2])[(

0
222

22

2

2 +=
+

−+== ∫∫∫
−

−−
。 

9. 求四张平面 x y x y= = = =0 0 1, , , 1
6

所围成的柱体被平面 和z = 0
2 3x y z+ + = 截的的立体的体积。 

解 设 ，利用对称性，有 10,10: ≤≤≤≤ yxD

∫∫∫∫ =
DD

ydxdyxdxdy ， 

于是 

2
756)326(

1

0

1

0
=−=−−= ∫∫∫∫ ydydxdxdyyxV

D

。 

10.  求柱面 与三张平面122 =+ zy 0,,0 === zxyx 所围的在第一卦限的

立体的体积。 
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解 设 是所围空间区域在D xy平面的投影，则 
D }10,0),{( ≤≤≤≤= yyxyx ， 

于是 

 
3
1111

1

0
2

0

1

0
22 =−=−=−= ∫∫∫∫∫ dyyydxdyydxdyyV

y

D

。 

11.  求旋转抛物面 ，三个坐标平面及平面z x y= +2 2 x y+ = 1所围有界区 
域的体积。 

解 设 是所围空间区域在D xy平面的投影，则 
D }0,0,1),{( ≥≥≤+= yxyxyx ， 

于是  

6
122)(

1

0

1

0
2222 ===+= ∫∫∫∫∫∫

−x

DD

dydxxdxdyxdxdyyxV 。 

12．设 在f x( ) R上连续， 为常数。证明 ba,

(1) ； dx f y dy f y b y dy
a

b

a

x

a

b

∫ ∫ ∫= −( ) ( )( )

(2) （ ）。 dy e f x dx a x e f x dx
a a xy a xa

0 0 0∫ ∫ ∫− = −( ) ( )( ) ( ) ( )− 0>a

证（1）交换积分次序，则得到 

∫∫∫∫∫ −==
b

a

b

y

b

a

x

a

b

a
dyybyfdxdyyfdyyfdx ))(()()( 。 

（2）交换积分次序，则得到 

∫∫∫∫ −− =
a

x

a xay xaa
dydxxfedxxfedy

0
)(

0
)(

0
)()( ∫ −−=

a xa dxxfexa
0

)( )()( 。 

13．设 在 上连续，证明 f x( ) ]1,0[

∫∫∫ −=
1

0

1

0
)()()(

2

dxxfeedxxfedy xxy

y

y 。 

证  交换积分次序，则得到 

∫∫∫∫∫ −==
1

0

1

0

1

0
)()()()(

2

2 dxxfeedyedxxfdxxfedy xxx

x
yy

y
y 。 

14. 设 ，证明 ]1,0[]1,0[ ×=D
[ ] 2)cos()sin(1 22 ≤+≤ ∫∫

D

dxdyyx 。 

证    ∫∫∫∫∫∫ +=+
1

0

1

0
21

0

1

0
222 )cos()sin()]cos()[sin( dxdyydydxxdxdyyx

D

  ∫∫∫ +=+=
1

0
221

0
21

0
2 )]cos()[sin()cos()sin( dxxxdyydxx

 ∫ +=
1

0
2 )

4
sin(2 dxx π

。 

当 时，成立  ]1,0[∈x

1)
4

sin(
2

1 2 ≤+≤
πx ， 

所以 
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 [ ] 2)cos()sin(1 22 ≤+≤ ∫∫
D

dxdyyx 。 

15．设 ]1,0[]1,0[ ×=D ，利用不等式 1cos
2

1
2

≤≤− tt
（ 2/|| π≤t ）证明 

1)cos(
50
49 2 ≤≤ ∫∫ dxdyxy

D

。 

证 由  

1)cos(
2
)(1 2

4
≤≤− xyxy
， 

易知 
1)cos( 2 ≤∫∫ dxdyxy

D

， 

另一方面，由于 

50
49

2
11]

2
)(1[

1

0
41

0
4

4
=−=− ∫∫∫∫ dyydxxdxdyxy

D

， 

所以 
 dxdyxy∫∫≤

D

2)cos(
50
49

。 

16．设 是由D xy平面上的分段光滑简单闭曲线所围成的区域，D在 轴

和

x
y轴上的投影长度分别为 l 和 ，x ly ( , )α β 是 内任意一点。证明 D

(1) D
D

mlldxdyyx yx≤−−∫∫ ))(( βα ； 

(2) 
4

))((
22

yx ll
dxdyyx ≤−−∫∫

D

βα 。 

证（1） ∫∫∫∫ −−≤−−
DD

dxdyyxdxdyyx βαβα ))((
 

           
。 =≤ ∫∫

D

dxdyll yx Dmll yx

（2）设D ],[],[ dcba ×=′⊆ D ，且 yx lcdlab =−=− , 。则  

( )( ) ( )( )x y dxdy x y dxdyα β α β− − ≤ − −∫∫ ∫∫
D D  

x y dxdyα β
′

≤ − −∫∫
D

∫∫ −−=
d

c

b

a
dyydxx βα ， 

由于 ],[ ba∈α ，于是 

])()[(
2
1)()( 22 ααααα

α

α
−+−=−+−−=− ∫∫∫ badxxdxxdxx

b

a

b

a
， 

222

2
1)(

2
1))(()]()[(

2
1

xlababab =−≤−−−−+−= αααα ， 

同理可得 
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                  2

2
1

y
d

c
ldyy ≤−∫ β ， 

所以 

  
4

))((
22

yx ll
dxdyyx ≤−−∫∫

D

βα 。 

17．利用重积分的性质和计算方法证明：设 在 上连续，则 )(xf ],[ ba

∫∫ −≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a
dxxfabdxxf 2

2

)]([)()( 。 

证 由于  

[ ] ∫∫∫
×

=
],[],[

2
)()()(

baba

b
a

dxdyyfxfdxxf ( )∫∫
×

+≤
],[],[

22 )()(
2
1

baba
dxdyyfxf ， 

由对称性， 
( ) ∫∫∫∫

××

=+
],[],[

2

],[],[

22 )(2)()(
babababa

dxdyxfdxdyyfxf  

     ， ∫∫∫ −==
b

a

b

a

b

a
dxxfabdydxxf )()(2)(2 22

所以 

 。 ∫∫ −≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a
dxxfabdxxf 2

2

)]([)()(

18．设 在[ 上连续，证明 f x( ) , ]a b
2

],[],[

)()( )(dde abyx
baba

yfxf −≥∫∫
×

− 。 

证明一  将区间 等分, 并取],[ ba n ],[ 1 iii xx −∈ξ ，则 

∫∫
×

− =
],[],[

)()(

baba

yfxf dxdye
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅
− ∑∑

=

−

=∞→

n

i

f
n

i

f

n
ii ee

n
ab

1

)(

1

)(
2

2)(lim ξξ ， 

再利用不等式：当 （0>ix ni ,,2,1= ）时成立 

          2

21
21 )111)(( n

xxx
xxx

n
n ≥++++++ ， 

（注：上述不等式可由算术平均不小于几何平均得到） 
就有   

∑∑
=

−

=

⋅
− n

i

f
n

i

f ii ee
n

ab

1

)(

1

)(
2

2)( ξξ 2)( ab −≥ ， 

所以 
  。 2

],[],[

)()( )(dde abyx
baba

yfxf −≥∫∫
×

−

证明二  设 ，由对称性，有 ],[],[ baba ×=D
      ， ∫∫∫∫ −− =

DD

dxdyedxdye xfyfyfxf )()()()(

 8



于是  

∫∫∫∫∫∫ ≥+= −−−

DDD

dxdydxdyeedxdye xfyfyfxfyfxf ][
2
1 )()()()()()( = 2)( ab − 。 

19．设 Ω },,2,1,10|),,,{( 21 nixxxx in =≤≤= ，计算下列 重积分：  n

(1) ∫ ； 
Ω

+++ nn dxdxdxxxx 21
22

2
2

1 )(

(2) ∫ 。 
Ω

+++ nn dxdxdxxxx 21
2

21 )(

解（1）
 

∫
Ω

+++ nn dxdxdxxxx 21
22

2
2

1 )(

∫
Ω

= ndxdxdxxn 21
2
1 3

1

0

1

0 2
1

0 1
2
1

ndxdxdxxn n == ∫∫∫ 。 

（2）
 

∫
Ω

+++ nn dxdxdxxxx 21
2

21 )(

∫ ∑
Ω =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= n

n

ji
ji dxdxdxxx 21

1,  

∑∫
= Ω

=
n

ji
nji dxdxdxxx

1,
21

 

∑ ∫∑∫
≤<≤ Ω= Ω

+=
nji

nji

n

i
ni dxdxdxxxdxdxdxx

1
21

1
21

2 2  

=−+=+= ∑
≤<≤

)1(
4
1

34
12

3 1
nnnn

nji 12
)13( +nn
。 
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习  题  13.3  重积分的变量代换 
 
1.  利用极坐标计算下列二重积分： 
（1） ，其中 是由圆周 所围区域； ∫∫ +−

D

dxdye yx )( 22

D x y R R2 2 2 0+ = >( )

（2） ∫∫
D

dxdyx ，其中D是由圆周 所围区域； xyx =+ 22

   （3） ，其中 是由圆周 所围区域； ∫∫ +
D

dxdyyx )( D x y x2 2+ = + y

（4）∫∫ ++
−−

D

dxdy
yx
yx

22

22

1
1

，其中 是由圆周 及坐标轴所围成

的在第一象限上的区域。 

D x y2 2 1+ =

 解（1） 。 ∫∫ +−

D

dxdye yx )( 22

)1(
22

0

2

0
RR r erdred −− −== ∫∫ πθ

π

（2） ∫∫
D

dxdyx
15
8cos

5
4cos 2

0
3cos

0
2

2

=== ∫∫∫−
π

θ
π

π θθθθ drdrrd 。 

（3） ∫∫ +
D

dxdyyx )( ∫∫
+

−
+=

θθπ
π θθθ

cossin

0
24

3

4

)cos(sin drrd  

     
3
1

=
2

sin
3
4)

4
(sin

3
4)cos(sin

0
44

3

4

44
3

4

4 πθπθθθθ
ππ

π
π
π ==+=+ ∫∫∫ −−

tdtdd 。 

注：本题也可通过作变换 

)
2

10,20(sin
2
1,cos

2
1

≤≤≤≤+=+= rryrx πθθθ  

来求解。 

（4） ∫∫ ++
−−

D

dxdy
yx
yx

22

22

1
1

∫∫∫ +
−

=
+
−

=
1

0

1

0 2

2
2

0 1
1

41
1 dt

t
trdr

r
rd πθ

π

 

     =
−

−
= ∫

1

0 21

1
4

dt
t

tπ
48

2 ππ
− 。 

2. 求下列图形的面积： 
（1）  （( ) (a x b y c a x b y c1 1 1

2
2 2 2

2 1+ + + + + =) δ = − ≠a b a b1 2 2 1 0）所围的
区域； 
（2）由抛物线 ，直线 y mx y nx m n2 2 0= = < <, ( )

y x y x= = < <α β α β, (0 )
)0

所围的区域； 
  （3）三叶玫瑰线 ( ) 所围的图形； ( ) (x y a x xy a2 2 2 3 23+ = − >

（4）曲线 x
h

y
k

x
a

y
b

h k a b+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = + > >

4 2

2

2

2 0( , ; , )0 所围图形在 x y> >0 0, 的

部分。 

 1



解（1）作变换 222111 , cybxavcybxau ++=++= ，则 1221),(
),( baba

yx
vu

−=
∂
∂

， 

于是面积 

12211221

1
),(
),(

baba
dudv

baba
dudv

vu
yxS

DD −
=

−
=

∂
∂

= ∫∫∫∫
′′

π
。 

（2）作变换
x
yv

x
yu == ,

2
，则

v
uy

v
ux == ,2 ， 4),(

),(
v
u

vu
yx

=
∂
∂

，于是面积 

==
∂
∂

= ∫∫∫∫
′

β

α 4),(
),(

v
dvudududv

vu
yxS

n

m
D

)11)((
6
1

33
22

βα
−− mn 。 

（3）令 θθ sin,cos ryrx == ，则曲线方程可化为极坐标形式 θ3cosar = ， 
 于是面积 

=== ∫∫∫−
6

0
223cos

0
6

6

3cos33
π

θ
π

π θθθ dardrdS
a 2

4
aπ
。 

（4）作变换 ，则
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

θ

θ
2

2

sin

cos

kry

hrx
θ

θ
2sin

),(
),( hkr

r
yx

=
∂
∂

，而曲线方程化为 

                  θθ 4
2

2
4

2

2
2 sincos

b
k

a
hr += ， 

 于是面积 

∫∫
+

=
θθπ

θθ
4

2

2
4

2

2

sincos

0
2

0
2sin b

k
a
h

rdrdhkS  

             ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∫ ∫2

0
2

0
5

2

2
5

2

2
cossincossin

π π

θθθθθθ d
b
kd

a
hhk  

             = 22

2222

6
)(

ba
hbkahk +
。 

3. 求极限 

lim ( , )
ρ

ρπ ρ→
+ ≤
∫∫0 2

1
2 2 2

f x y dxdy
x y

， 

其中 在原点附近连续。 f x y( , )
解 由积分中值定理， 

2),(),(
222

πρηξ
ρ

fdxdyyxf
yx

=∫∫
≤+

， 

其中 。 222 ρηξ ≤+

因为 连续，且当f 0→ρ 时， )0,0(),( →ηξ ，所以  

lim ( , )
ρ

ρπ ρ→
+ ≤
∫∫0 2

1
2 2 2

f x y dxdy
x y

)0,0(f= 。 

4. 选取适当的坐标变换计算下列二重积分： 
   （1） ( )∫∫ +

D

dxdyyx ，其中D是由坐标轴及抛物线 x y+ = 1所围

 2



的区域； 

   （2） ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

，其中 是由 i）椭圆D
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = 所围区域；

ii）圆 所围的区域； 222 Ryx =+

   （ 3） ，其中 是由直线∫∫
D

ydxdy D 0,2 =−= yx ， 以及曲线2=y

22 yyx −−= 所围的区域； 

   （4）∫∫ +
−

D

dxdye yx
yx

，其中 是由直线D x y x+ = =2 0, 及 y = 0所围的区域； 

 （5） ∫∫ −+
+

D

dxdy
yx

yx
2

2

)(1
)(

，其中闭区域 }1|||||),{( ≤+= yxyxD ； 

（6） ∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4
，其中闭区域 是由曲线D axay −−= 22

（ ）和直线0>a xy −= 所围成。 

 解（1）作变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

yv
xu
，则 ，

⎩
⎨
⎧

=
=

2

2

vy
ux uv

vu
yx 4
),(
),(
=

∂
∂

，于是  

( )∫∫ +
D

dxdyyx ∫∫∫∫
−

′

=+=
v

D

duuvdvuvdudvvu
1

0
21

0
84)(  

                    
15
2])1()1[(8

1

0
43 =−−−= ∫ dvvv 。 

 注：本题也可通过作变换 来求解。 θθ 44 sin,cos ryrx ==

（2）i）作广义极坐标变换 ，则 
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sin
cos

bry
arx

abr
r

yx
=

∂
∂

),(
),(

θ
，于是  

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

== ∫∫
1

0
32

0
drrdab

π
θ ab

2
π
； 

     ii）利用极坐标变换，得到 

      ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

22

422

0
32

0 2

2

2

2

4
)(sincos

ba
Rbadrrd

ba
R +

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫∫

πθθθπ
。 

（3） ∫∫
D

ydxdy
22 0 2

0 2
x y y x
y

ydxdy ydxdy
− ≤ ≤ − ≥−
≤ ≤

= −∫∫ ∫∫  

     ∫∫∫∫∫ −=−=
−

π
π

θπ
π θθθθ

2

4sin2

0
2

2

2

0

0

2
sin

3
84sin ddrrdydydx  

     
2

4sin
3
84 2

0
4 πθθ

π

−=−= ∫ d 。 

（4）作变换
yx
yxvyxu

+
−

=+= , ，则 )1(
2
1),1(

2
1 vuyvux −=+= ，直接计算得  

2),(
),( u

vu
yx

−=
∂
∂

。 

 3



由 ，可得2,0,0 ≤+≥≥ yxyx 11,20 ≤≤−≤≤ vu ，于是  

∫∫ +
−

D

dxdye yx
yx

e
edveudu v 1

2
1 1

1

2

0
−== ∫∫ −
。 

（5）作变换 yxvyxu −=+= , ，则 
2
1

),(
),(,2

),(
),(

−=
∂
∂

−=
∂
∂

vu
yx

yx
vu

，于是 

∫∫ −+
+

D

dxdy
yx

yx
2

2

)(1
)(

612
1 1

1 2

1

1
2 π

=
+

= ∫∫ −− v
dvduu 。 

（6）利用极坐标，得到  

∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4 ∫∫
−

− −
=

θ
π θ

sin2

0 22

20

4 4

a
dr

ra

rd ， 

由  

∫∫ ∫ −+−−=−−=
−

drrararrarddr
ra

r 222222
22

2
444

4
 

以及 

∫ ∫ ∫ −−=
−

−−
=

−
drra

r
radr

ra

raadr
ra

r 222
22

222

22

2
4

2
arcsin4

4

)4(4

4
， 

可得  

Crar
a
radr

ra

r
+−−=

−
∫ 222

22

2
4

22
arcsin2

4
， 

所以 

∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4
2

20

4

2

16
8)cos(sin2 ada −

=−= ∫−
πθθθθπ 。 

5. 选取适当的坐标变换计算下列三重积分： 
   （1） ，其中 Ω为球{( ； ( )x y z dxdydz2 2 2+ +∫∫∫

Ω

, , )| }x y z x y z2 2 2 1+ + ≤

   （2） 1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

，其中 Ω为椭球 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤++ 1),,( 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xzyx ； 

   （3） z x y dxdydz2 2+∫∫∫
Ω

，其中 Ω为柱面 y x x= −2 2 及平面

和z z a a= = >0 0) 所围的区域； , ( y = 0

   （4）
( )z x y z

x y z
dxdydz

ln 1
1

2 2 2

2 2 2

+ + +
+ + +∫∫∫

Ω

，其中 Ω为半球 

}0,1|),,{( 222 ≥≤++ zzyxzyx ； 
   （5） ，其中 Ω 为抛物面 与球面( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω

x y a2 2 2+ = z

 4



x y z a2 2 2 23+ + = ( )a > 0 所围的区域。 

（6） ，其中 Ω 为平面曲线 绕 轴旋转一

周形成的曲面与平面

( )∫∫∫
Ω

+ dxdydzyx 22

⎩
⎨
⎧

=
=
0

,22

x
zy

z

8=z 所围的区域； 
（7） ∫∫∫

Ω ++
dxdydz

zyx 222

1
，其中闭区域 

Ω= ， ； ),,{( zyx | 1)1( 222 ≤−++ zyx }0,0 ≥≥ yz
（8）∫∫∫ ，其中闭区域 Ω =  

Ω

−++−−+ dxdydzxzyzyxzyx ))()(( ),,{( zyx |

}10,10,10 ≤−+≤≤+−≤≤−+≤ xzyzyxzyx 。 
解（1）应用球坐标，则 

( )x y z dxdydz2 2 2+ +∫∫∫
Ω 5

4sin
1

0
4

0

2

0

πϕϕθ
ππ

== ∫∫∫ drrdd 。 

（2）应用广义球坐标，则 

1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

∫∫∫ −=
1

0
22

0

2

0
1sin drrrddabc

ππ
ϕϕθ  

    ∫ −=
1

0
2214 drrrabcπ ， 

 令 ，则 tr sin=

          1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

∫= 2
0

22 sincos4
π

π tdttabc  

          =−== ∫∫ 2
0

2
0

2 )4cos1(
2
12sin

ππ

ππ dttabctdtabc abc2

4
1π 。 

（3）应用柱坐标，则 

z x y dxdydz2 2+∫∫∫
Ω

∫∫∫∫ == 2
0

32
0

cos2

0
22

0
cos

3
4 πθπ

θθθ dazdzdrrd
a  

    = 2

9
8 a 。 

（4）应用柱坐标，则 
( )z x y z

x y z
dxdydz

ln 1
1

2 2 2

2 2 2

+ + +
+ + +∫∫∫

Ω

 

∫∫∫∫ +−=
++
++

=
− 1

0
2221

0 22

221

0

2

0
)]1(ln2[ln

21
)1ln(2

drrrdz
zr

zrzrdrd
r πθ

π  

=−= ∫
2

1
22 ln

4
2ln

4
tdtππ π)2ln

4
1

2
12(ln 2−− 。 

（5）由于 Ω关于 平面和yz zx平面都对称，则 
        ， 0=== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫

ΩΩΩ

zxdxdydzyzdxdydzxydxdydz

于是 

 5



( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω
∫∫∫
Ω

++= dxdydzzyx )( 222 ， 

应用柱坐标，就有 

( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω
∫∫∫

−
+=

22

2

3

2

222

0

2

0
)(

ra

a
r

a
dzzrrdrd

π
θ  

  ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−+−−=

a
rdr

a
rra

a
rrar

2

0 3

6
2
3

22
4

222

24
)3(

3
1

2
32π  

  ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−−−−=

a
rdr

a
r

a
rraraa

2

0 3

64
2
3

22222

242
)3(

3
2332π  

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−= 3

86
55

96
16

6
8)139(

15
4)133(2

a
a

a
aaaπ  

  = 5

30
973108 aπ−

。 

（6）可得 Ω由曲面 与平面zyx 222 =+ 8=z 所围，应用柱坐标，则 

      ( )∫∫∫
Ω

+ dxdydzyx 22 = ∫∫∫∫ −=
4

0

2
38

2

4

0
32

0
)

2
8(22 drrrdzdrrd r πθ

π
= π

3
1024

。 

（7）应用球坐标，则 

∫∫∫
Ω ++

dxdydz
zyx 222

1
∫∫∫=

ϕππ
ϕϕθ

cos2

000
sin rdrdd  

   == ∫
π

ϕϕϕπ
0

2cossin2 d π
3
4
。 

（8）作变换 xzywzyxvzyxu −+=+−=−+= ,, ，则 4
),,(
),,(

−=
∂
∂

zyx
wvu

， 

 于是
4
1

),,(
),,(

−=
∂
∂

wvu
zyx

，所以 

∫∫∫
Ω

−++−−+ dxdydzxzyzyxzyx ))()((  

32
1

4
1

),,(
),,( 1

0

1

0

1

0
==

∂
∂

= ∫∫∫∫∫∫
Ω′

wdwvdvudududvdw
wvu
zyxuvw 。 

6．求球面 和圆柱面 所围立体的体

积。 
x y z R2 2 2+ + = 2 )x y Rx R2 2 0+ = >(

解  ∫∫∫∫ −=−−=
≤+

θπ

θ
cos

0
222

0
222 42

22

R

Rxyx

rdrrRddxdyyxRV  

     =−= ∫ 2
0

33 )sin1(
3
4 π

θθ dR 3

9
86 R−π
。 

7．求抛物面 与锥面z x= − −6 2 y 2 z x y= +2 2 所围立体的体积。 
解 联立两个曲面方程，解得交线所在的平面为 2=z ，所围空间区域 
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在 xy平面的投影区域为 
4: 22 ≤+ yxD ， 

于是  
=−−=+−−−= ∫∫∫∫

2

0
22

0
2222 )6()6( rdrrrddxdyyxyxV

D

π
θ π

3
32
。 

8．求下列曲面所围空间区域的体积： 

（1） x
a

y
b

z
c

ax a b c
2

2

2

2

2

2

2

0+ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = >( , , )； 

（2） )0,,(1
22

>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + cba

c
z

b
y

a
x

与三张平面 0,0,0 === zyx 所

围的在第一卦限的立体。 

解（1）作变量代换 ，则
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

crz
bry
arx

ϕ
θϕ

sin
),,(
),,( 2abcr

r
zyx

=
∂
∂

。 

由于 ，所以 0≥x 3
1

2 )cossin(0,0,
22

θϕπϕπθπ ar ≤≤≤≤≤≤− 。于是 

∫∫∫−=
3
1

2 )cossin(

0
2

0
2

2

sin
θϕππ

π ϕϕθ
a

drrddabcV  

      ∫∫−=
ππ

π ϕϕθθ
0

22

2

3 sincos
3
1 ddbca = bca3

3
π

。 

（2）作变量代换 ，则

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

=

ϕ
θϕ

θϕ

cos
sinsin

cossin
2

2

crz
bry

arx

θϕ
θϕ

2sinsin
),,(
),,( 2abcr

r
zyx

=
∂
∂

，于是 

3
sin2sin

1

0
22

0
2

0

abcdrrddabcV == ∫∫∫
ππ

ϕϕθθ 。 

9．设一物体在空间的表示为由曲面 与平面 所围成

的一立体。其密度为 ，求此物体的质量。 
)(254 222 yxz += 5=z

22),,( yxzyx +=ρ
解 设物体的质量为M，则 

∫∫∫∫∫∫∫ −===
Ω

2

0
35

2
5

2

0
32

0
)

2
55(2),,( drrrdzdrrddxdydzzyxM

r
πθρ

π
π8= 。 

10. 在一个形状为旋转抛物面 的容器内，已经盛有z x y= +2 2 8π立方厘
米的水，现又倒入120π立方厘米的水，问水面比原来升高多少厘
米。 

解 设容器盛有8π立方厘米水时水面的高为 ，则 h

πθ
π

8)(
0

22

0
=−∫∫

h
drrhrd ，  
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即 4
4
1

2
1 22 =− hh ，从而解得 

  （cm）。 4=h
又设容器盛有 π128 立方厘米水时水面的高为H，则  

πθ
π

128)(
0

22

0
=−∫∫

H
drrHrd ， 

即 64
4
1

2
1 22 =− HH ，从而解得 

  16=H （cm）， 
所以水面比原来升高12（cm）。  

11．求质量为M的均匀薄片  对 轴上 点处的

单位质量的质点的引力。 
⎩
⎨
⎧

=
≤+

0

222

z
ayx

z ( , , ) ( )0 0 0c c >

解 设薄片对单位质点的引力为 ( , , )x y zF F F=F ，由对称性， 。 0== yx FF

    在均匀薄片上点 的附近取一小块，其面积设为)0,,( yx dxdyd =σ ，根 
据万有引力定律，这小块微元对质点的引力为 

 

3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

, ,
( ) ( ) ( )

G x G y G cd dxdy dxdy dxdy
x y c x y c x y c

ρ ρ ρ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠

F 3
2

， 

于是  

=zdF dxdy

cyx

cG

2
3

222 )( ++

−
ρ

， 

       ∫∫∫∫
+

−=

++

−=
a

D
z

cr

rdrdcGdxdy

cyx

cGF
0

2
3

22

2

0
2
3

222 )()(

π
θρρ  

         −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−−=

22

112
cac

cGρπ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

222 12

ca

c
a
MG

， 

其中 G是万有引力常数，M是均匀薄片的质量， ρ是均匀薄片的密 
度。 

12．已知球体 ，在其上任一点的密度在数量上等于该

点到原点距离的平方，求球体的质量与重心。 
x y z R2 2 2 2+ + ≤ z

解 设球体的质量为M，则 

==++= ∫∫∫∫∫∫
Ω

ϕππ
ϕϕθ

cos2

0
42

0

2

0
222 sin)(

R
drrdddxdydzzyxM 5

15
32 Rπ 。 

设重心的坐标为 ( , , )x y z ，由对称性， 0== yx 。由 

   =++∫∫∫
Ω

dxdydzzyxz )( 222 6cos2

0
52

0

2

0 3
8cossin Rdrrdd

R
πϕϕϕθ

ϕ
π

π
=∫∫∫ ， 
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得到 

=

++

=
∫∫∫
Ω

M

dxdydzzyxz
z

)( 222

R
4
5
， 

所以重心坐标为 )
4
5,0,0( R 。 

13．证明不等式 

4sinsin16
)417(2

1
22

22

ππ ≤
++

≤− ∫∫
≤+ yx yx

dxdy
。 

证 首先有 

44
1

sinsin16 11
22 2222

π
=≤

++
∫∫∫∫

≤+≤+ yxyx

dxdy
yx

dxdy
。 

另一方面，由 ，得到 22sin uu ≤

2 2 2 2
2 2 2

1 116 sin sin 16x y x y

dxdy dxdy
2x y x+ ≤ + ≤

≥
+ + + +

∫∫ ∫∫ y  
2 1

20 0 16
rdrd

r

π
θ=

+
∫ ∫ )417(2 −= π 。 

所以  

4sinsin16
)417(2

1
22

22

ππ ≤
++

≤− ∫∫
≤+ yx yx

dxdy
。 

14．设一元函数 在 上连续，证明 )(uf ]1,1[−

∫∫∫ −
≤+

=+
1

1
1||||

)()( duufdxdyyxf
yx

。 

证  作变换 yxvyxu −=+= , ，则 11,11 ≤≤−≤≤− vu ，变换的 Jacobi行
列式为 

       
2
1

),(
),(,2

),(
),(

−=
∂
∂

−=
∂
∂

vu
yx

yx
vu

。 

于是 

 
| | | | 1

( , )( ) ( )
( , )x y D

x yf x y dxdy f u dudv
u v′+ ≤

∂
+ =

∂∫∫ ∫∫
 

       

1 1

1 1

1 ( )
2

f u du dv
− −

= ∫ ∫ ∫−=
1

1
)( duuf 。 

15．设一元函数 在 上连续。证明 )(uf ]1,1[−

∫∫∫∫ −
Ω

−=
1

1

2 )1)(()( duuufdxdydzzf π ， 

 其中 为单位球 。 Ω 1222 ≤++ zyx

证          
1

1
( ) ( )

z

f z dxdydz f z dz dxdy
−

Ω Ω

=∫∫∫ ∫ ∫∫ ， 

其中 zΩ = 2 2 1 2x y+ ≤ − z ，于是 
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1

1
( ) ( )

z

f z dxdydz f z dz dxdy
−

Ω Ω

=∫∫∫ ∫ ∫∫
   

1 2

1
( )(1 )f z z dz ∫− −=

1

1
2 )1)(( duuufππ

−
= −∫ 。 

16．计算下列 重积分：  n

   （1） x x x dx dx dxn n1 2 1 2+ + +∫
Ω

，其中 

Ω },,2,1,0,1|),,,{( 2121 nixxxxxxx inn =≥≤+++= ； 
（2） ，其中 ( )x x x dx dx dxn n1

2
2

2 2
1 2+ + +∫

Ω

Ω为 维球体 。 n }1|),,,{( 22
2

2
121 ≤+++ nn xxxxxx

解（1）作变量代换 , 则

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

+++=
++++=

nn

n

n

xy

xxxy
xxxxy

322

3211

1
),,(
),,(

2,1

2,1 =
∂

∂

n

n

xxx
yyy

，从而 

1
),,,(
),,,(

21

21 =
∂
∂

n

n

yyy
xxx

，于是 

∫Ω +++ nn dxdxdxxxx 2121 ∫Ω′= ndydydyy 211  

∫ ∫ ∫ ∫ −=
1
0 0 0 03211

1 2 1y y y
n

n dydydydyy  

∫ ∫ ∫ ∫
− −

−
=

1

0 0 0 03211
1 2 1

)!(
1 y y y

i
in

i
i dyydydydyy

in
 

=
−

= ∫ −+1

0 1
1

2
1

1)!1(
1 dyy

n
n

)12()!1(
2

+− nn
。 

（2）作球面坐标变换 , 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

=
=
=

−−

−−−

1221

12211

3213

212

11

sinsinsinsin
cossinsinsin

cossinsin
cossin

cos

nnn

nnn

rx
rx

rx
rx
rx

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕ

ϕ

它把 Ω变为 

{ }1 2 1 1' ( , , , , ) | 0 1,0 ( 1,2, , 2),0 2n n i nr r i nϕ ϕ ϕ ϕ π ϕ π− − −Ω = ≤ ≤ ≤ ≤ = − ≤ ≤ 。 

它的 Jacobi行列式为   

 10



    1 2 31 2
1 2

1 1

( , , , ) sin sin sin
( , , , )

n n nn
n

n

x x xJ r
r 2ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

− − −
−

−

∂
= =
∂

， 

于是 

( )x x x dx dx dxn n1
2

2
2 2

1 2+ + +∫
Ω

 

    。 ∫∫∫∫∫ −−−−−
−+=

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕ

2

0 10 220 33
2

0 11
21

0
1 sinsinsin nnnnn

nn dddddrr

由于当 为正整数时，k ∫∫ −− = 2
0

1
0

1 sin2sin
π

π
ϕϕϕϕ dd kk ，利用Wallis公式， 

       2
0

(2 1)!! , 2
(2 )!! 2

sin
(2 )!! , 2

(2 1)!!

n

m n m
m

d
m n m

m

π

π

ϕ ϕ

−⎧ =⎪⎪= ⎨
⎪ 1= +
⎪ +⎩

∫ ， 

于是得到  

( )x x x dx dx dxn n1
2

2
2 2

1 2+ + +∫
Ω

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+−

=
+−

+

12
)32(!)!12(

2

2
)1()!1(

1
mn

mm

mn
mm

mm

m

π

π

。 
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习  题  13.4  反常重积分 
 
1． 讨论下列反常积分的敛散性： 

（1） ∫∫ ++2 )||1)(||1(R
qp yx

dxdy
； 

（2）
( )∫∫

++D

dxdy
yx

yx
p221

),(ϕ
， }10|),{( ≤≤= yyxD ，而且0 < ≤ ≤m x yϕ( , ) M  

（ 为常数）； Mm,

   （3） ϕ( , )
( )

x y
x y

dxdyp
x y 1 2 2

12 2 − −
+ ≤
∫∫ ，其中ϕ( , )x y 满足与上题同样的条件； 

   （4） dxdy

x y
p

a a −×
∫∫

[ , ] [ , ]0 0

； 

（5） dxdydz
x y z p

x y z ( )2 2 2
12 2 2 + +

+ + ≤
∫∫∫ 。 

 解（1）由于 

 ∫∫∫∫ −−
≤≤ ++

=
++

B

B q

A

A p
ByAx

qp y
dy

x
dx

yx
dxdy

11)||1)(||1(,

， 

当 都趋于正无穷大时，等式右端的积分当仅当 且 时收敛，

所以原积分当 且 时收敛，而在其他情况下发散。 
BA, 1>p 1>q

1>p 1>q
（2）由于  

≤
++ pyx

m
)1( 22 ≤

++ pyx
yx

)1(
),(

22

ϕ
pyx

M
)1( 22 ++
， 

而积分
( )∫∫

++D

dxdy
yx

p221

1
当

2
1

>p 时收敛，当
2
1

≤p 时发散，所以原积

分当
2
1

>p 时收敛，当
2
1

≤p 时发散。 

（3）由于 

 ≤
−− pyx

m
)1( 22 ≤

−− pyx
yx

)1(
),(

22

ϕ
pyx

M
)1( 22 −−
， 

而 

∫∫∫∫∫ −
−

−=
−

=
−−≤+≤

1

2

21

2

2

0
1

22 )1(
)1(

)1()1(
1

222
ρρ

π

ρ

πθ pp
yx

p r
rd

r
rdrddxdy

yx
， 

当 0→ρ 时，等式右端的积分当 1<p 时收敛，当 时发散，所以原

积分当 时收敛，当 时发散。 
1≥p

1<p 1≥p
（4）[ ，其中 0, ] [0, ]a a× = 1D D∪ 2

{ }axyyxD ≤≤≤= 0),(1 ， { }ayxyxD ≤≤≤= 0),(2 。 
则 
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dxdy

x y
p

a a −×
∫∫

[ , ] [ , ]0 0
∫∫ −

=
1

)(D
pyx

dxdy
∫∫ −

+
2

)(D
pxy

dxdy  

       ∫∫∫∫ −
+

−
=

a

x p

aa

y p

a

xy
dxdx

yx
dxdy

)()( 00
， 

可知当 时积分收敛，当 时积分发散。 1<p 1≥p
（5）利用球面坐标，得到 

∫∫∫∫ −
≤++≤

=
++

1

22
1

222 4
)(2222

ρ
ρ

π p
zyx

p r
dr

zyx
dxdydz

， 

当 0→ρ 时，右边的积分当且仅当 122 <−p 即
2
3

<p 时收敛，所以原积

分当
2
3

<p 时收敛，当
2
3

≥p 时发散。 

2．计算下列反常积分： 
   （1） ∫∫

D
qp yx

dxdy
，其中 ，且}1,1|),{( ≥≥= xxyyxD p q> > 1； 

   （2） e dx
x
a

y
b

x
a

y
b

− +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+ ≥

∫∫
2

2

2

2

2

2

2

2 1

dy； 

   （3） 。 ∫∫∫ ++−

3

222 )(

R

dxdydze zyx

 解 （1）  ∫∫
D

qp yx
dxdy

11

1 1
p q

x

dx dy
x y

+∞ +∞
= ∫ ∫ 。 

11

1 1 1
1 (p q dx

q x p q q
+∞

− += =
− −∫ )( 1)−

。 

（2）作广义极坐标变换 θθ sin,cos bryarx == ，则 

        e dxdy
x
a

y
b

x
a

y
b

− +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+ ≥

∫∫
2

2

2

2

2

2

2

2 1

== ∫∫∫∫
+∞ −

≥

−
1

2

0
1

22

rdredabrdrde r

r

r π
θθ= ab

e
abπ
。 

（3）  ∫∫∫ ++−

3

222 )(

R

dxdydze zyx ∫∫∫
+∞

∞−
−+∞

∞−
−+∞

∞−
−= dzedyedxe zyx 222

     =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫

∞+

∞−
−

3
2

dxe x 2
3

π 。 

3．设D是由第一象限内的抛物线 ，圆周 以及y x= 2 x y2 2 1+ = x轴所围

的平面区域，证明 ∫∫ +D
22 yx

dxdy
收敛。 

证 取 充分小，设0r > }{ rxxyyxDr ≤≤≤≤= 0,0),( 2 ， 是抛物线 与

圆周 交点的横坐标，则 
0x y x= 2

x y2 2 1+ =

         ∫∫∫∫∫∫
−

+
+

+
=

+

2

0

2
0 1

0 22

1

0 22
\

22

x

x

xx

r
D yx

dydx
yx

dydx
yx

dxdy

rD
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∫∫∫
−

+
+=

2

0

0 1

0 22

1arctan x

x

x

r yx
dydxdx

x
x

， 

由于 ∫→

0 arctanlim
0

x

rr
dx

x
x
存在，所以 ∫∫ +→

rD
r yx

dxdy

\
220

lim
D

存在，即反常积分 

∫∫ +D
22 yx

dxdy
收敛。 

4．判别反常积分 

∫∫ ++
=

2 )1)(1( 22
R yx

dxdyI  

是否收敛。如果收敛，求其值。 

解 因为 ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞− ++ 22 11 y
dy

x
dx

收敛，所以 ∫∫ ++
=

2 )1)(1( 22
R yx

dxdyI 收敛，并且 

        ∫∫ ++
=

2 )1)(1( 22
R yx

dxdyI ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞− ++ 22 11 y
dy

x
dx 2π= 。 

5．设 ∫∫
≤≤
≤≤

−

=

ty
tx

y
tx

dxdyetF

0
0

2

)( ，求 )(tF ′ 。 

解 当 时，令 ，则 0>t
⎩
⎨
⎧

=
=

tvy
tux 2

),(
),( t

vu
yx

=
∂
∂

，于是  

∫∫
≤≤
≤≤

−
⋅=

10
10

2 2)(

v
u

v
u

dudvettF ， 

所以 

 )(tF ′ = ∫∫
≤≤
≤≤

−
⋅

10
10

22

v
u

v
u

dudvet
t

tF )(2
= 。 

当 时， ，易得  0=t 0)0( =F

0

( ) (0)(0) lim 0
t

F t FF
t→ +

−′ = = 。 

6．设函数 在 上连续，证明 )(xf ],0[ a

∫∫∫ =
−−≤≤≤

a

axy

dxxfdxdy
yxxa

yf
0

0

)(
))((

)( π 。 

证 由于 

∫∫∫∫ −−
=

−−≤≤≤

a

y

a

axy

dx
yxxa

dyyfdxdy
yxxa

yf
))((

1)(
))((

)(
0

0

， 

在积分 ∫ −−

a

y
dx

yxxa ))((
1

中，令 ，则tatyx 22 sincos += tdtyadx 2sin)( −= ，

且当 ayx →: 时，
2

0: π
→t ，于是 

 3



    ∫ −−

a

y
dx

yxxa ))((
1 π

π

== ∫ 2
0

2dt ， 

所以 

 ∫∫∫ =
−−≤≤≤

a

axy

dxxfdxdy
yxxa

yf
0

0

)(
))((

)( π 。 

7．计算积分 。 ∫ +++−

n

n
n

xxx dxdxdx
R

21
)( 22

2
2

1e

解     ∫ +++−

n

n
n

xxx dxdxdx
R

21
)( 22

2
2

1e

    2
21

22
2

2
1

n

n
xxx dxedxedxe n π== ∫∫∫

∞+

∞−

−∞+

∞−

−∞+

∞−

− 。 
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习  题  13.5  微分形式 

 
1. 计算下列外积： 
（1） ； )6()7( 2 dzxdyydxdyzxdx +−∧+

（2） )sin(sin)cos(cos xdyydxxdyydx −∧+ ； 
（3） )()276( dzdydxdzdxdydx ++∧∧+∧ 。 
解（1）  )6()7( 2 dzxdyydxdyzxdx +−∧+

= dydxyzx ∧+− )7( 22 dxxdzdzdyz ∧−∧+ 642 2 。 
（2） )sin(sin)cos(cos xdyydxxdyydx −∧+  

= dydxyx ∧+− )sin( 。 
（3） )()276( dzdydxdzdxdydx ++∧∧+∧  

  = dzdydx ∧∧− 21 。 
2. 设 

。43243213312211

4323312110

dddddddddd
,dddddd

xxxbxxxbxxbxxb
xxxaxxaxaa

∧∧+∧∧+∧+∧=
∧∧+∧++=

η
ω  

求ω η+ 和ω η∧ 。 

解 3122211110 )( dxdxbadxdxbdxaa ∧++∧++=+ηω  

3213 dxdxdxb ∧∧+ 43243 )( dxdxdxba ∧∧++ ； 

   2110 dxdxba ∧=∧ηω 321303120 dxdxdxbadxdxba ∧∧+∧+  

     43240 dxdxdxba ∧∧+ 432141 dxdxdxdxba ∧∧∧+ 。 
3. 求 

23
2

1312
2

2
2

3

13
2

231
2

2323211

ddddd)(

dddd)1(dddd

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

∧−∧∧++

∧+∧++∧+∧=ω  

的标准形式。 
解  

=ω 31211 dxdxdxdxx ∧+∧ 323
2
1 )( dxdxxx ∧++ 321

2
3

2
2 )( dxdxdxxx ∧∧+− 。 

4. 证明外积满足分配律和结合律。 
证 由外积的线性性质，只需对 σηω ,, 分别是 −p 形式、 形式和−q −r 形
式的情形证明即可。 
设 K

K
KJ

J
JI

I
I dxxhdxxgdxxf )(,)(,)( ∑∑∑ === σηω ，则 

=∧+ σηω )( K
K

KJ
J

JI
I

I dxxhdxxgdxxf )()()( ∑∑∑ ∧⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  

       ∑∑ ∧+∧=
KJ

KJKJ
KI

KIKI dxdxxhxgdxdxxhxf
,,

)()()()(  

       = σησω ∧+∧ 。 
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=+∧ )( ηωσ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧ ∑∑∑ J

J
JI

I
IK

K
K dxxgdxxfdxxh )()()(  

       ∑∑ ∧+∧=
JK

JKJK
IK

IKIK dxdxxgxhdxdxxfxh
,,

)()()()(  

       = ησωσ ∧+∧ 。 

∑∑ ∧⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∧=∧∧

K
KK

JI
JIJI dxxhdxdxxgxf )()()()(

,
σηω  

        K
KJI

JIKJI dxdxdxxhxgxf ∧∧= ∑
,,

)()()(

        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∧∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑ K

KJ
JKJ

I
II dxdxxhxgdxxf

,
)()()(

       )( σηω ∧∧= 。 
5. 写出微分形式 在下列变换下的表达式： zyx ddd ∧∧

（1）柱面坐标变换 
x r y r z z= = =cos , sin ,θ θ ； 

（2）球面坐标变换 
x r y r z r= = =sin cos , sin sin , cosϕ θ ϕ θ ϕ  。 

解 （1）由  
dzdzdrdrdydrdrdx =+=−= ,cossin,sincos θθθθθθ ， 

得到  
=∧∧ dzdydx dzdrdr ∧∧ θ 。 

（2）由  
θθϕϕθϕθϕ drdrdrdx sinsincoscoscossin −+= ， 

      θθϕϕθϕθϕ drdrdrdy cossinsincossinsin ++= ， 
      ϕϕϕ drdrdz sincos −= ， 

得到 
 。 =∧∧ dzdydx θϕϕ dddrr ∧∧sin2

6.  设 （ ）为∑
=

=
n

i
i

j
ij xa

1
dω nj ,,2,1= nR 上的 1-形式，证明 

n
j

in xxxa ddd)det( 2121 ∧∧∧=∧∧∧ ωωω 。 
证 由于  

),,2,1,( njixxxx ijji =∧−=∧ ， ),,2,1(0 nixx ii ==∧ ， 
所以  

∑
=

∧∧∧=∧∧∧
n

iii
iii

n
iiin

n

nn
xxxaaa

1,,

21
21

21

2121
dddωωω  

      ∑
≤<<<≤

∧∧∧−=
n

niii
n

n
iii

n

n
xxxaaa

21

21
1

21
21 ddd)1( σ

 2



      ， n
j

i xxxa ddd)det( 21 ∧∧∧=

其中σ是排列 的逆序数。 ),,,( 21 niii
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第十四章 曲线积分、曲面积分与场论  

 
习  题  14.1  第一类曲线积分与第一类曲面积分 

 

1.  求下列第一类曲线积分： 
(1) ∫ ，其中 是以+

L

dsyx )( L O A B( , ), ( , ), ( , )0 0 1 0 0 1 为顶点的三角形； 

(2) ∫ ，其中 为单位圆周 ； 
L

dsy || L 122 =+ yx

(3) ∫ ，其中 为星形线 ； 
L

dsx 3/1|| L 3/23/23/2 ayx =+

(4) ∫ ，其中 为双纽线 ； 
L

dsx || L 22222 )( yxyx −=+

(5) ∫ ， 为螺旋线 ++
L

dszyx )( 222 L

x a t y a t z bt t= = = ≤ ≤cos , sin , , 0 2π的一段： 

(6) ∫ 。其中L为曲线
L

xyzds 2
3

2
1,

3
22, tztytx === 上相应于 从 0

变到 1的一段弧； 

t

(7) ∫ ，其中 为球面 和平面 ++
L

dszxyzxy )( L x y z a2 2 2+ + = 2

x y z+ + = 0的交线。 
解（1）

 
∫∫∫∫ +++++=+

BOABOA

dsyxdsyxdsyxdsyx )()()()(
L

           212)(
1

0

1

0

1

0
+=+++= ∫∫∫ ydydxxxxdx 。 

（2） 4sin||
2

0
== ∫∫

π
dttdsy

L

。 

（3）令 ，则 taytax 33 sin,cos == ttads cossin3= ，于是 

       3
4

2
0

23
4

2

0
23

4

3
1

4cossin12cossin3 atdttadtttadsx
L

=== ∫∫∫
ππ

。 

（4）将 表示为参数方程 L
cos 2 cos

cos 2 sin

x

y

θ θ

θ θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
，再利用对称性，就有 

2 24 4
0 0

| | 4 cos 2 cos ' ' 4 cos 2 2x ds x y d d
π π

θ θ θ θ θ= + =∫ ∫ ∫
L

= 。 

注 本题也可利用 的极坐标方程L 2 cos 2r θ= ，得到  
2 24 4

0 0
| | 4 cos 4 cos 2 2x ds r r r d d

π π

θ θ θ θ′= + =∫ ∫ ∫
L

= 。 

 

 1



（5）
 

∫ ++
L

dszyx )( 222

=++= ∫
π2

0
22222 )( dtbatba 22222 )43(

3
2 baba ++ ππ

。   

（6） ∫
L

xyzds =++= ∫
1

0
22

9

21
3
2 dtttt

143
216
。 

（7）因为在 上成立 L

)]()[(
2
1 2222 zyxzyxzxyzxy ++−++=++ ， 

所以  
3

2

2
)( adsadszxyzxy π−=−=++ ∫∫

LL

。 

2. 求椭圆周 x a t y b t t= = ≤ ≤cos , sin , 0 2π的质量，已知曲线在点 M x y( , )
处的线密度是 ρ( , ) | |x y y= 。 
 解  质量 ∫∫ +==

π
ρ

2

0
2222 cossinsin dttbtatbdsm

L

 

       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<
−+

−
+

=

>
−

−
+

=

−+= ∫

ba
a

abb

ab

bab

baa

ba
a

ba

ba

bab

dttabatb

当

当

当

,ln22

,4

,arcsin22

cos)(sin2

22

22

2
2

2

22

22

2
2

0
2222π

。 

3. 求下列曲面的面积： 
(1) z a 包含在圆柱面  内的部分； xy= x y a2 2 2+ = ( )a > 0

(2) 锥面 x y z2 2 1
3

+ = 2被平面 x y z a a+ + = >2 ( 0)所截的部分； 

(3) 球面 包含在锥面2222 azyx =++ 22 yxz += 内的部分； 
(4) 圆柱面 被两平面x y a2 2+ = 2 x z x z x y+ = − = > >0 0 0, ( , 0)

z 2 2 2 22+ = )

所截

部分； 
(5) 抛物面 包含在柱面 ( ) 内的

那部分； 
x y a2 2 2+ = x y a xy (a > 0

(6) 环面  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

,sin
,sin)cos(
,cos)cos(

φ
ϕφ
ϕφ

az
aby
abx

0 2 0 2≤ ≤ ≤ ≤φ π ϕ π, ，其中 。 ba <<0

解（1） ∫∫ ++=
D

dxdyyxaA )(1 222  

)1)1((
3
21 34

20
222

0
−+=+= ∫∫ a

a
rdrrad

a πθ
π

。 

 2



（2）联立锥面与平面方程，消去 ，得到 z
         ， 222 2)(2 ayxaxyyx =++−+

这是所截的部分在 xy平面上投影区域的边界，它是个椭圆。记 
{ }2 2( , ) ( ) 2 ( ) 2 2D x y x xy y a x y a= − + + + ≤ ， 

再令
x u v
y u v
= +⎧

⎨ = −⎩
，则区域 与区域 D

{ }2 2 2' ( , ) ( 2 ) 3 6D u v u a v a= + + ≤  

对应，且
( , ) 2
( , )
x y
u v

∂
=

∂
, 于是所截部分的面积为 

     2 2

'

1 2 4x y
D D D

28 3A z z dxdy dxdy dudv aπ′ ′= + + = = =∫∫ ∫∫ ∫∫ 。 

（3）这部分球面在 xy平面上的投影区域为 
2

2 2( , )
2
aD x y x y

⎧ ⎫
= + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 

于是  

∫∫∫∫
−−

=′+′+=
DD

yx dxdy
yxa

adxdyzzA
222

221  

      22
0 22

2

0
)22( ardr

ra

ad
a

πθ
π

−=
−

= ∫∫ 。 

（4）圆柱面方程可写成 22 xay −= ，区域 { }( , ) ,0D z x x z x x a= − ≤ ≤ ≤ ≤ ，

于是  
2 2 2

2 2 2 20
1 2

a x

x z x
D D

a aA y y dzdx dzdx dx dz a
a x a x−

′ ′= + + = = =
− −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ 。 

（5）方程 ( ) 可化为极坐标方程 ，于是 x y a x2 2 2 22+ = y θ2sin22 ar =

∫∫∫∫
+

+=′+′+=
DD

yx dxdy
a

yxdxdyzzA 2

22
22 1212  

  ∫∫∫ −+=+= 2
0

322sin

0
222

0
]1)cos[(sin

3
22 πθπ

θθθθ dardrrad
a

a  

  2)320(
9
1 aπ−= 。 

（6）由  
φϕφϕφ φφφ cos,sinsin,cossin azayax =′−=′−=′ ， 

0,cos)cos(,sin)cos( =′+=′+−=′ ϕϕϕ ϕφϕφ zabyabx ， 
可得  

0,)cos(, 22 =+== FabGaE φ ， 
所以  

abdabadddFEGA
D

22

0

2

0
2 4)cos( πφφϕϕφ

ππ
=+=−= ∫∫∫∫ 。 
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4. 求下列第一类曲面积分： 
(1) ∫∫ ，其中∑是左半球面 ， ； 

Σ

++ dSzyx )( x y z a2 2 2+ + = 2 y ≤ 0

(2) ∫∫ ，其中∑是区域
Σ

+ dSyx )( 22 {( , , )| }x y z x y z2 2 1+ ≤ ≤ 的边界； 

(3) ∫∫ ，∑是锥面
Σ

++ dSzxyzxy )( z x y= +2 2 x被柱面 所

截部分； 

x y a2 2 2+ =

(4) ∫∫
Σ ++

dS
zyx 222

1
，其中∑是圆柱面 介于平面

与

x y a2 2+ = 2 z = 0

z H= 之间的部分； 

(5) ∫∫
Σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ dSzyx

432

222

，其中∑是球面 ； 2222 azyx =++

(6) ，其中∑是抛物面 介于平面 与

之间的部分； 

(∫∫
Σ

++ dSzyx 23 ) 222 yxz += z = 0

8=z
(7) ∫∫ ，其中∑是螺旋面

Σ

zdS x u v y u v z v u a= = = ≤ ≤cos , sin , , 0 ，

0 2≤ ≤v π  的一部分。  
解（1）由对称性， 

∫∫
Σ

++ dSzyx )( dzdx
zxa

azxaydS
zxzx

∫∫∫∫
ΣΣ −−

−−−==
222

222

 
3aπ−= 。 

（2）设 )1(1:,: 22
2

22
1 ≤+=Σ+=Σ yxzyxz ，则 

 
  

∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

+++=+
21

)()()( 222222 dSyxdSyxdSyx

           
πθ

π

2
21)21(

1

0
32

0

+
=+= ∫∫ drrd 。 

（3） ∫∫∫∫
ΣΣ

+++=++
xy

dxdyyxyxxydSzxyzxy 2])([)( 22

 

           ∫∫− ++=
θ

π

π θθθθθ
cos2

0
32

2

)sincoscos(sin2
a

drrd  

           42

2

54 2
15
64cos24 ada == ∫−

π

π θθ 。 

（4）设 )0(:,: 22
2

22
1 Hzyaxyax ≤≤−−=Σ−=Σ ，则 

∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ ++

+
++

=
++

21

222222222

111 dS
zyx

dS
zyx

dS
zyx  

     
∫∫
Σ −+

=
yz

dydz
ya

a
za 2222

12
 

 4



     a
Hdy

yaza
adz a

a

H
arctan212

220 22 π=
−+

= ∫∫ −
。 

（5）由对称性，有 ，又由于  ∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

== dSzdSydSx 222

42222 4)( adSadSzyx π==++ ∫∫∫∫
ΣΣ

， 

所以  
42

222

9
13

12
13

432
adSxdSzyx π==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ ∫∫∫∫

ΣΣ

。 

（6）由对称性，有 ，03 =∫∫
Σ

dSx 2y dS
Σ

=∫∫ 2 21 ( )
2

x y dS
Σ

+∫∫ ，再由 

zdS
Σ

=∫∫ 2 21 ( )
2

x y dS
Σ

+∫∫ ，得到 

   ( )3 2 2 2 2 2( ) 1
xy

x y z dS x y x y dxd
Σ Σ

+ + = + + +∫∫ ∫∫ y
 

   2 4 2 3

0 0
1d r r dr

π
θ∫ ∫= +

3 14 2 2 22 2
0

(1 ) (1 ) (1 )r r d rπ
⎛ ⎞

= + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

1564 17 4
15

π+
= 。 

（7）由 1,cos,sin,0,sin,cos =′=′−=′=′=′=′ vvvuuu zvuyvuxzvyvx ，得到  
0,1,1 2 =+== FuGE 。 

于是  

∫∫∫∫∫∫ +=+=
Σ

a

D

duuvdvdudvuvzdS
0

22

0
2 11

π

 
)]1ln(1[ 222 aaaa ++++= π 。 

            5．设球面Σ的半径为 R，球心在球面 上。问当2222 azyx =++ R何值
时， 在球面 内部的面积最大？并求该最大面积。 Σ 2222 azyx =++

解  不妨设 的球心在 ，于是Σ ),0,0( a Σ在球面 内部的曲

面方程为 

2222 azyx =++

             2 2 2( )z a R x y= − − + 。 

将此方程与球面方程 联立，解得2222 azyx =++
a

Raz
2

2 22 −
= ，这样，Σ

在球面 内部的部分在 平面上的投影为 2222 azyx =++ Oxy

          
4

2 2 2
2( , )

4
RD x y x y R
a

⎧ ⎫
= + ≤ −⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 

从而面积为  

∫∫∫∫
−−

=′+′+=
DD

yx dxdy
yxR

RdxdyzzRS
222

221)(  

 5



           
2

22 1 24
2 20 0

2 (1
2

RR
a )R Rd rdr R

aR r

π
θ π

−
= =

−
∫ ∫ − 。 

对 求导，得 ( )S R

)34()( 2RaR
a

RS −=′ π
， 

令 ，得到0)( =′ RS aR
3
4

= 。由于 02)
3
4( <−=′′ πaS ，所以当 aR

3
4

= 时，面

积最大，面积最大值为 
                3

max 27
32 aS π= 。 

6. 求密度为ρ( , )x y = z的抛物面壳 z x y z= + ≤
1
2

02 2( ), ≤ 1的质量与重心。 

解  质量 ∫∫∫∫
ΣΣ

+++==
xy

dxdyyxyxdSyxM 2222 1)(
2
1),(ρ  

ππθ
π

15
23121

2
1

2
1 2

0
2222

0
232

0

+
=+=+= ∫∫∫ drrrdrrrd 。 

设重心坐标为 ( , , )x y z ，由对称性， 0,0 == yx 。 

          ∫∫∫∫
ΣΣ

+++=
xy

dxdyyxyxdSyxz 22222 1)(
4
1),(ρ  

∫∫∫ +=+=
2

0
2242

0
252

0
1

4
1

4
1 drrrdrrrd πθ

π , 

作代换 21 rt += ，得到 

   ππρ
105

4366)1(2
4

),(
3

1
222 −

=−= ∫∫∫
Σ

dtttdSyxz ， 

于是  

749
345596

),(
−

==
∫∫
Σ

M

dSyxz
z

ρ
， 

所以重心为 )
749

345596,0,0( −
。 

7. 求均匀球面（半径是 ，密度是 1）对不在该球面上的质点（质量
为 1）的引力。 

a

解  设球面方程为 ，质点的坐标为 。在

球面上 处取一微元，面积为 ，它对质点的引力为 

2222 azyx =++ ),0,0( b (0 )b a≤ ≠

),,( zyx dS

222 )( bzyx
GdSdF

−++
= 。 

由对称性， 0== yx FF ， 

         zF = dS

bzyx

bzG
∫∫
Σ −++

−

2
3

222 ])([

)(
。 
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令 ，得到
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

az
ay
ax

=− 2FEG ϕsin2a ，于是 

22

30 0
2 2 2

( cos ) sin

( 2 cos )
z

G a b aF d d
a b ab

π π ϕ ϕθ ϕ
ϕ

−
=

+ −
∫ ∫ ， 

在上述积分中，再令 ϕcos222 abbat −+= ，得到 
2 2 2

2
2 2

2

0 ,
4 ,

a b

z a b

b a
Ga b a tF dt Gab t b a

b

π
π

+

−

<⎧
− + ⎪= − = ⎨

− >⎪⎩
∫ ， 

所以当 时，引力 ；当b 时，引力b a< (0,0,0)=F a>
2

2

4(0,0, )Ga
b
π

= −F 。 

8．设u x y z( , , )为连续函数，它在 处有连续的二阶导数。记

∑为以

M x y z( , , )0 0 0

M点为中心，半径为 R的球面，以及 

∫∫
Σπ

= dSzyxu
R

RT ),,(
4

1)( 2 。 

（1）证明： ； lim ( ) ( , , )
R

T R u x y z
→

=
0 0 0 0

（2）若 0)(
),,(

2

2

2

2

2

2

000

≠++
zyxz

u
y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

，求当 时无穷小量 0→R

T R u x y z( ) ( , , )− 0 0 0 的主要部分。 
解（1）由于 u x y z( , , )在 处连续，所以M x y z( , , )0 0 0 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，当

2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z δ− + − + − < 时，成立 

0 0 0( , , ) ( , , )u x y z u x y z ε− < 。 

于是当 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )R x x y y z z δ= − + − + − < 时， 

0 0 02

1 ( , , ) ( , , )
4

u x y z dS u x y z
Rπ Σ

−∫∫ 0 0 02

1 ( , , ) ( , , )
4

u x y z u x y z dS
R

ε
π Σ

≤ − <∫∫ ， 

所以成立 
    lim ( ) ( , , )

R
T R u x y z

→
=

0 0 0 0 。 

（2）令 ，则 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ς
η
ξ

Rzz
Ryy
Rxx

0

0

0

=)(RT  ∫∫
Σ

+++
*

),,(
4
1

000 dSRzRyRxu ςηξ
π

， 

其中 { }1),,( 222* =++=Σ ςηξςηξ 。利用对称性，有 

∫∫
Σ

=
*

dSξ ∫∫
Σ

=
*

dSη 0
*
∫∫
Σ

=dSς ， 
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∫∫
Σ

=
*

dSξη ∫∫
Σ

=
*

dSης 0
*
∫∫
Σ

=dSξς ，  

∫∫
Σ

=
*

2dSξ ∫∫
Σ

=
*

2dSη ∫∫
Σ

=
*

2 dSς ∫∫
Σ

++
*

)(
3
1 222 dSςηξ π

3
4

= 。 

由于 

∫∫
Σ

′+′+′=′
*

][
4
1)( dSuuuRT zyx ςηξ
π

， 

∫∫
Σ

′′+′′+′′+′′+′′+′′=′′
*

)](2[
4
1)( 222 dSuuuuuuRT yzxzxyzzyyxx ηςξςξηςηξ
π

， 

以 代入，得到 0R =

0)0(' =T  

=)0("T
),,(

2

2

2

2

2

2

000

)(
3
1

zyxz
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++ 。 

由 Taylor 公式，即知当 时，无穷小量0→R T R u x y z( ) ( , , )− 0 0 0 的主要部

分为 
),,(

2

2

2

2

2

22

000

)(
6

zyxz
u

y
u

x
uR

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++ 。 

9. 设 为上半椭球面Σ 1
22

2
22

=++ zyx
（ ），0≥z π为Σ在点 处

的切平面，

),,( zyxP

),,( zyxρ 为原点 到平面)0,0,0(O π的距离，求 ∫∫
Σ

dS
zyx

z
),,(ρ
。 

 解  因为椭球面 1
22

2
22

=++ zyx
在 点的法向量为 ， ),,( zyxP )2,,( zyxn =

所以切平面π的方程为  

22 =++ zZyYxX ， 

从而原点到π的距离为  

222 4

2),,(
zyx

zyx
++

=ρ 。   
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令

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

=

ϕ
θϕ

θϕ

cos
sinsin2

cossin2

z
y

x

，则 =++ 222 4zyx ϕϕ 22 cos4sin2 + ，由     

   ϕθϕθϕ ϕϕϕ sin,sincos2,coscos2 −=′=′=′ zyx ， 
 0,cossin2,sinsin2 =′=′−=′ θθθ θϕθϕ zyx ， 

得到 
  =− 2FEG ϕϕϕ 22 cos4sin2sin + ， 

由此得到 

πϕϕϕϕϕθ
ρ

ππ

2
3)cos2(sinsincos

),,(
2

0
222

0
=+= ∫∫∫∫

Σ

dddS
zyx

z
。 

注  本题也可由 ：Σ 222
2

1 yxz −−= 投影到 xy平面上来计算得到 

    ∫∫
Σ

dS
zyx

z
),,(ρ

π
2
3)4(

4
1 22 =−−= ∫∫

xyD

dxdyyx 。 

10. 设Σ是单位球面 。证明 1222 =++ zyx

∫∫∫ −
Σ

++=++
1

1

222 )(2)( ducbaufdSczbyaxf π ， 

其中 为不全为零的常数， 是cba ,, )(uf 222|| cbau ++≤ 上的一元连

续函数。 

证  将 xyz −坐标系保持原点不动旋转成 −''' zyx 坐标系，使 轴上的单

位向量为

'z

),,(1
222

cba
cba ++

，由于旋转变换是正交变换，保持度量不

变，所以球面Σ上的面积元 dS也不变。设球面Σ上一点 的新坐

标为 ，则

),,( zyx

)',','( zyx '222 zcbaczbyax ++=++ ，于是 

        ∫∫
Σ

++ dSczbyaxf )( ∫∫
Σ

++= dSzcbaf )'( 222 。 

下面计算这一曲面积分。令球面Σ的参数方程为 
θϕ cossin'=x ， θϕ sinsin'=y ， ϕcos'=z ， 

则 
=− 2FEG ϕsin ， 

所以  

∫∫
Σ

++ dSczbyaxf )( ∫∫ ++=
ππ

ϕϕϕθ
0

2222

0
sin)cos( dcbafd  
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∫− ++=

1

1
222 )(2 ducbaufπ 。 

11．设有一高度为 （ 为时间）的雪堆在溶化过程中，其侧面满足

方程（设长度单位为 cm，时间单位为 h） 
)(th t

)(
)(2)(

22

th
yxthz +

−= 。 

已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数 0.9）。问高度为

130cm的雪堆全部融化需多少时间？ 

解  雪堆的体积为  

)(
4)(

2)(
)(

)(2)()( 3
2
)(

0

2
2

0

22

thrdrr
th

thddxdy
th

yxthtV

th

D

πθ
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−= ∫∫∫∫ ， 

雪堆的侧面积为 

      2 2 2 2 21( ) 1 ( ) 16( )
( )x y

D D

S t z z dxdy h t x y dxdy
h t

′ ′= + + = + +∫∫ ∫∫  

         )(
12
1316)(

)(
1 2

2
)(

0

22
2

0

thrdrrthd
th

th

πθ
π

=+= ∫∫ 。 

由 9 ( )
10

dV S t
dt

= − ，得到
10
13)( −=′ th ，注意到 )(130)0( cmh = ，得到 

tth
10
13130)( −= 。 

因为当雪堆全部融化即 0)( =th 时，有 )(100 ht = ，所以雪堆全部融化需

100小时。 
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习 题  14.2  第二类曲线积分与第二类曲面积分 
 

1.  求下列第二类曲线积分： 
（1） ∫ ，其中 是以 −++

L

dyyxdxyx )()( 2222 L

A B C D( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 0 2 0 2 1 11 为顶点的正方形，方向为逆时针
方向； 

（2） ∫ ，其中L是抛物线的一段： −+−
L

dyxyydxxyx )2()2( 22

y x x= − ≤ ≤2 1, 1，方向由 ( , )−11 到 ； ( , )11

（3） ∫ +
−−+

L
22

)()(
yx

dyyxdxyx
，其中 是圆周 ，方向为

逆时针方向； 

L x y a2 2+ = 2

（4） ∫ ，其中L是曲线 ， ++−
L

dzyxxdyydx )( 22 ttt azeyex === − ,,

10 ≤≤ t ，方向由 到 ( ； ( , , )e e a−1 , , )111
（5） ∫ ， 是从点 到点 的直线

段； 

−+++
L

dzyxydyxdx )1( L ( , , )111 ( , , )2 3 4

（6） ∫ ，L为曲线  若从 轴的正

向看去， 的方向为逆时针方向； 

++
L

xdzzdyydx
⎩
⎨
⎧

>=+
=++

),0(
,2222

aazx
azzyx

z

L
（7） ， 为圆周 ∫ −+−+−

L

dzyxdyxzdxzy )()()( L

⎩
⎨
⎧

<<=
=++

),0(tan
,1222

πααxy
zyx

，若从 x轴的正向看去，这个圆周的

方向为是逆时针方向。 
解：（1）  ∫ −++

L

dyyxdxyx )()( 2222

2 2 2 2( ) ( )
AB BC CD DA

x y dx x y dy
⎧ ⎫

= + + + + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭
∫ ∫ ∫ ∫  

2 1 1 02 2 2 2

1 0 2 1
(4 ) ( 1) (1 )x dx y dy x dx y d= + − + + + −∫ ∫ ∫ ∫ y 2= 。 

（2）
 

∫ −+−
L

dyxyydxxyx )2()2( 22 ∫− −+−=
1

1
3432 ]2)2()2[( dxxxxxx

 15
14)4(

1

1
42 −=−= ∫− dxxx 。 

（3） ∫ +
−−+

L
22

)()(
yx

dyyxdxyx

 

 1



∫ −−−+=
π2

0
]cos)sin(cos)sin)(sin[(cos dttttttt π2−= 。 

（4） =I ∫ ++−
L

dzyxxdyydx )( 22 ∫ −++=
0

1
22 ]ln)(2[ dtaaee ttt 。 

 当 时，2ea = =I ∫ +
0

1
4 )24( dte t )7(

2
1 4e+−= ； 

 当 时，2−= ea =I ∫ −1

0
42 dte t )1(

2
1 4−−= e ； 

 当 且 时， 2ea ≠ 2−≠ ea

=I  ∫ −++−
0

1
22 ])()[(ln2 dtaeaea tt a

a
ae

a
ae ln

2ln
1

2ln
12

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+
+

−
+−=

−

。 

（5） 。 ∫ −+++
L

dzyxydyxdx )1( 13)]31(3)21(21[
1

0
=+++++= ∫ dtttt

（6）由曲线积分的定义， 以 代入积分，得到  xaz −=

∫ =++
L

xdzzdyydx ∫ −+−
xyL

dyxadxxy )()( ， 

其中 为xyL L在 xy平面上的投影曲线（椭圆） ，取逆时针

方向。 

2222 ayx =+

令 π20:,sin,cos
2

1
→== ttaytax ，则 

∫ ++
L

xdzzdyydx  

∫ −+−−=
π2

0
2 ]cos)cos

2
11()sin

2
1)(cos

2
1[(sin dtttttta  

= 22 aπ− 。 

（7）由曲线积分的定义，以 αtanxy = 代入积分，得到 

∫ =−+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( ∫ −−
zxL

zdxxdz)tan1( α ， 

其中 为zxL L在 zx平面上的投影曲线（椭圆） ，取顺时

针方向。 
1sec222 =+ αxz

令 02:,cos,sincos →== πα ttztx ，则 

∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()(  

=−−−= ∫
0

2
22 )cossin(cos)tan1(

π
αα dttt )sin(cos2 ααπ − 。 

2. 证明不等式 

MCdyyxQdxyxP ≤+∫
L

),(),( ， 

其中C是曲线 的弧长，L }),(|),(),(max{ 22 L∈+= yxyxQyxPM 。记圆周

 2



x y R2 2+ = 2为 ，利用以上不等式估计 RL

( )∫
++

−
=

R

R
yxyx

xdyydxI
L

222
， 

并证明 
lim

R RI
→+∞

= 0。 

证   由 Schwarz不等式及 ，可得 1coscos 22 =+ βα

∫∫ +=+
L

dsyxQyxPdyyxQdxyxP ]cos),(cos),([),(),( βα
L  

( , ) cos ( , ) cos
L

P x y Q x y dsα β≤ +∫  

2 2 2 2( , ) ( , ) cos cos
L L

P x y Q x y ds M ds MCα β⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ + + ≤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ = 。 

在积分
( )∫

++

−
=

R

R
yxyx

xdyydxI
L

222
中，令

( )22 2
( , ) yP x y

x xy y
=

+ +
，  

( )22 2
( , ) xQ x y

x xy y

−
=

+ +
，则     

322422

22
22

)(
16

)(
),(),(

yxyxyx
yxyxQyxP

+
≤

++
+

=+ ， 

于是 23
84
R

C
R

I R
π

=≤ ，所以  

lim
R RI
→+∞

= 0。 

3. 方向依纵轴的负方向，且大小等于作用点的横坐标的平方的力构
成一个力场。求质量为 的质点沿抛物线 从点 移到

时，场力所作的功。 
m y x2 1= − ( , )1 0 ( , )0 1

解  
15
8)1(

1

0
22 −=−−== ∫∫ dyydW

L

sF 。 

4. 计算下列第二类曲面积分： 
（1）∫∫ ，其中Σ是中心在原点，边长

为 的立方体[ ,
Σ

+++++ dxdyxzdzdxzydydzyx )()()(

2h ] [ , ] [ , ]− × − × −h h h h h h 的表面，方向取外侧； 

（2）∫∫ ，其中Σ是椭球面
Σ

yzdzdx
x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ + = 的上半部分，方向取上

侧； 
（3）∫∫ ，其中Σ是柱面 被平面 和

所截部分，方向取外侧； 
Σ

++ ydxdyxdzdxzdydz x y2 2 1+ = z = 0 z = 4

（4）∫∫ ，其中Σ是抛物面 在 部分，方向
Σ

+ dxdyzxdydz 3 z x= − −4 2 2y z ≥ 0
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取下侧； 
（ 5） [ ] [ ] [ ]∫∫

Σ

+++++ dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ),,(),,(2),,( ，其中

为连续函数，Σ是平面f x y z( , , ) x y z− + = 1在第四卦限部分，方向取上
侧； 
（6） ，其中Σ是锥面∫∫

Σ

+++ dxdyzdzdxydydzx )5( 222 22 yxz +=  

（ ），方向取下侧。 hz ≤≤0

（7） ∫∫
Σ +

dzdx
xz

e y

22
，其中Σ是抛物面 与平面 ， 所

围立体的表面，方向取外侧。 

22 zxy += 1=y 2=y

（8） ∫∫
Σ

++ dxdy
z

dzdx
y

dydz
x

111
，其中Σ为椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

，方向

取外侧； 
（9） ，其中Σ是球面   ∫∫

Σ

++ dxdyzdzdxydydzx 222 +−+− 22 )()( byax

22)( Rcz =− ，方向取外侧。 
解 （1）将Σ的上、下、左、右、前、后六个面分别记为 )6,5,4,3,2,1( =Σ ii 。 

则  

5 6

( ) ( ) ( )x y dydz x y dydz x y dydz
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫   

5 6

32 8
yzD

xdydz xdydz h dydz h
Σ Σ

= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

3 4

( ) ( ) ( )y z dzdx y z dzdx y z dzdx
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

3 4

32 8
zxD

ydzdx ydzdx h dzdx h
Σ Σ

= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

1 2

( ) ( ) ( )z x dxdy z x dxdy z x dxdy
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

1 2

32 8
xyD

zdxdy zdxdy h dxdy h
Σ Σ

= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

所以   
324)()()( hdxdyxzdzdxzydydzyx =+++++∫∫

Σ

。 

（2）设曲面 Σ的单位法向量为 )cos,cos,(cos γβα ，由 dSdzdx βcos= 与

dSdxdy γcos= ，得到 dxdy
zb
ycdxdydzdx 2

2

cos
cos

==
γ
β

。由于Σ的方向取上侧，

它在 xy平面的投影区域为
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+= 1),( 2

2

2

2

b
y

a
xyxD ，于是 
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∫∫
Σ

=yzdzdx ∫∫
Σ

=dxdyy
b
c 2

2

2

∫∫
D

dxdyy
b
c 2

2

2
 

2 12 2 3

0 0
sin

4
abc d r dr abc

π 2πθ θ= =∫ ∫ 。  

（3）解法一 

取曲面 的参数表示 ，Σ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

zz
y
x

θ
θ

sin
cos

{ }( , ) 0 2 , 0 4D z zθ θ π= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则 

( , ) cos
( , )
y z

z
θ

θ
∂

=
∂

，
( , ) sin
( , )
z x

z
θ

θ
∂

=
∂

，
( , ) 0
( , )
x y

zθ
∂

=
∂

。 

由于 的方向取外侧，于是 Σ

zdydz xdzdx ydxdy
Σ

+ +∫∫
( , ) ( , ) ( , )cos sin
( , ) ( , ) ( , )D

y z z x x yz d
z z z

dzθ θ θ
θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫∫  

2 4

0 0
cos d zdz

2 4

0 0
sin cos d d

π
θ θ= ∫ ∫

π
θ θ θ+∫ ∫ z 0= 。 

解法二 

由于曲面Σ的单位法向量为
2 2 2 2

( ,x y
x y x y+ +

, 0)，可知 

               。 0=∫∫
Σ

ydxdy

将柱面Σ分成前后两部分 21 ,ΣΣ ，其中 2
2

2
1 1:,1: yxyx −−=Σ−=Σ ，则 

1 2

0
yz yzD D

zdydz zdydz zdydz zdydz zdydz
Σ Σ Σ

= + = −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ = ， 

类似地可得 ，所以  0=∫∫
Σ

xdzdx

0=++∫∫
Σ

ydxdyxdzdxzdydz 。 

（4）设曲面Σ的单位法向量为 )cos,cos,(cos γβα ，由 dSdydz αcos= 与 

dSdxdy γcos= ，得到 xdxdydxdydydz 2
cos
cos

==
γ
α

。由于Σ的方向取下侧，

它在 xy平面的投影区域为 { }1),( 22 ≤+= yxyxD ，于是 

3zxdydz dxdy
Σ

+ =∫∫ 2(2 3)x z dxdy
Σ

+ =∫∫ 2 2 22 (4 ) 3
D

x x y dxdy⎡ ⎤− − − +⎣ ⎦∫∫  
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πθθθθ
ππ

12cos
3

32]3)4(cos2[
2

0

22

0

2222

0
−−=+−−= ∫∫∫ drdrrrd π

3
68

−= 。 

（5）平面Σ的方程为 1x y z− + = ，方向取上侧，由此可知 ，

，于是 

dydz dxdy=

dzdx dxdy= −

[ ] [ ] [ ]∫∫
Σ

+++++ dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ),,(),,(2),,(
 

[ ] [ ] [ ]{ }( , , ) 2 ( , , ) ( , , )f x y z x f x y z y f x y z z dxdy
Σ

= + − + + +∫∫
       

1
2

xyD

dxdy= =∫∫ 。 

（6）由对称性， ，2 0x dydz
Σ

=∫∫ 2 0y dzdx
Σ

=∫∫ ，所以 

2 2 2 2 2( 5) ( 5)
xyD

x dydz y dzdx z dxdy x y dxdy
Σ

+ + + = − + +∫∫ ∫∫
 

2 2 4

0 0
( 5) ( 10

2
h

d r rdr h h
π 2 )πθ= − + = − +∫ ∫ 。 

（7）记 ，方向取外侧；)21(: 22
1 ≤≤+=Σ yzxy 2 2

2 : 1( 1y x z )Σ = + ≤ ，方

向取左侧； ，方向取右侧。则 2 2
3 : 2( 2y x zΣ = + ≤ )

2 2

1 1

2 2 2 2
zx

y x z

D

e edzdx dzdx
z x z x

+

Σ

= −
+ +

∫∫ ∫∫
2 2 2

0 1
2 ( )rd e dr e

π
θ π e= − = −∫ ∫ − ， 

2 2

2 1

2 2 2 2 0 0
2

zx

y

D

e edzdx dzdx d edr e
z x z x

π
θ π

Σ

= − = − = −
+ +

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ， 

3 3

2 2 2 2 2

2 2 2 2 0 0
2 2

zx

y

D

e edzdx dzdx d e dr e
z x z x

π
θ π

Σ

= = =
+ +

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ， 

所以  

π)12(2 2

22
−=

+
∫∫
Σ

edzdx
xz

e y

。 

（8）设 分别表示上、下两半椭球面，方向分别取上、下侧。则 21 ,ΣΣ

1 2

2 2

2 2

1 1 1 12
1xyD

dxdy dxdy dxdy dxdy
z z z x yc

a b
Σ Σ Σ

= + =

− −
∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  

c
ab

rc

abrdrd πθ
π 4

1
2

1

0 2

2

0
=

−
= ∫∫ ， 

由对称性，可得 
1 4 acdzdx
y b

π

Σ

=∫∫ ，
1 4 bcdydz
x a

π

Σ

=∫∫ ， 

所以 

)(4111 222222 accbba
abc

dxdy
z

dzdx
y

dydz
x

++=++∫∫
Σ

π
。 
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（9）设 分别表示上、下两半球面，方向分别取上、下侧。则 21 ,ΣΣ

    ∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

+=
21

222 dxdyzdxdyzdxdyz

∫∫ −−−−+=
xyD

dxdybyaxRc 2222 ])()([ ∫∫ −−−−−−
xyD

dxdybyaxRc 2222 ])()([  

∫∫ −−−−=
xyD

dxdybyaxRc 222 )()(4 3

3
8 cRπ= 。 

同理可得  
3232

3
8,

3
8 bRdzdxyaRdydzx ππ == ∫∫∫∫

ΣΣ

， 

所以  
3222 )(

3
8 Rcbadxdyzdzdxydydzx ++=++∫∫

Σ

π
。 
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习 题 14.3  Green 公式、Gauss 公式和 Stokes 公式 

 

1． 利用 Green公式计算下列积分： 
（1） ，其中 是以∫ +−+

L

dyyxdxyx )()( 222 L A B C( , ), ( , ), ( , )11 3 2 2 5 为顶

点的三角形的边界，逆时针方向； 
（2） ，其中L是圆周 ，逆时针方向； ∫ −

L

ydyxdxxy 22 x y a2 2+ = 2

（3） ( ) ( )∫ −+−+
L

dyyexxdxeyxxyxyx xx 2sinsin2cos 222 ，其中L是星形

线 )0(3
2

3
2

3
2

>=+ aayx ，逆时针方向； 
（4） ( ) ( )[ ]∫ −−−

L

dyyydxyex sincos1 ，其中 是曲线L y x= sin 上从 ( ,

到

)0 0

( , )π 0 的一段； 
（5） ，其中 是圆周 的上半部

分，方向从点 到点 ； 

( ) ( )∫ +−−
L

dyyxdxyx 22 sin L x y2 2 2+ = x

( , )0 0 )0,2(
（6） [ ] ( )∫ −++−

L

dyaxyedxyxbye xx cos)(sin ，其中 是正常数，L为

从点 沿曲线

ba,

)0,2( aA 22 xaxy −= 到点 的一段； )0,0(O

（7） ∫ +
−

L
224 yx

ydxxdy
，其中 L是以点 为中心，)0,1( R为半径的圆周

（ 1>R ），逆时针方向； 
（8） ∫ +

++−

L
22 4

)4()(
yx

dyyxdxyx
， 其中 为单位圆周 ，逆时

针方向； 

L 122 =+ yx

（9） [ ]
∫ +

++−

L
22

)sincos()cossin(
yx

dyyyyxdxyyyxe x

，其中 是包围原点

的简单光滑闭曲线，逆时针方向。 

L

 解（1）
 

∫ +−+
L

dyyxdxyx )()( 222 ∫∫ −−=
D

dxdyyx )24(

        3
140)2(2)2(2

311

)1(
2
1

3

2

34

)1(
2
1

2

1
−=+−+−= ∫∫∫∫

−

+

−

+

x

x

x

x
dyyxdxdyyxdx 。 

（2） ∫ −
L

ydyxdxxy 22 2 3

0 0
( 2 2 ) 4 sin cos 0

a

D

xy xy dxdy d r dr
π

θ θ θ= − − = − =∫∫ ∫ ∫ 。 

（3） ( ) ( )∫ −+−+
L

dyyexxdxeyxxyxyx xx 2sinsin2cos 222

 

 1



          
。 ∫∫ ==

D

dxdy 00

（4）设 π→= 0:,0:1 xyL ，则 

( ) ( )[ ]
5

1sincos1
sin

00

−
===−−− ∫∫∫∫∫

−+

ππ eydydxeydxdyedyyydxye
xx

D

xx

1LL

， 

所以  
( ) ( )[ ]∫ −−−

L

dyyydxyex sincos1
 

( ) ( )[ ]∫ −−−=
1

sincos1
L

dyyydxyex =
−

+
5

1πe
5

1−πe
。 

（5）设 ，则 20:,0:1 →= xyL
( ) ( ) 0)11(sin 22 =−=+−− ∫∫∫
−+ D

dxdydyyxdxyx
1LL

， 

所以  
( ) ( )∫ +−−

L

dyyxdxyx 22 sin ( ) ( )
3
8sin

2

0

222

1

==+−−= ∫∫ dxxdyyxdxyx
L

。 

（6）设 ，则 axy 20:,0:1 →=L

[ ] ( ) )(
2

)(cos)(sin 2 abadxdyabdyaxyedxyxbye
D

xx −=−=−++− ∫∫∫
+

π

1LL

， 

所以   
[ ] ( )∫ −++−

L

dyaxyedxyxbye xx cos)(sin  

2 ( )
2

a b aπ
= − [ ] ( )∫ −++−−

1

cos)(sin
L

dyaxyedxyxbye xx

 
=+−= ∫

a
xdxbaba

2

0

2 )(
2
π 32

2
)

2
2( aba ππ

−+ 。 

（7）设 2222 4
),(,

4
),(

yx
xyxQ

yx
yyxP

+
=

+
−= ，则 

x
Q

yx
xy

y
P

∂
∂

=
+
−

=
∂
∂

222

22

)4(
4

， 

取路径 ，逆时针方向，由 Green公式， 2 2
1 : 4 1x y+ =L

2 24
xdy ydx

x y
−

=
+∫

L 1

2 24
xdy ydx

x y
−
+∫

L

。 

令
1 cos , sin
2

x t y t= = ，得到 

2 24
xdy ydx

x y
−

=
+∫

L 1

2 24
xdy ydx

x y
−
+∫

L

2 2 2

0

1 1( cos sin )
2 2

t t dt
π

π= + =∫ 。 

 （8）设 2222 4
4),(,

4
),(

yx
yxyxQ

yx
yxyxP

+
+

=
+
−

= ，则 

 2



x
Q

yx
xxyy

y
P

∂
∂

=
+

−−
=

∂
∂

222

22

)4(
84

， 

 取路径 ，逆时针方向，由 Green公式， 2 2
1 : 4x y+ =L 1

2 2

( ) ( 4 )
4

x y dx x y dy
x y

− + +
=

+∫
L 1

2 2

( ) ( 4 )
4

x y dx x y dy
x y

− + +
+∫

L

。 

 令 1cos , sin
2

x t y t= = ，得到 

 ∫ +
++−

L
22 4

)4()(
yx

dyyxdxyx π
π

==
+

++−
= ∫∫

2

022 2
1

4
)4()(

1

dt
yx

dyyxdxyx

L

。 

 （9）设 2222

)sincos(),(,)cossin(),(
yx

yyyxeyxQ
yx

yyyxeyxP
xx

+
+

=
+
−

= ，则 

x
Q

yx
yyxyxyxyxyx

y
P

∂
∂

=
+

−++−++
=

∂
∂

222

222222

)(
sin)2(cos])[(

， 

取路径 ： ，即rL 222 ryx =+ π20:,sin,cos →== ttrytrx , 由 Green公式， 
[ ]

2 2

( sin cos ) ( cos sin )xe x y y y dx x y y y dy
x y

− + +
+∫

L

 

[ ]
2 2

( sin cos ) ( cos sin )

r

xe x y y y dx x y y y dy
x y

− + +
=

+∫
L

。 

于是  
[ ]

∫ +
++−

=
r

yx
dyyyyxdxyyyxeI

x

L
22

)sincos()cossin(
∫=

π2

0

cos )sincos( dttre tr ， 

令 ，即得到 0→r
π2=I 。 

2．利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积： 
（1）星形线 ； x a t y a t= =cos , sin3 3

（2）抛物线 与( ) ( )x y ax a+ = >2 0 x轴； 

（3）旋轮线的一段：   t
⎩
⎨
⎧

−=
−=

),cos1(
),sin(
tay
ttax

∈[ , ]0 2π 与 x轴。 

解（1）
2 2 2 2

0

1 3 sin cos
2 2L

aS xdy ydx t tdt
π 23

8
aπ= − = =∫ ∫ 。 

（2）令 ，则txy = 22 )1(
,

)1( t
aty

t
ax

+
=

+
= ， +∞→0:t 。于是 

2 2
50

12
(1 ) 6L

tS ydx a dt
t

+∞
= − = =

+∫ ∫ a 。 

（3）
2 2 2

0

1 (2 sin 2cos ) 3
2 2L

aS xdy ydx t t t dt a
π

π= − = − − =∫ ∫ 。 

3. 先证明曲线积分与路径无关，再计算积分值： 
（1） ； ( )(

( , )

( , )
x y dx dy− −∫ 0 0

1 1
)

 3



（2） ，其中ϕ φ( ) ( )
( , )

( , )
x dx y dy+∫ 2 1

1 2
ϕ φ( ), ( )x y 为连续函数； 

（3） xdx ydy
x y
+

+
∫ 2 21 0

6 8

( , )

( , )
，沿不通过原点的路径。 

 解（1）设 )(),(,),( yxyxQyxyxP −−=−= ， 

则 
x
Q

y
P

∂
∂

=−=
∂
∂ 1 ，所以曲线积分与路径无关。 

取积分路径为 ，于是 10:,: →= xxyL

    0))((
)1,1(

)0,0(
=−−∫ dydxyx

（2）设 )(),(),(),( yyxQxyxP φϕ == ， 

则 
x
Q

y
P

∂
∂

==
∂
∂ 0 ，所以曲线积分与路径无关。 

取积分路径为 折线:L ABC，其中 ，于是 )2,1(),1,1(),1,2( CBA

ϕ φ( ) ( )
( , )

( , )
x dx y dy+∫ 2 1

1 2
=+= ∫∫

2

1

1

2
)()( dyydxx φϕ ∫ −

2
1

)]()([ dttt ϕφ 。 

（3）设
2222

),(,),(
yx

yyxQ
yx

xyxP
+

=
+

= ， 

则 
x
Q

yx

xy
y
P

∂
∂

=
+

−=
∂
∂

2
3

22 )(
，所以曲线积分与路径无关。 

取积分路径为 折线:L ABC，其中 ，于是 )8,6(),0,6(),0,1( CBA
xdx ydy

x y
+

+
∫ 2 21 0

6 8

( , )

( , )
9

36

8

0 2

6

1
=

+
+= ∫∫ y

ydydx 。 

4．证明 在整个( cos cos ) ( sin sin )2 22x y y x dx y x x y dy+ + − 2 xy平面上是某个
函数的全微分，并找出这样一个原函数。 
证 设 ，因为  yxxyyxQxyyxyxP sinsin2),(,coscos2),( 22 −=+=

x
Qxyyx

y
P

∂
∂

=+−=
∂
∂ cos2sin2 ， 

所以 在整个( cos cos ) ( sin sin )2 22x y y x dx y x x y dy+ + − 2 xy平面上是某个函 
数的全微分。 
   设这个函数为 ，则  ),( yxu

),( yxu
( , ) 2 2

(0,0)
(2 cos cos ) (2 sin sin )

x y
x y y x dx y x x y dy C= + + −∫ +  

     2 2 2

0 0
2 (2 sin sin ) cos sin

x y
xdx y x x y dy x y y x C= + − = +∫ ∫ + 。 

5．证明 xdx ydy
x y

+
+2 2 在除去 的负半轴及原点的裂缝y xy平面上是某个函数

的全微分，并找出这样一个原函数。 
 证  设 2222 ),(,),(

yx
yyxQ

yx
xyxP

+
=

+
= ，因为  

 4



x
Q

yx
xy

y
P

∂
∂

=
+

−=
∂
∂

222 )(
2

， 

所以
xdx ydy
x y

+
+2 2 在除去 的负半轴及原点的裂缝y xy平面上是某个函数的 

全微分。 
   设这个函数为 ，则  ),( yxu

),( yxu
( , ) 2 2

2 2 2 2 2(0,1) 0 1

1 ln( )
1 2

x y x yxdx ydy xdx ydy x y C
x y x x y
+

= = + = +
+ + +∫ ∫ ∫ + 。 

6．设 在),( yxQ xy平面上具有连续偏导数，曲线积分 与

路径无关，并且对任意 恒有 

∫ +
L

dyyxQxydx ),(2

t

∫∫ +=+
),1(

)0,0(

)1,(

)0,0(
),(2),(2

tt
dyyxQxydxdyyxQxydx ， 

求 。 ),( yxQ

解  因为曲线积分 与路径无关，所以∫ +
L

dyyxQxydx ),(2 x
x
Q 2=
∂
∂

，两边 

关于 积分，即得到 ，其中x )(),( 2 yxyxQ ϕ+= ϕ待定。 
    由条件 ，可得 ∫∫ +=+

),1(

)0,0(

)1,(

)0,0(
),(2),(2

tt
dyyxQxydxdyyxQxydx

           ， ∫∫ +=+
t

dyydyyt
0

1

0

2 ))(1())(( ϕϕ

两边对 求导，得到t )(12 tt ϕ+= ，即 12)( −= yyϕ ，所以    
12),( 2 −+= yxyxQ 。 

7．确定常数λ，使得右半平面 上的向量函数  
为某二元函数 的梯度，并求 。 

0>x ir λ)(2),( 24 yxxyyx +=

jλ)( 242 yxx +− ),( yxu ),( yxu

解  由题意，
x

yxx
y

yxxy
∂
+−∂

=
∂
+∂ ])([])(2[ 24224 λλ

，即  
124524124224 )(4)(2)(4)(2 −− +−+−=+++ λλλλ λλ yxxyxxyxxyyxx ， 

化简后，求得 1−=λ 。这时  

),( yxu
2 2( , )

4 2 4 2 2(1,0) 0

2 arctan
x y yxydx x dy x dy yC C

x y x y x
−

= + = − + = −
+ +∫ ∫ C+ 。 

8．设一力场为 ，证明质点在此场

内移动时，场力所作的功与路径无关。 
jiF )128()83( 2322 yyeyxxxyyx ++++=

证  设 ，因为  yyeyxxyxQxyyxyxP 128),(,83),( 2322 ++=+=

x
Qxyx

y
P

∂
∂

=+=
∂
∂ 163 2 ， 

所以质点在此场内移动时，场力所作的功与路径无关。 
9．利用 Gauss公式计算下列曲面积分： 
（1） ，Σ为立方体0x dydz y dzdx z dxdy2 2 2+ +∫∫

Σ

≤ ≤x y z a, , 的表面，方

 5



向取外侧； 
（2） ，其中Σ为闭曲

面

( ) ( ) ( )x y z dydz y z x dzdx z x y dxdy− + + − + + − +∫∫
Σ

1|||||| =+−++−++− yxzxzyzyx ，方向取外侧； 
（3） ，其中Σ为锥面 介于

平面

( )x y z2 2 2cos cos cosα β γ+ +∫∫
Σ

dS 2z x y2 2= +

z = 0与 之间的部分，方向取下侧； z h h= >( 0)

（4） ，其中Σ为上半球面xdydz ydzdx zdxdy+ +∫∫
Σ

z R x y= − −2 2 2 ，

方向取上侧； 
（5） ，其中Σ是由2 1 8 42( )− + −∫∫ x dydz xydzdx zxdxdy

Σ

xy平面上的曲线

绕x e y ay= ≤ ≤( )0 x轴旋转而成的旋转面，曲面的法向量与
轴的正向的夹角为钝角； 

x

（6） ，其中Σ是曲面 （ ），曲

面的法向量与 轴的正向的夹角为锐角； 

∫∫
Σ

++ zdxdydydzzx )2( 22 yxz += 10 ≤≤ z

z

（7） ∫∫
Σ ++

++
2/1222

2

)(
)(

zyx
dxdyzaaxdydz

（ ）， 其 中 Σ 是 下 半 球 面0>a

222 yxaz −−−= ，方向取上侧； 

（8） ∫∫
Σ ++

++
2/3222 )( zyx

zdxdyydzdxxdydz
，其中Σ是 

（i）椭球面 ，方向取外侧； 132 222 =++ zyx

（ii）抛物面 +
−

=−
16

)2(
5

1
2xz  )0(

9
)1( 2

≥
− zy

，方向取上侧。 

 解（1）设Ω是Σ所围的空间区域，则 

x dydz y dzdx z dxdy2 2 2+ +∫∫
Σ

 

= 。 4

000
36)(2 azdzdydxdxdydzzyx

aaa
==++ ∫∫∫∫∫∫

Ω

（2）设 是Σ所围的空间区域，作变换Ω :ϕ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+−=
+−=

yxzw
xzyv
zyxu
，则 

( , , ) 4
( , , )
u v w
x y z

∂
=

∂
，且变换ϕ将 变为Ω { }' ( , , ) 1u v w u v wΩ = + + ≤ ，记 是Ω ′′ Ω′  

在第一象限的部分，则 

( ) ( ) ( )x y z dydz y z x dzdx z x y dxdy− + + − + + − +∫∫
Σ

 

= 16
4
33 === ∫∫∫∫∫∫∫∫∫

Ω′′Ω′Ω

dudvdwdudvdwdxdydz 。 
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（3）补充 ，方向取上侧，设)(: 222
1 hyxhz ≤+=Σ Ω是 1Σ+Σ 所围的空间 

区域，因为Ω的对称性，有 。由 Gauss公式， 0== ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

ydxdydzxdxdydz

       
 

( ) ∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ

++=++ dxdydzzyxdSzyx )(2coscoscos
1

222 γβα

          
4

0

2

0 2
22 hzdzrdrdzdxdydz

h

r

h πθ
π

=== ∫∫∫∫∫∫
Ω

， 

于是  
( )x y z2 2 2cos cos cosα β γ+ +∫∫

Σ

dS
 

( )∫∫
Σ

++−=
1

coscoscos
2

2224 dSzyxh γβαπ

 
424

2
1

2
1

hdxdyhh ππ
−=−= ∫∫

Σ

。 

（4）补充 ，方向取下侧，设)(0: 222
1 Ryxz ≤+=Σ Ω是 1Σ+Σ 所围的空 

间区域，由 Gauss公式， 
          ， 323

1

Rdxdydzzdxdyydzdxxdydz π==++ ∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ

于是  
33 22

1

RzdxdyydzdxxdydzRzdxdyydzdxxdydz ππ =++−=++ ∫∫∫∫
ΣΣ

。 

（5）由题意，可得 )(: 22222

azyex zy ≤+=Σ + ，方向取后侧。补充 
)(: 222

1 azyex a ≤+=Σ ，方向取前侧，设Ω是 1Σ+Σ 所围的空间区域，由 
Gauss公式， 
        

 
， 0048)1(2

1

2 ==−+− ∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ

dxdydzzxdxdyxydzdxdydzx

于是  
)1(2)1(248)1(2 2222

1

−=−−=−+− ∫∫∫∫
ΣΣ

aa eadydzezxdxdyxydzdxdydzx π 。
 
 

（6）补充 ，方向取下侧，设)1(1: 22
1 ≤+=Σ yxz Ω是 1Σ+Σ 所围的空间 

区域，由 Gauss公式， 
    ∫∫∫∫∫

ΩΣ+Σ

−=++ dxdydzzdxdydydzzx 3)2(
1

πθ
π

2
33

11

0

2

0 2
−=−= ∫∫∫ r

dzrdrd ， 

于是  

∫∫
Σ

++ zdxdydydzzx )2(
2

1
2
3

1

ππ −=−−= ∫∫
Σ

dxdy 。 

（7）由题意， 

∫∫∫∫
ΣΣ

++=
++
++ dxdyzaaxdydz

azyx
dxdyzaaxdydz 2

2/1222

2

)(1
)(

)(
。 

 补充 ，方向取下侧，设)(0: 222
1 ayxz ≤+=Σ Ω是 1Σ+Σ 所围的空间 
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区域，由 Gauss公式， 
         ∫∫∫∫∫

ΩΣ+Σ

+−=++ dxdydzzadxdyzaaxdydz )23()(
1

2

          40 224

2
3)(22 adzzaza

a
πππ −=−−−= ∫− ， 

于是  
4242

2
1

2
3)(

1

adxdyaadxdyzaaxdydz ππ −=−−=++ ∫∫∫∫
ΣΣ

， 

从而  
3

2/1222

2

2
1

)(
)( a

zyx
dxdyzaaxdydz π−=

++
++

∫∫
Σ

。 

（8）（i）记 222 zyxr ++= ，设原积分为 ，则 ∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

5

22 3
r

xr
x
P −
=

∂
∂

， 5

22 3
r

yr
y
Q −
=

∂
∂

， 5

22 3
r

zr
z
R −
=

∂
∂

。 

设 }),,{(' 2222 ε=++=Σ zyxzyx ，方向为外侧，设Ω是 ( ')Σ + −Σ 所围的空 

间区域，由 Gauss公式， 

 
( )

Pdydz Qdzdx Rdxdy
′Σ+ −Σ

+ +∫∫ 0)( =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫∫∫
Ω

dxdydz
z
R

y
Q

x
P

。 

由于
r
z

r
y

r
x

=== γβα cos,cos,cos ， 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ

++

'
3r

zdxdyydzdxxdydz  

2

1 cos cos cosdydz dzdx dxdyα β γ
ε ′Σ

= + +∫∫  

2 2 2
2 2

1 1(cos cos cos ) 4dS dSα β γ
ε ε′ ′Σ Σ

= + + =∫∫ ∫∫ π= 。 

注 对上面的积分，也可取 'Σ 的参数表示为 ， 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕε
θϕε
θϕε

cos
sinsin
cossin

z
y
x

其中 }20,0{'),( πθπϕθϕ ≤≤≤≤=∈ D ，则 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ

++

'
3r

zdxdyydzdxxdydz

'

sin 4
D

d dϕ ϕ θ π= =∫∫ 。 
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（ii）设 }0,1
9

)1(
16

)2(),,{('
22

=≤
−

+
−

=Σ zyxzyx }0,),,{( 222 =<+− zyxzyx ε ，

方向为下侧， }0,),,{(" 2222 ≥=++=Σ zzyxzyx ε ，方向为下侧。则由 Gauss

公式 

0
"'

3∫∫
Σ+Σ+Σ

=
++

r
zdxdyydzdxxdydz

， 

由此得到 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ−

++

"
3r

zdxdyydzdxxdydz  

2

1 cos cos cosdydz dzdx dxdyα β γ
ε ′′−Σ

= + +∫∫  

2 2 2
2 2

1 1(cos cos cos ) 2dS dSα β γ
ε ε′′ ′′−Σ −Σ

= + + =∫∫ ∫∫ π= 。 

注  对上面的积分，也可取 "Σ 的参数表示为 ， 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕε
θϕε
θϕε

cos
sinsin
cossin

z
y
x

其中 ( , ) " {0 ,0 2 }
2

D πϕ θ ϕ θ∈ = ≤ ≤ ≤ ≤ π ，则 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

3
"

xdydz ydzdx zdxdy
r−Σ

+ +
∫∫

"

sin 2
D

d dϕ ϕ θ π= =∫∫ 。 

10． 利用 Gauss 公式证明阿基米德原理：将物体全部浸没在液体中
时，物体所受的浮力等于与物体同体积的液体的重量，而方向

是垂直向上的。 
证  以液面为 xy平面，垂直向上的轴为 轴，在物体表面上点  z ),,( zyx
处任取一微元，其面积为 ，设n为物体表面上点 处的单位 dS ),,( zyx
（外）法向量， ρ 为液体密度。则这小块面积所受的压力大小为 

d zdρ=F S，  
它在三个方向的分力分别为  

dSzzdFdSyzdFdSxzdF zyx ),cos(,),cos(,),cos( nnn ρρρ === ， 
于是由 Gauss公式， 

0),cos(,0),cos( ==== ∫∫∫∫
ΣΣ

dSyzFdSxzF yx nn ρρ ， 
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     ， VdxdydzdSzzFz ρρρ === ∫∫∫∫∫
ΩΣ

),cos(n

这就是所要证明的。 
11．设某种流体的速度场为 kjiv xyxzyz ++= ，求单位时间内流体 
（1） 流过圆柱： 的侧面（方向取外侧）的流

量； 
x y a z2 2 2 0+ ≤ ≤ ≤, h

) )
（2） 流过该圆柱的全表面（方向取外侧）的流量。  

解（1）设 ，方向取下侧， ， 2 2 2
1 : 0 (z x y aΣ = + ≤ 2 2 2

2 : (z h x y aΣ = + ≤

方向取上侧， 是 在D 21,ΣΣ xy平面上的投影区域。由于  
0

1

=−= ∫∫∫∫
Σ D

xydxdydSv ， ， 0
2

== ∫∫∫∫
Σ D

xydxdydSv

由 Gauss公式，  
00

21

∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ+Σ

== dxdydzdSv ， 

所以流量 
0=∫∫

Σ

Svd 。 

（2）由（1）可知，流过该圆柱的全表面的流量 。 0=∫∫
Σ

Svd

12．利用 Stokes公式计算下列曲线积分： 
  （1）∫ ，其中 是球面 与平面++

L

xdzzdyydx L x y z a2 2 2+ + = 2 x y z+ + = 0

的交线（它是圆周），从 x轴的正向看去，此圆周的方向是逆
时针方向； 

  （2）∫ ，其中 是圆柱面 与平面 的

交线（它是椭圆），从 轴的正向看去，是逆时针方向； 

−+
L

ydzxdyzdx 253 L x y2 2 1+ = z y= + 3

z
  （3）∫ −+−+−

L

dzyxdyxzdxzy )()()( ，其中 为圆柱面 和平 L x y a2 2+ = 2

面
x
a

z
h

a h+ = > >1 0( , 0)的交线（它是椭圆），从 x轴的正向看去， 

是逆时针方向； 

  （4）∫ ，其中L是用平面−+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( 222222 x y z+ + =
3
2

截立方体 0 1≤≤ x y z, , 的表面所得的截痕，从 x轴的正向看去，
是逆时针方向； 

  （5） ，其中 是沿着螺线 ∫ −+−+−
L

dzxyzdyxzydxyzx )()()( 222 L

          
 ϕcosax = ， ϕ

π
ϕ

2
,sin hzay ==  从点 至点 的路径； A a( , , )0 0 B a h( , , )0
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 （6）∫ ，其中 是平面  −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )3()2()( 222222 L 2=++ zyx

与柱面 的交线，从 轴的正向看去，是逆时针方向。 1|||| =+ yx z
解（1）设 是 所围的平面Σ L x y z+ + = 0的部分，方向由右手法则确定 
（即取上侧）。由 Stokes公式， 

     ∫ ++
L

xdzzdyydx ∫∫∫∫
ΣΣ

++−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= dxdydzdxdydz

xzy
zyx

dxdydzdxdydz

 

         233 adS π−=−= ∫∫
Σ

。 

（2）设 是L所围的平面Σ z y= + 3的部分，方向由右手法则确定（即 
取上侧），则 是一个长半轴为Σ 2、短半轴为1的椭圆。由 Stokes公 
式， 

     ∫ −+
L

ydzxdyzdx 253 ∫∫∫∫
ΣΣ

++−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= dxdydzdxdydz

yxz
zyx

dxdydzdxdydz

532

253

 

        π2)
2

5
2

30( =+−= ∫∫
Σ

dS 。 

（3）设 是L所围的平面Σ 1=+
h
z

a
x

的部分，方向由右手法则确定（即 

取上侧）。由 Stokes公式， 
( ) ( ) ( )y z dx z x dy x y dz− + − + −∫

L
∫∫
Σ

++−= dxdydzdxdydz2  

       )(22
22

haadS
ha

ha
+−=

+

+
−= ∫∫

Σ

π 。 

（4）设 是 所围的平面Σ L
2
3

=++ zyx 的部分，方向由右手法则确定（即 

取上侧），则 是一个边长为Σ
2

1
的正六边形。由 Stokes公式， 

         ∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( 222222

         ∫∫
Σ

+++++−= dxdyyxdzdxxzdydzzy )()()(2

        
2
932)(

3
4

−=−=++−= ∫∫∫∫
ΣΣ

dSdSzyx 。 

（5）设 ，由 Stokes公式， 1 : ( :00
x a

ty
z t

=⎧
⎪ →=⎨
⎪ =⎩

L )h

      ， 0)()()(
)(

222

1

=−+−+−∫
−+ L

dzxyzdyxzydxyzx
L
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 于是 
 ∫ −+−+−

L

dzxyzdyxzydxyzx )()()( 222 == ∫
h

dzz
0

2 3

3
1 h 。 

（6）设Σ是L所围的平面 2=++ zyx 的部分，方向由右手法则确定（即 
取上侧）。设 在Σ xy平面的投影区域为 { }( , ) 1xyD x y x y= + ≤ ，则 

0== ∫∫∫∫
xyxy DD

ydxdyxdxdy 。由 Stokes公式， 

        ∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )3()2()( 222222

        ∫∫
Σ

+++++−= dxdyyxdzdxxzdydzzy )()3()2(2

       ∫∫∫∫
ΣΣ

+−−=++−= dSyxdSzyx )6(
3

2)324(
3

2  

       。 24)6(2 −=+−−= ∫∫
xyD

dxdyyx

13．设 是 上恒为正值的连续函数， 是逆时针方向的圆周

。证明 
)(tf R L

1)()( 22 =−+− ayax

π2
)(

)( ≥−∫ dx
xf

ydyyxf
L

。 

证  设 { }2 2( , ) ( ) ( ) 1D x y x a y a= − + − ≤ 。由 Green公式， 

∫∫∫ +=−
D

dxdy
xf

yfdx
xf

ydyyxf )
)(

1)((
)(

)(
L  

   π22)
)(

1)(( =≥+= ∫∫∫∫
DD

dxdydxdy
xf

xf ， 

其中第二个等式利用了区域的对称性。 
14．设 为两条直线D xy = ， xy 4= 和两条双曲线 1=xy ， 所围成

的区域， 是具有连续导数的一元函数，记 。证明 
4=xy

)(uF )()( uFuf ′=

∫∫ =
∂

4

1
)(2ln)( duufdy

y
xyF

D

， 

其中 的方向为逆时针方向。 D∂

证：由 Green公式，得 ∫∫∫ =
∂ DD

dxdyxyfdy
y
xyF )()(

。作变换 
x
yvxyu == , ，

则此变换将区域 变为D }41,41),{( ≤≤≤≤= vuvuDuv ，变换的 Jacobi行列

式为
( , ) 1
( , ) 2
x yJ
u v v

∂
= =
∂

，于是  

∫∫∫∫∫∫∫ ===
4

1

4

1

4

1
)(2ln

2
1)(

2
)()( duufdv

v
duufdudv

v
ufdxdyxyf

uvDD

， 

所以   
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∫∫ =
∂

4

1
)(2ln)( duufdy

y
xyF

D

。 

15．证明：若Σ为封闭曲面， l为一固定向量，则 
0),cos( =∫∫

Σ

dSln ， 

  其中 为曲面Σ的单位外法向量。 n
证  记 l ，而 ),,( cba= n )cos,cos,(cos γβα= ，则  

1cos( , ) ( cos cos cos )a b cα β γ⋅
= = + +

n ln l
l l

， 

于是由 Gauss 公式，得到  
1cos( , ) 0dS adydz bdzdx cdxdy

Σ Σ

= + +∫∫ ∫∫n l
l

= 。 

16．设区域 由分片光滑封闭曲面Ω Σ所围成。证明： 
1 cos( )
2

dxdydz dS
rΩ Σ

=∫∫∫ ∫∫ r,n , 

 其中n为曲面Σ的单位外法向量, ),,( zyx=r ， 222 zyxr ++= 。 

证  由 )coscoscos(1),cos( γβα zyx
rr

++=
⋅

=
nrnr ，可知 

∫∫∫∫
ΣΣ

++= )(1),cos( zdxdyydzdxxdydz
r

dSnr 。 

因为  

,,, 3

22

3

22

3

22

r
yx

r
z

zr
zx

r
y

yr
zy

r
x

x
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

 

由 Gauss 公式，得到 

             
1 cos( )
2

dxdydzdS
rΣ Ω

=∫∫ ∫∫∫r,n 。 

17．设函数 和),,(),,,( zyxQzyxP R x y z( , , )在 3R 上具有连续偏导数。且对
于任意光滑曲面 ，成立 Σ

0=++∫∫
Σ

RdxdyQdzdxPdydz 。 

 证明：在 3R 上, 0≡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

。 

证  用反证法。若存在点 ，使得),,( 0000 zyxM 0≠
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

，则不妨

设
0

0
M

P Q R
x y z

⎛ ∂ ∂ ∂
+ + >⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎞
⎟ 。由于函数 和),,(),,,( zyxQzyxP R x y z( , , )在 3R 上具

有连续偏导数，即
z
R

y
Q

x
P

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

连续，所以存在 ，使得当 0, >cr

 { }22
0

2
0

2
0 )()()(),,(),,( rzzyyxxzyxzyx ≤−+−+−=Ω∈  
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时成立
z
R

y
Q

x
P

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 0>> c 。 

但另一方面，由 Gauss公式， 

  ∫∫∫∫∫
ΩΩ∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++ dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz

 

   
0

3
4 3 >=≥ ∫∫∫

Ω

crcdxdydz π ， 

这就与题设矛盾。 

18．设 是平面L 0coscoscos =−++ pzyx γβα 上的简单闭曲线，它所包

围的区域D的面积为 ，其中S )cos,cos,(cos γβα 是平面取定方向上

的单位向量。证明 

∫=
L

coscoscos
2
1

zyx

dzdydx
S γβα ， 

 其中 的定向与平面的定向符合右手定则。 L

 证  由 Stokes公式， 

∫
L

coscoscos
zyx

dzdydx
γβα

 

 

 ∫ −+−+−=
L

)coscos()coscos()coscos( dzxydyzxdxyz βααγγβ

 ∫∫
−−−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
D

dS

xyzxyz
zyx

βααγγβ

γβα

coscoscoscoscoscos

coscoscos

 

 ， = SdSdS
DD

22)coscos(cos2 222 ==++ ∫∫∫∫ γβα

所以   

∫=
L

coscoscos
2
1

zyx

dzdydx
S γβα 。 
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习 题  14.4  微分形式的外微分 
 
1. 计算下列微分形式的外微分： 
（1）1-形式 ； dyxxydx 22 +=ω
（2）1-形式 xdyydx sincos −=ω ； 
（3）2-形式 dzxydxdyzdx ∧−∧= 6ω 。 
解（1） 0222 =∧+∧+∧= dyxdxdxxdydxydxdω 。 
（2） dydxxydyxdxdxydyd ∧−=∧−∧−= )cos(sincossinω 。 
（3） =∧∧−∧∧= dzdxxdydydxdzd 6ω dzdydxx ∧∧+ )6( 。 

2．设ω = + + +a x dx a x dx a x dxn n n1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 是 nR 上的 1-形式，求dω。 

解 dω 0)(
1

=∧′= ∑
=

n

i
iiii dxdxxa  

3．设ω = ∧ + ∧ + ∧a x x dx dx a x x dx dx a x x dx dx1 2 3 2 3 2 1 3 3 1 3 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) 2是
3R 上的

2-形式，求dω。 
解  设 323211 ),( dxdxxxa ∧=ω ，由于  

0,0 323322 =∧∧=∧∧ dxdxdxdxdxdx ， 
则有  

=1ωd 0323
3

1
322

2

1 =∧∧
∂
∂

+∧∧
∂
∂ dxdxdx

x
adxdxdx

x
a

。 

类似地，设 133122 ),( dxdxxxa ∧=ω ， 212133 ),( dxdxxxa ∧=ω ，则  
032 == ωω dd ， 

从而 
 0321 =++= ωωωω dddd 。 

4. 在 3R 上在一个开区域Ω = × ×( , ) ( , ) ( , )a b c d e f 上定义了具有连续导数
的函数 ， ， ，试求形如 )(1 za )(2 xa )(3 ya

dzxbdyzbdxyb )()()( 321 ++=ω  
 的 1-形式ω，使得 

dydxyadxdzxadzdyzad ∧+∧+∧= )()()( 321ω  。 
解 由题意，可得 

 )()(),()(),()( 231231 xaxbzazbyayb −=′−=′−=′ ， 
所以  

dxdyya ))(( 3∫−=ω dydzza ))(( 1∫− dzdxxa ))(( 2∫− 。 

5. 设 （∑
=

∧=
n

ji
jiij dxdxa

1,

ω jiij aa −= ， nji ,,2,1, = ）是 nR 上的 2-形式，证

明 

 1



dω ∑
=

∧∧⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
=

n

kji
kji

j

ki

i

jk

k

ij dxdxdx
x
a

x
a

x
a

1,,3
1

。 

证  因为 

, 1

n

ij i j
i j

a dx dxω
=

= ∧∑
, 1

n

jk j k
j k

a dx dx
=

= ∧ = ∑
=

∧
n

ik
ikki dxdxa

1,
∑ ， 

所以  

∑
=

∧∧
∂

∂
=

n

kji
jik

k

ij dxdxdx
x
a

d
1,,

ω  

            ∑
=

∧∧
∂

∂
=

n

kji
kji

i

jk dxdxdx
x
a

1,,
 

            ∑
=

∧∧
∂
∂

=
n

kji
ikj

j

ki dxdxdx
x
a

1,,
， 

由于 

 kjiikjjik dxdxdxdxdxdxdxdxdx ∧∧=∧∧=∧∧ ， 

从而  

dω ∑
=

∧∧⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂
+

∂

∂
=

n

kji
kji

j

ki

i

jk

k

ij dxdxdx
x
a

x
a

x
a

1,,3
1

。 
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习 题  14.5  场论初步 
 
1．设 ，对下列数量场 ，分别计算 和

： 
kjia 15203 −+= f x y z( , , ) fgrad

)(div af

（1） f x y z x y z( , , ) ( )= + +
−2 2 2

1
2； 

（2） ； f x y z x y z( , , ) = + +2 2 2

（3） 。 f x y z x y z( , , ) ln( )= + +2 2 2

解（1） )()(grad 2
3

222 kji zyxzyxf ++++−=
−

， 

   )15203()()(div 2
3

222 zyxzyxf −+++−=
−

a 。 
（2） )(2grad kji zyxf ++= ， 

)15203(2)(div zyxf −+=a 。 
（3） ， )()(2grad 1222 kji zyxzyxf ++++= −

   。 )15203()(2)(div 1222 zyxzyxf −+++= −a
2．求向量场 穿过球面 在第一卦限部分

的通量，其中球面在这一部分的定向为上侧。 
kjia 222 zyx ++= x y z2 2 2 1+ + =

解 设 ，方向取上侧，则所求通量为  )0,0,0(1: 222 ≥≥≥=++Σ zyxzyx

∫∫
Σ

++ dxdyzdzdxydydzx 222 ， 

由于 
84

)1(
1

0

32
0

222 πθπ π

=−=−−= ∫∫∫∫∫∫
ΣΣ

drrddxdyyxdxdyz
xy

， 

同理可得 
8

22 π
== ∫∫∫∫

ΣΣ

dzdxydydzx ， 

所以 π
8
3222 =++∫∫

Σ

dxdyzdzdxydydzx 。 

3．设 kjir zyx ++= ， ，求： || r=r
（1）满足 0])([div =rrf 的函数 ； f r( )
（2）满足 0)](div[grad =rf 的函数 。 f r( )

解（1）经计算得到  

r
xrfrf

x
xrf 2

)()())(( ′+=
∂

∂
， 

          ,)()())(( 2

r
yrfrf

y
yrf ′+=

∂
∂  

r
zrfrf

z
zrf 2

)()())(( ′+=
∂

∂
， 

所以  
)()(3])([div rfrrfrf ′+=r 。 
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由 ，得0])([div =rrf 0)()(3 =′+ rfrrf ，解此微分方程，得到  

3)(
r
crf = ， 

其中 为任意常数。 c

（2）由 )()( rf
r
x

x
rf ′=

∂
∂

， )()( rf
r
x

x
rf ′=

∂
∂

， )()( rf
r
x

x
rf ′=

∂
∂

，得到  

)()()( 2

2

3

22

rf
r
xrf

r
xrrf

r
x

x
′′+′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

∂
∂

， 

        )()()( 2

2

3

22

rf
r
yrf

r
yrrf

r
y

y
′′+′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

∂
∂

， 

        )()()( 2

2

3

22

rf
r
zrf

r
zrrf

r
z

z
′′+′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

∂
∂

， 

所以  
2div[grad ( )] ( ) "( )f r f r f
r

′= + r 。 

由 0)](div[grad =rf ，得 0)()(2 =′′+′ rfrrf ，解此微分方程，得到  
1

2( ) cf r c
r

= + ， 

其中 为任意常数。 21,cc
4. 计算 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅+⋅ )ln(

2
1grad rcrc  

其中 是常矢量，c kjir zyx ++= ，且 0>⋅ rc 。 

解  设 ，),,( 321 ccc=c )ln(
2
1 rcrc ⋅+⋅=u ，则  

)(2
,

)(2
,

)(2
3

3
2

2
1

1 rcrcrc ⋅
+=

∂
∂

⋅
+=

∂
∂

⋅
+=

∂
∂ c

c
z
ucc

y
ucc

x
u

， 

所以 

 
rc

ccrcrc
⋅

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅+⋅

2
1)ln(

2
1grad 。 

5.  计算向量场 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yarctangrada 沿下列定向曲线的环量： 

（1）圆周 ( ) ，从 轴正向看去为逆时针方向； ( ) ,x y z− + − = =2 2 12 2 0
1

z
（2）圆周 ，从 轴正向看去为顺时针方向。 x y z2 2 4+ = =, z
解  经计算，可得 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yarctangrada 2 2

1 ( , ,0y x
x y

= −
+

)， 

 2



2 2 2 2

rot 

0

y z
y x

x y x y

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
−
+ +

0

i j k

a =
x

， 

它在除去 轴的空间上是无旋场。 z
（1）设 { }2 2( , , ) ( 2) ( 2) 1, 0L x y z x y z= − + − = = ，从 轴正向看去为逆时针

方向；

z

{ }2 2( , , ) ( 2) ( 2) 1, 0x y z x y zΣ = − + − ≤ = ，方向取上侧。由于 轴不

穿过曲面 ，根据 Stokes公式， 
z

Σ

          。 d rot d
L Σ

⋅ = ⋅ =∫ ∫∫a s a S 0

（2）令 2cos , 2sin , 0x y zθ θ= = = ，则   

2 2d
L L

xdy ydx
x y
−

⋅ =
+∫ ∫a s

2

0
2d

π
θ π= − = −∫ 。 

6.  计算向量场 )( kjir ++= xyz 在点 M ( , , )1 3 2 处的旋度，以及在这点沿
方向 的环量面密度。 kjin 22 ++=

解  由 

rot ( ) ( ) ( )x z y y x z z y x
x y z

xyz xyz xyz

∂ ∂ ∂
= = − + − +

∂ ∂ ∂

i j k

r i −j k， 

可得  
)(rot Mr kji 43 +−−= 。 

向量场 )( kjir ++= xyz 在点 M ( , , )1 3 2 沿方向n的环量面密度为 

             =⋅
Σ ∫

Σ∂
→Σ

rr d
mM )(

1lim )(rot Mr
3
1

=⋅
n
n

。 

7. 设 向量场， 为数量场，证明：（假设函数

和 具有必要的连续偏导数） 
kjia zyx aaa ++= f x y z( , , )

a a ax y, , z f

（1） ； 0)div(rot  =a
（2） 0； =)(gradrot f
（3） aaa ∆=− )(rot rot)grad(div 。 

证（1） rot y yx xz z
a aa aa a

y z z x x y
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

a i
⎞
⎟
⎠

j k。 

设 二阶偏导数连续，则 zyx aaa ,,
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0)div(rot  =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

=
y
a

x
a

zx
a

z
a

yz
a

y
a

x
xyzxyza 。 

（2） rot (grad )f
y z

f f f
x y z

∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

0
x

i j k

。 

（3）由  

kajaiaa
zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=

divdivdiv)grad(div  

ji ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
zy

a
y
a

yx
a

zx
a

yx
a

x
a zyxzyx

2

2

2222

2

2

             

k⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+ 2

222

z
a

zy
a

zx
a zyx ， 

以及  

kjia ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=
y
a

x
a

x
a

z
a

z
a

y
a xyzxyzrot ， 

    =)(rot rot a i⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂

zx
a

z
a

y
a

yx
a zxxy

2

2

2

2

22

 

        

kj ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂

∂
−

∂∂
∂

+
zy

a
y
a

x
a

zx
a

yx
a

x
a

z
a

zy
a yzzxxyyz

2

2

2

2

222

2

2

2

22

， 

得到 
 akjiaa ∆=∆+∆+∆=− zyx aaa)(rot rot)grad(div 。 

8. 位 于 原 点 的 点 电 荷 q 产 生 的 静 电 场 的 电 场 强 度 为

)(
4 3

0

kjiE zyx
r

q
++=

επ
，其中 r x y z= + +2 2 2 ，ε0为真空介电常数。

求 。 Erot 

解      033
4433 =+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

r
yz

r
yz

r
y

zr
z

y
， 

3 3

x z
z r x r
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 4 4

3 3 0zx zx
r r

− + = ， 

3 3

y x
x r y r
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 4 4

3 3 0xy xy
r r

− + = ， 

所以  
rot , ( , , )x y z= ≠E 0 0。 
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9. 设 为常向量，a kjir zyx ++= ，验证： 
（1） 0)( =×⋅∇ ra ； 
（2） ara 2)( =××∇ ； 
（3） ararr ⋅=⋅⋅∇ 2))(( 。 

证（1）
zyx

aaa
zyx
zyx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×⋅∇ )( ra  

   0
)()()(
=

∂

−∂
+

∂
−∂

+
∂

−∂
=

z
xaya

y
zaxa

x
yaza yxxzzy 。 

（2）  ( )

y z z x x y

x y z
a z a y a x a z a y a x

∂ ∂ ∂
∇× × =

∂ ∂ ∂
− − −

i j k

a r  

2( )x y za a a= + +i j k a2= 。 

（3）  
22 2( )( ) ( )(( ) ) 2yx z

a ya x a z
x y z

∂∂ ∂
∇ ⋅ ⋅ = + + = ⋅

∂ ∂ ∂
r r a r a。 

10.  求全微分 ( ) 的原函数。 ( ) (x yz dx y xz dy z xy d2 2 22 2 2− + − + − ) z
解  记 ，由于  kjia )2()2()2( 222 xyzxzyyzx −+−+−=

y
a

z
x

a
x
ay

z
a

z
a

x
y
a xyzxyz

∂
∂

=−=
∂

∂

∂
∂

=−=
∂
∂

∂

∂
=−=

∂
∂ 2,2,2 ， 

所以向量场 是一个无旋场，其原函

数为 
kjia )2()2()2( 222 xyzxzyyzx −+−+−=

( , , ) 2 2 2

(0,0,0)
( , , ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

x y z
U x y z x yz dx y xz dy z xy dz C= − + − + − +∫  

2 2 2 2 2 2

0 0 0

1( 2 ) ( ) 2
3

x y z
x dx y dy z xy dz x y z xyz C= + + − = + + −∫ ∫ ∫ + 。 

11. 证明向量场 )0(2222 >
+
+

+
+
−

= x
yx
yx

yx
yx jia 是有势场并求势函数。 

证 当 时， 0>x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

∂
∂

=
+
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

∂
∂

22222

22

22

2
yx
yx

xyx
xyxy

yx
yx

y )(
， 

所以向量场 是有势场，其势函数为 a

 ( , )

2 2(1,0)

( ) ( )( , ) ( , )
x y x y dx x y dyV x y U x y C

x y
− + +

= − = − +
+∫  

 2 2
2 21 0

1arctan ln( )
2

x ydx x y ydy C x y C
x x y x

+
= − − + = − − + +

+∫ ∫ 。 

12. 证明向量场 kjia xyzyxzxzyxyzzyx )2()2()2( ++++++++= 是有势场，
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并求出它的势函数。 
证 设 ，则 kjia zyx aaa ++=

x
azxyy

z
a

z
a

zyxx
y
a zxyz

∂
∂

=++=
∂
∂

∂

∂
=++=

∂
∂ )(2,)(2 22 ， 

y
a

yxzz
x
a xy

∂
∂

=++=
∂

∂
)(22 ， 

所以向量场 是有势场。设原函数为a ( , , )U U x y z= ，则 
(2 ) ( 2 ) ( 2 )dU x y z yzdx x y z zxdy x y z xydz= + + + + + + + +  

])([)]([ 2222 zxdyxdzzdxyydzzdyxyzdx +++++=  
])([ 22 xydzxdyydxz +++  

)]([)()()( 222 zyxxyzdxyzdzxydyzxd ++=++= ， 
所以势函数为 
        。 ( , , ) ( , , ) ( )V x y z U x y z xyz x y z C= − = − + + +

13. 验证： 
（1） 为平面u y x y= −3 23 2R 上的调和函数；  
（2） 22 )()(ln byaxu −+−= 为 上的调和函数； )},{(\2 baR

（3）
222

1
zyx

u
++

= 为 上的调和函数。 )}0,0,0{(\3R

解（1）因为 

y
y
uy

x
uxy

y
uxy

x
u 6,6,33,6 2

2

2

2
22 =

∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

， 

所以   

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

， 

即 为平面u y x y= −3 23 2R 上的调和函数。 
（2）因为  

2222 )()(
,

)()( byax
by

y
u

byax
ax

x
u

−+−
−

=
∂
∂

−+−
−

=
∂
∂

， 

      222

22

2

2

222

22

2

2

])()[(
)()(,

])()[(
)()(

byax
byax

y
u

byax
axby

x
u

−+−
−−−

=
∂
∂

−+−
−−−

=
∂
∂

， 

所以  

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

， 

即 22 )()(ln byaxu −+−= 为 上的调和函数。 )},{(\2 baR

（3）记 222 zyxr ++= ，则 

       32

1
r
x

r
x

rx
u

−=−=
∂
∂

， 5

2

3432

2

3131
r
x

rr
x

r
x

rx
u

+−=+−=
∂
∂

， 
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 2 3

1u y
y r r r
∂

= − = −
∂

y
，

2 2

2 3 4 3

1 13 3u y y
y r r r r r
∂

= − + = − +
∂ 5

y
， 

2 3

1u z
z r r r
∂

= − = −
∂

z
，

2 2

2 3 4 3

1 13 3u z z
z r r r r r
∂

= − + = − +
∂ 5

z  

所以 

033
5

222

32

2

2

2

2

2

=
++

+−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

r
zyx

rz
u

y
u

x
u

， 

即
222

1
zyx

u
++

= 为 上的调和函数。 )}0,0,0{(\3R

14. 设u x y( , )在 2R 上具有二阶连续偏导数，证明 是调和函数的充要条

件为：对于

u
2R 中任意光滑封闭曲线C，成立 0=

∂
∂
∫
C

ds
n
u

，
n
u
∂
∂
为沿C的

外法线方向的方向导数。 
证 必要性。设C是 2R 中任意光滑封闭曲线，由 

),cos(),cos( y
y
ux

x
uu

nn
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
n

),cos(),cos( x
y
uy

x
u

ττ
∂
∂

−
∂
∂

= ， 

其中 、 分别是曲线n τ C上点 处的单位外法向和单位切向，得到 ),( yx

          ∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

CC
dx

y
udy

x
udsu

n
。 

由 green公式，得到 

 ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

DC

dxdy
y
u

x
uds

n
u

2

2

2

2
0= 。 

充分性。如果存在点 ，使得 ),( 000 yxM 0
),(),(

2
00

2

2
00

2

≠
∂

∂
+

∂

∂

y
yxu

x
yxu

， 

不妨设其大于零。由于u x y( , )具有二阶连续偏导数，所以存在 0>δ ，

使得在 ),( 0 δMOD = 上，成立  

               2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

+
∂
∂ 0> ， 

于是   

∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

DC

dxdy
y
u

x
uds

n
u

2

2

2

2
0> ， 

与条件矛盾，所以 是调和函数。 u

15. 设u u x y= ( , )与 v v x y= ( , )都为平面上的调和函数。令 22 vuF += 。证

明当 p ≥ 2时，在 的点成立 F ≠ 0
∆( )F p ≥ 0。 

证 由 

)(21
xx

pxxp
p

vvuupF
F

vvuu
pF

x
F

+=
+

=
∂
∂ −−  
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和 
1 2 ( )

p
y yp p

y y

uu vvF pF pF uu
y F

− −+∂
= =

∂
vv+ ， 

得到  

)()()2()( 22224
2

2

xxxxxx
p

xx
p

p
vvuuvupFvvuuFpp

x
F

+++++−=
∂

∂ −−  

和    

)()()2()( 22224
2

2

yyyyyy
p

yy
p

p
vvuuvupFvvuuFpp

y
F

+++++−=
∂

∂ −− ， 

所以  
=∆ )( pF  

     
。 )(])()[()2( 22222224

yyxx
p

yyxx
p vuvupFvvuuvvuuFpp +++++++− −− 0≥

16. 设 ， ： 为具有连续导数的

向量值函数，且满足 
}1|),,{( 222 ≤++= zyxzyxB ),,( zyxF 33 RR →

)0,0,0(≡
∂B

F ， 0≡⋅∇
B

F 。 
证明：对于任何 3R 上具有连续偏导数的函数 成立 ),,( zyxg

0=⋅∇∫∫∫ dxdydzg
B

F 。 

证 由 FFF ⋅∇+⋅∇=⋅∇ ggg )( 及 Gauss公式，得到 
=⋅∇∫∫∫ dxdydzg

B

F −⋅∇∫∫∫ dxdydzg
B

F)( dxdydzg∫∫∫ ⋅∇
B

F  

Sdg ⋅= ∫∫
∂B

F dxdydzg∫∫∫ ⋅∇−
B

F 0= ， 

最后一个等式利用了条件 )0,0,0(≡
∂B

F ， 0≡⋅∇
B

F 。 
17. 设 = ， 在D }1|),{( 222 <+∈ yxyx R ),( yxu D上具有连续二阶偏导数。进
一步，设u在D上不恒等于零，但在D的边界 D∂ 上恒为零，且在
上成立 

D

u
y
u

x
u λ=

∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

 （λ为常数）。 

证明 
0grad 22 =+ ∫∫∫∫

DD
dxdyudxdyu λ 。 

证 由 green公式， 

D

u uu dx u dy
y x∂

∂ ∂
− +

∂ ∂∫ dxdy
y
u

x
uu

y
u

x
u

D
∫∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= )()()( 2

2

2

2
22 。 

由于在 上 恒为零，所以D∂ ),( yxu
D

u uu dx u dy
y x∂

∂ ∂
− +

∂ ∂∫ 0= ，另一方面，在D
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上成立 u
y
u

x
u λ=

∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

，所以 

0)()( 222 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

+
∂
∂

∫∫ dxdyu
y
u

x
u

D

λ ， 

即    
0grad 22 =+ ∫∫∫∫

DD
dxdyudxdyu λ 。 

18. 设区域 由分片光滑封闭曲面Ω Σ所围成， 在),,( zyxu Ω上具有二阶

连续偏导数，且在Ω上调和，即满足 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

。 

（1）证明 

0=
∂
∂

∫∫
Σ

dS
n
u

， 

其中 为 的单位外法向量； n Σ
（2）设 为一定点，证明 Ω∈),,( 000 zyx

∫∫
Σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= dS
n
u

rr
uzyxu 1),cos(

4
1),,( 2000

nr
π

， 

其中 ),,( 000 zzyyxx −−−=r ， || r=r 。 

证（1）设n )cos,cos,(cos γβα= ，由方向导数的计算公式及 Gauss公式，

得到 

∫∫∫∫
ΣΣ ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ dS

z
u

y
u

x
udS

n
u )coscoscos( γβα

 

                
0)( 2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫∫∫
Ω

dxdydz
z
u

y
u

x
u

。 

（2）由于
r
nr ⋅

=)cos( nr, ， n⋅=
∂
∂ )grad( u
n
u

，于是  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+∫∫
Σ

dS
n
u

rr
u 1),cos(

4
1

2
nr

π ∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz
π4
1

，
 

其中 3

2
0 )(
r

uruxx
P x+−
= ， 3

2
0 )(

r

uruyy
Q y+−
= ， 3

2
0 )(
r

uruzz
R z+−
= 。 

经计算得到 

r
u

u
r
xx

r
u

x
P xx+

−
−=

∂
∂

5

2
0

3
)(

3 ， 

r
u

u
r
yy

r
u

y
Q yy+

−
−=

∂
∂

5

2
0

3
)(

3 ， 
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r
uu

r
zz

r
u

z
R zz+

−
−=

∂
∂

5

2
0

3
)(

3 ， 

所以    

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

。 

现在取一个以 为中心，),,( 000 zyx 0>δ 为半径的球面 ，使得 0S

Ω⊂0S ，并设n为 的单位外法向量，然后在0S Σ与 所围的区域 上

应用 Gauss公式，得到 
0S Ω′

0

2
( )

1 cos( , ) 1 1 ( )
4 4S

u P Q Ru dS dx
r r n x y zπ π ′Σ+ − Ω

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫∫
r n 0dydz = ， 

从而   

2

1 cos( , ) 1
4

uu dS
r r nπ Σ

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫
r n

0

2

1 cos( , ) 1
4 S

uu d
r r nπ

∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫
r n S。 

注意 δ=r 为常数， cos( ) 1=r n, 与 0
0

=
∂
∂

∫∫ dS
n
u

S
，则 

     2

1 cos( , ) 1
4

uu dS
r r nπ Σ

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫
r n

∫∫=
0

),,(
4

1
2

S

dSzyxu
πδ

， 

利用积分中值定理并令 0→δ ，即得 

∫∫
Σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= dS
n
u

rr
uzyxu 1),cos(

4
1),,( 2000

nr
π

。 
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第十五章  含参变量积分 
  

习  题  15.1  含参变量的常义积分 
 
1． 求下列极限： 
（1） ∫

+

→ ++

α

α α
1

0 220 1
lim

x
dx

； 

（2） ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∞→

1

0

11
lim nn

n
x

dx
。 

 解（1）由积分中值定理，可得 
           ∫∫∫

++

++
+

++
=

++

αα

ααα
1

1 22

1

0 22

1

0 22 111 x
dx

x
dx

x
dx  

∫ +
++

=
1

0 221 αx
dx

221 αξ
α
++

 （ξ在1与1 α+ 之间）， 

 于是  

∫
+

→ ++

α

α α
1

0 220 1
lim

x
dx

0

1

0 220
lim

1
lim

→→ ∫ +
++

=
αα αx

dx
221 αξ

α
++

 

=
41

11

0 2
π

=
+∫ dx

x
。 

（2）由连续性定理， 

        ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∞→

1

0

11
lim nn

n
x

dx
e

e
e

de
e

dx
x

x

x +
=

+
−=

+
= ∫∫ −

−

1
2ln

11
1

0

1

0
。 

2．设 当),( yxf y固定时，关于 在 上连续，且当 时，它

关于

x ],[ ba −→ 0yy

y单调增加地趋于连续函数 )(xφ ，证明 

∫∫ =
−→

b
a

b
ayy

dxxdxyxf )(),(lim
0

φ 。 

证 若能证明 )(),(lim
0

xyxf
yy

φ=
−→

关于 ],[ bax∈ 是一致的，即 0>∀ε ， 

0>∃δ ， ),( 00 yyy δ−∈∀ ， ],[ bax∈∀ ： εφ <− )(),( xyxf ，则  

εφφ )()(),())(),(( abdxxyxfdxxyxf
b

a

b

a
−<−≤− ∫∫ ， 

就有 
 。 ∫∫ =

−→

b
a

b
ayy

dxxdxyxf )(),(lim
0

φ

以下用反证法证明 )(),(lim
0

xyxf
yy

φ=
−→

关于 ],[ bax∈ 是一致的。 

   若不然，则 00 >∃ε ， 0>∀δ ， ),( 00 yyy δ−∈∃ ， ],[ bax∈∃ ： 

 1



0)(),( εφ ≥− xyxf 。 
依次取 1 1δ = ， 1 0 1 0( , )y y yδ∃ ∈ − 1 [ , ]， ： 1 1 1 0( , ) ( )f x y xφ ε− ≥ ； x a b∃ ∈

2 0 1
1min ,
2

y yδ ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

2 0 2 0( ,y y y， )δ∃ ∈ − 2 [ , ]， 2 2 2 0( , ) ( )f x y xφ ε− ≥ ； x a b∃ ∈，

 

0 1
1min ,n ny y
n

δ −
⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 0 0( , )n ny y yδ∃ ∈ − [ , ]nx a b∃ ∈ ， 0( , ) ( )n n nf x y xφ ε− ≥ ； ，

。 
   由此得到两列数列{ } { }nn yx , 。由于{ } { }nn yx , 有界，由 Bolzano- 
Weierstrass定理，存在收敛子列{ }{ }

kk nn yx , ，为叙述方便，仍记这两个 
子列为 ，其中 是递增的，{ } { }nn yx , { }ny 0lim nn

y y
→∞

= 。设 lim nn
x ξ

→∞
= 。 

由 )()(),( 0−→→ yyyf ξφξ ，可知 ,0>∃δ 0( 0y y y )δ∀ − < − < ：  

2
)(),( 0εξφξ <−yf ， 

注意 0lim yynn
=

∞→
，取足够大的K使得 0 0Ky yδ− < − < ，从而 

                  
2

)(),( 0εξφξ <−Kyf 。 

又 )(),( xyxf K φ− 在 ξ=x 点连续以及 lim nn
x ξ

→∞
= ， ,0>∃N 当 时， Nn >

成立   

( ) ( )
2

)(),()(),( 0εξφξφ <−−− KnKn yfxyxf ， 

于是  
0)(),( εφ <− nKn xyxf 。 

但是对固定的 ，当nx −→ 0yy 时， 关于 单调递增地趋于),( yxf n y

)( nxφ ，所以当 时，成立 { KNn ,max> }
 0)(),()(),( εφφ <−≤− nKnnnn xyxfxyxf ， 

这与 0)(),( εφ ≥− nnn xyxf ， ),2,1( =n 矛盾。 
3.  用交换积分顺序的方法计算下列积分： 

  （1） )0(
ln

1lnsin
1

0
>>

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫ abdx

x
xx

x

ab

；  

  （2） )01(
sinsin1

sin1ln2
0

>>
−
+

∫ a
x

dx
xa
xaπ

。 

解（1） ∫ ∫∫ ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ b

a
yb

a
y

ab
dx

x
xdydyxdx

x
dx

x
xx

x
1

0

1

0

1

0

1lnsin1lnsin
ln

1lnsin ， 

       ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

0

1lnsin dx
x

x y ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= + 1

00

11 1lncos
1

11lnsin
1

1 dx
x

x
yx

x
y

yy  

 2



         ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

1

0

1lncos
1

1 dx
x

x
y

y  

         ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= + 1

020

11
2

1lnsin
)1(

11lncos
)1(

1 dx
x

x
yx

x
y

yy ， 

于是  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

0

1lnsin dx
x

x y
2)1(1

1
++

=
y

， 

所以  

∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

0 ln
1lnsin dx

x
xx

x

ab
=

++
= ∫

b

a y
dy

2)1(1
)1arctan()1arctan( ab +−+ 。 

（2） ∫∫∫ ∫∫ −
=

−
=

−
+ 2

0 220
2

0 0 22
2

0 sin1
2

sin1
2

sinsin1
sin1ln

πππ

xy
dxdy

xy
dydx

x
dx

xa
xa aa

， 

     ∫ −
2

0 22 sin1

π

xy
dx

0
2

22
2

0 22 1

cotarctan
1

1
1cot

cot ππ

y

x

yyx
xd

−−
−=

−+
−= ∫  

                
212 y−

=
π

，  

所以  

=
−

=
−
+

∫∫
a

y

dy
x

dx
xa
xa

0 2
2

0 1sinsin1
sin1ln π

π

aarcsinπ 。 

4.  求下列函数的导数： 
（1） ； ∫ −=

2
2

)(
y

y

yx dxeyI

（2） ∫=
2 cos)(

y

y
dx

x
xyyI ； 

（3） 。 ∫∫
+

−
−+=

tx

tx

t
dytyxdxtF )sin()( 222

0

2

解（1） 。 −−=′ −− 35

2)( yy eyeyI ∫ −
2

22y

y
yx dxex

  （2） −
−

=′
y

yyyI
23 coscos2)( ∫

2

)sin(
y

y
dxxy =

y
yy 23 cos2cos3 −
。 

  （3）设 ，则  =),( txg ∫
+

−
−+

tx

tx
dytyx )sin( 222

)22sin()22sin()cos(2),( 22222 xtxxtxdytyxttxg
tx

txt −+++−+−= ∫
+

−
， 

所以 

)(tF ′ ),(2),( 2
0

2

tttgdxtxg
t

t += ∫  

∫∫∫ +−+−=
+

−

22

0
2222

0
2cos2sin2)cos(2

ttx

tx

t
xtdxxdytyxdxt  
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∫
+

−
+−+ tt

tt
dyyttt

2

2 )sin(2 224 。 

5. 设 ，其中 为可微函数，求∫ +=
y

dxxfyxyI
0

)()()( f )( yI ′′ 。 

解    ， ∫+=′
y

dxxfyyfyI
0

)()(2)(

      。 )(2)(3)( yfyyfyI ′+=′′

6. 设 ，其中 为可微函数，求 。 )(||)()( badxxyxfyF
b

a
<−= ∫ )(xf )(yF ′′

解 当 时， ，于是 ay ≤ ∫ −=
b

a
dxyxxfyF ))(()(

∫−=′
b

a
dxxfyF )()( ， 0)( =′′ yF ； 

当 时， ，于是 y b≥ ∫ −=
b

a
dxxyxfyF ))(()(

∫=′
b

a
dxxfyF )()( ， 0)( =′′ yF ； 

当 时， ，于是  a y b< < ∫∫ −+−=
b

y

y

a
dxyxxfdxxyxfyF ))(())(()(

=′ )(yF ∫∫ −
b

y

y

a
dxxfdxxf )()( ， )(2)( yfyF =′′ 。 

7. 设函数 具有二阶导数， 是可导的，证明函数 )(xf )(xF

[ ] ∫
+

−
+++−=

atx

atx
dyyF

a
atxfatxftxu )(

2
1)()(

2
1),(  

 满足弦振动方程 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

， 

 以及初始条件 )()0,(),()0,( xFx
t
uxfxu =
∂
∂

= 。 

证 直接计算，可得 
[ ] [ ])()(

2
1)()(

2
1 atxaFatxaF

a
atxfaatxfa

t
u

−++++′+−′−=
∂
∂

， 

[ ] [ ])()(
2

)()(
2

2

2

2
atxFatxFaatxfatxfa

t
u

−′−+′++′′+−′′=
∂
∂

， 

[ ] [ ])()(
2
1)()(

2
1 atxFatxF

a
atxfatxf

x
u

−−+++′+−′=
∂
∂

， 

[ ] [ ])()(
2
1)()(

2
1

2

2
atxFatxF

a
atxfatxf

x
u

−′−+′++′′+−′′=
∂
∂

， 

所以     

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

， 

且显然成立 )()0,(),()0,( xFx
t
uxfxu =
∂
∂

= 。 

8．利用积分号下求导法计算下列积分： 
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（1） )1()sinln(2
0

22 >−∫ adxxa
π

；     

（2） ； )1|(|)cos21ln(
0

2 <+−∫ ααα
π

dxx

（3） ∫ +2
0

2222 )cossinln(
π

dxxbxa 。 

解（1）设 =)(aI ∫ −2
0

22 )sinln(
π

dxxa ，则 

        =′ )(aI ∫∫ −+
−=

−
2

0 222
2

0 22 cot
1cot

2
sin

2 ππ

xd
axa

adx
xa

a  

0
2

22 1

cotarctan
1

2 π

−−
−=

a

xa

a 12 −
=

a

π
， 

于是  
=)(aI Caa +−+ )1ln( 2 。 

令 ，则  +→1a

== )1(IC 2lncosln2 2
0

π
π

−=∫ xdx ， 

所以  

=)(aI
2

1ln
2 −+ aaπ 。 

  （2）设 =)(αI ∫ +−
π

αα
0

2 )cos21ln( dxx ，则 0)0( =I 。设 0≠α ，由于 

=′ )(αI ∫ +−
−π

αα
α

0 2cos21
cos22 dx
x

x
， 

作变换 
2

tan xt = ，得到 

=′ )(αI ∫
∞+

+++−
++−

0 2222

2

)1]()1()1[(
)1(14 dt

tt
t

αα
αα  

    ∫∫
∞+∞+

++−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
=

0 2220 2 )1()1(
12

1
2

t
dt

t
dt

ααα
α

α
 

    ∫∫
∞+∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

−
+

=
0

2
20 2

1
11

1
1

2
1

2

t

td

t
dt

α
α
α
α

αα
0= ， 

所以 CI =)(α ，再由 ，得到 0)0( =I
0)( =αI （ 1<α ）。 

  （3）设 =)(aI ∫ +2
0

2222 )cossinln(
π

dxxbxa ，且不妨设 ， 。 0a > 0>b

当 时，ba = =)(aI alnπ 。以下设 ba ≠ 。 
由于  
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=′ )(aI ∫ +
2

0 2222

2

cossin
sin2π

dx
xbxa

xa
， 

记 

=A ∫ +
2

0 2222

2

cossin
sinπ

dx
xbxa

x
， =B ∫ +

2
0 2222

2

cossin
cosπ

dx
xbxa

x
， 

则  

2
22 π

=+ BbAa ， 

  =+ BA ∫ +
2

0 2222 cossin

π

xbxa
dx

∫ +
= 2

0 222 tan
tanπ

bxa
xd  

      
ab

x
b
a

ab 2
tanarctan1

0
2

ππ

== 。 

由此解得  

)(
1

2 baa
A

+
=
π

， 

于是  
=′ )(aI

ba +
π
， 

积分后得到  
=)(aI Cba ++ )ln(π 。 

由
2

ln)0( bI π= ，得到 2lnπ−=C ，从而 =)(aI
2

ln ba +π ，或者一般地有 

=)(aI
2

ln
ba +

π 。 

9．证明：第二类椭圆积分 

)10(sin1)( 2
0

22 <<−= ∫ kdttkkE
π

 

 满足微分方程 
0

1
)()(1)( 2 =

−
+′+′′

k
kEkE

k
kE 。 

证 直接计算，有 

∫
−

−
=′ 2

0 22

2

sin1

sin)(
π

dt
tk

tkkE ， 

∫∫∫
−

−=

−

−
−

−=′′ 2
0

2
3

22

2
2

0
2
3

22

42
2

0 22

2

)sin1(

sin

)sin1(

sin

sin1

sin)(
πππ

dt

tk

tdt

tk

tkdt
tk

tkE   

= ∫∫
−

+
−

−
2

0
2
3

222

22
2

0 222
)sin1(

cossin

sin1

ππ

dt

tkk

tt

tkk

dt
， 

于是  

 6



)(kE ′′ = ∫∫
−

−
−

−−
2

0
2
3

22
2

2
0 222 sin

)sin1(

cos
1

1

sin11
1 ππ

td

tk

t
ktk

dt
k

 

= ∫∫
−−

−
−−

2
0 222

2
0 222 sin1

sincos
1

1

sin11
1 ππ

tk

ttd
ktk

dt
k  

= dt
tk

t
ktk

dt
k ∫∫

−−
−

−−
2

0 22

2

2
2

0 222 sin1

sin
1

1

sin11
1 ππ

， 

所以  

21
)()(1)(

k
kEkE

k
kE

−
+′+′′

  

    = 2
2

0 22

22

2
2

0 22

2

2 1
)(

sin1

sin)1(
1

1

sin1

cos
1

1
k
kEdt

tk

tk
ktk

tdt
k −

+
−

−
−

−
−− ∫∫

ππ

 

= 2
2

0
22

2 1
)(sin1

1
1

k
kEdttk

k −
+−

− ∫
π

= 0。 

10．设函数 在),( vuf 2R 上具有二阶连续偏导数。证明：函数 

∫ ++=
π

ϕϕϕ
2

0
)sin,cos(),,( dzyzxfzyxw  

 满足偏微分方程 

z
w

z
w

y
w

x
wz

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

。 

证  由直接计算，可得 

=
∂
∂

x
w

∫
π

ϕ
2

0
dfu ， =

∂
∂

2

2

x
w

∫
π

ϕ
2

0
dfuu ， 

=
∂
∂

y
w

∫
π

ϕ
2

0
dfv ， =

∂
∂

2

2

y
w

∫
π

ϕ
2

0
dfvv ， 

=
∂
∂

z
w

∫ +
π

ϕϕϕ
2

0
)sincos( dff vu ， 

=
∂
∂

2

2

z
w

∫ ++
π

ϕϕϕϕ
2

0
22 )sin2sincos( dfff vvuvuu ， 

于是  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

z
w

y
w

x
wz ∫ +−

π
ϕϕϕϕ

2

0
22 )cos2sinsin( dfffz vvuvuu 。 

另一方面，由分部积分可得 

∫∫ +−−=
ππ

ϕϕϕϕϕϕ
2

0

2

0
sin]cos)sin([cos dzfzfdf uvuuu ， 

   ， ∫∫ +−=
ππ

ϕϕϕϕϕϕ
2

0

2

0
cos]cos)sin([sin dzfzfdf vvvuv

所以  
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z
w

z
w

y
w

x
wz

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

。 

11．设 在 上连续，且 。研究函数 )(xf ]1,0[ 0)( >xf

∫ +
=

1

0 22

)()( dx
yx
xyfyI  

的连续性。 

解  设 ，由于0 0y ≠ 22
)(
yx
xyf

+
在 0

0 0[0,1] [ , ]
2 2
y y

y y× − + 0 上连续，可知

∫ +
=

1

0 22

)()( dx
yx
xyfyI 在 处连续。 0 0y ≠

设 ，则 。由于 在 上连续，且 ，

所以 在 上的最小值 ，当 时，成立 
0 0y = 0( ) (0) 0I y I= = )(xf ]1,0[ 0)( >xf

)(xf ]1,0[ 0>m 0>y 2222
)(

yx
my

yx
xyf

+
≥

+
，

于是  
1

2 20

1( ) arctanyI y m dx m
x y y

≥ =
+∫ ， 

由
0

1lim ( arctan ) 0
2y

mm
y

π
→ +

= > ，可知
0

lim ( ) 0 (0)
y

I y I
→ +

≠ = ，即 ∫ +
=

1

0 22

)()( dx
yx
xyfyI 在

处不连续。 0 0y =

注 在本题中可证明 )0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
=

+→
与 )0(

2
)(lim

0
fyI

y

π
−=

−→
，其中 ，

由此也说明了 在 点不连续。证明如下： 

0)0( ≠f

)(yI 0=y

0>∀ε ，取 0>η ，使得当 η<< x0 时，
π
ε

<− )0()( fxf ，则 

∫ +
η
0 22

)(| dx
yx
xyf

2
|)0(

0 22
εη <

+
− ∫ dx

yx
yf

。 

对固定的 0>η ，取 0>δ ，使得当 δ<< ||0 y 时，
2

|)(| 1
22

ε
η

<
+∫ dx

yx
xyf

，于是 

∫ +
1
0 22

)(| dx
yx
xyf εη <

+
− ∫ |)0(

0 22 dx
yx

yf
。 

分别令 与 ，由 +→ 0y −→ 0y

)0(
2

)0(lim
0 220

fdx
yx

yf
y

πη =
+∫

+→
， )0(

2
)0(lim

0 220
fdx

yx
yf

y

πη −=
+∫

−→
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和ε的任意性，即可得到 )0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
=

+→
与 )0(

2
)(lim

0
fyI

y

π
−=

−→
。 
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习  题  15.2  含参变量的反常积分 
 
1.  证明下列含参变量反常积分在指定区间上一致收敛： 
（1）∫

∞+

+0 22
cos dx

yx
xy

， ；      （2）0>≥ ay ∫
∞+ −

+0

2sin dxe
x

x xα

α
， 00 αα ≤≤ ； 

（3） ，∫
∞+

0

4 cossin xdxxx α ba ≤≤α 。 

解  （1）因为  ≤
+ 22

cos
yx
xy

22
1

ax +
，而  ∫

∞+

+0 22
1 dx

ax
收敛，所以由

Weierstrass判别法， ∫
∞+

+0 22
cos dx

yx
xy

在 ),[ +∞a 上一致收敛。 

（2） 12sin
0

≤∫
A

xdx ，即
0

sin 2
A

xdx∫ 关于 ],0[ 0αα ∈ 一致有界；
α

α

+

−

x
e x
关于

单调，且由

x

xx
e x 1

≤
+

−

α

α
，可知当 +∞→x 时，

α

α

+

−

x
e x
关于 ],0[ 0αα ∈ 一致趋于

零。于是由 Dirichlet判别法，可知 ∫
∞+ −

+0

2sin dxe
x

x xα

α
在 ],0[ 0αα ∈ 上一致收

敛。 

   （3）由分部积分法， 

4 4
2

1 cossin cos cos
4A A

xx x xdx d x
x
αα

+∞ +∞
= −∫ ∫

 
4 4

2 2

cos cos 1 sin cos 1 cos cos
4 4 2A A

A

x x x x x xdx dx
x x

α α α α
+∞

+∞ +∞
= − − −∫ ∫

4

3x
, 

其中  

2 2

cos cos 1
A

x x
x A

α +∞
≤ ； 

再由 22

4 ),max(cossin
x

ba
x

xx
≤

αα
及 33

4 1coscos
xx

xx
≤

α
，可得到 

4

2 2

max( , )sin cos 1max( , )
A A

a bx x dx a b dx
x x

α α+∞ +∞
≤ =∫ ∫ A

 

与 
4

3 3

cos cos 1 1
2A A

x x dx dx 2x x A
α+∞ +∞

≤ =∫ ∫ 。 

当 时，上述三式关于+∞→A α在 上一致趋于零，所以原积分关于],[ ba
α在 上一致收敛。 ],[ ba
2．说明下列含参变量反常积分在指定区间上非一致收敛： 
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（1）∫
∞+

+0 2 )1(
sin dx

x
xx

α
α

， +∞<<α0 ；     （2）∫
1

0

1sin1 dx
xxα ， 20 <<α 。 

解（1）取 0
2 0

18
ε = > ， ，取0 0A∀ >

4
3,

4 0
ππ nAAnA =′′>=′ ，

1
n n

α α= = ， 

则当 充分大时， n

=
+∫

′′

′

A

A
dx

x
xx
)1(

sin
2α

α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+∫

2

22
4

3

4
2

)
4

3(116

2
)1(

sin
π
π

α
απ

π n
ndx

x
xxn

n
n

n
0

2
18

ε> = ， 

由 Cauchy收敛准则， ∫
∞+

+0 2 )1(
sin dx

x
xx

α
α

在 ),0( +∞∈α 上不一致收敛。 

   （2）作变量代换
t

x 1
= ，则 

∫∫
∞+

−=
1 2

1

0
sin11sin1 tdt

t
dx

xx αα 。 

取 0
2 0

8
ε π= > ， ，取0 0A∀ >

4
32,

4
2 0

ππππ +=′′>+=′ nAAnA ， 

12n n
α α= = − ，则当 充分大时， n

=∫
′′

′ −

A

A
tdt

t
sin1

2 α
n

n

n

n

tdt
t n 1

4
32

4
2 2

4
324

2sin1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥∫
+

+ −
ππ

ππ
π

π
π α 0

2
8
π ε> = ， 

由 Cauchy收敛准则， ∫
1

0

1sin1 dx
xxα 在 )2,0(∈α 上不一致收敛。 

3．设 在 上连续，反常积分 当)(tf 0>t ∫
∞+

0
)( dttft λ a=λ 与 b=λ 时都收敛，

证明 关于∫
∞+

0
)( dttft λ λ在 上一致收敛。 ],[ ba

证 将反常积分 写成 ∫
∞+

0
)( dttft λ

∫
+∞ =
0

)( dttft λ ∫ +−1
0

)]([ dttftt aaλ ∫
+∞ −
1

)]([ dttftt bbλ 。 

对于 ，因为 收敛从而关于∫ −1

0
)]([ dttftt aaλ ∫

1

0
)( dttft a λ在 上一致

收敛， 是 t的单调函数，且

],[ ba
at −λ 1≤−at λ ，即 在at −λ [0,1]t∈ 上关于 [ , ]a bλ ∈

一致有界，由 Abel判别法，可知 关于∫ −1

0
)]([ dttftt aaλ λ在 上一致收

敛。 

],[ ba

对于 ，因为 收敛从而关于∫
+∞ −
1

)]([ dttftt bbλ ∫
+∞

1
)( dttft b λ在 上一

致收敛， 是 的单调函数，且

],[ ba

bt −λ t 1≤−bt λ ，即 btλ− 在 [1, )t∈ +∞ 上关于

 2



[ , ]a bλ ∈ 一致有界，由 Abel判别法，可知 关于∫
+∞ −
1

)]([ dttftt bbλ λ在

上一致收敛。 

],[ ba

所以 关于∫
∞+

0
)( dttft λ λ在 上一致收敛。 ],[ ba

4.  讨论下列含参变量反常积分的一致收敛性： 

（1） ∫
∞+

0

cos dx
x
xy
，在 ； 00 >≥ yy

（2） ，在（I）∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α ba <<α ；（II） +∞<<∞− α ； 

（3） ，在（I） ；（II） ； ∫ −1

0

21 ln xdxx p 00 >≥ pp 0>p

（4） ，在（I）∫
∞+ −

0
sin xdxe xα 00 >≥αα ；（II） 0>α ； 

解（1） ∫
∞+

0

cos dx
x
xy

∫=
1

0

cos dx
x
xy

∫
∞+

+
1

cos dx
x
xy
， 

对于 ∫
1

0

cos dx
x
xy
，由于

xx
xy 1cos

≤ ， ∫
1

0 x
dx
收敛，由 Weierstrass 判

别法，可知 ∫
1

0

cos dx
x
xy
关于 一致收敛。 y

对于
1

cos xy dx
x

+∞

∫ ，由于
0

1

2cos
y

xydx
A

≤∫ ，即 关于

一致有界，以及

∫
A

xydx
1

cos ),[ 0 +∞∈ yy

x
1
单调，当 +∞→x 时，

x
1
关于 ),[ 0 +∞∈ yy 一致趋于

零，由 Dirichlet判别法，可知 ∫
∞+

1

cos dx
x
xy
关于 ),[ 0 +∞∈ yy 一致收敛， 

所以 ∫
∞+

0

cos dx
x
xy
关于 ),[ 0 +∞∈ yy 一致收敛。 

（ 2）（ I）当 ba <<α ，取 ，使0>A ],[),( AAba −⊂ 。则 Ax ≥∀ ，
22 )()( Axx ee −−−− ≤α ，而

2( )A x Ae d
− − −

−∞∫ x与
2( )x A

A
e

+∞ − −∫ dx

x x

收敛，由Weierstrass判

别法的证明，可知反常积分 与 在
20 ( )xe dα− −

−∞∫
2( )

0

xe dα+∞ − −∫ ),( ba∈α 上一致

收敛。所以 在∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α ),( ba∈α 上一致收敛。 

（II）当 +∞<<∞− α ，对于 ，取∫
∞+ −−

0
)( 2

dxe x α
0

1 0
e

ε = > ， ，取

，

0 0A∀ >

0 , 1A n A A n′ ′′= > = + n nα α= = ，则当 充分大时， n
22 1 ( )( ) n

A n xx

A n
e dx e dxαα′′ + − −− −

′
= =∫ ∫

21

00

1xe dx
e

ε− > =∫ ， 

由 Cauchy收敛准则， 在∫
∞+ −−

0
)( 2

dxe x α ),( +∞−∞∈α 上不一致收敛。同理 
20 ( )xe α− −

−∞∫ dx 在 ),( +∞−∞∈α 上也不一致收敛。所以 在∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α
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),( +∞−∞∈α 上不一致收敛。 
（3）（I）当 ，00 >≥ pp xxxx pp 2121 lnln 0−− ≤ ，而 收敛，由

Weierstrass判别法， 在

∫ −1

0
21 ln0 xdxx p

∫ −1

0

21 ln xdxx p ∈p ),[ 0 +∞p 上一致收敛。 

（II）当 ，取0>p 1 0np
n

= > ，由于 
11 1 11 2 2 21 1

n n
)0( +→1 1

2 2

1 1ln ln ln
2

np nn n n n

n n

x xdx x dx n
n n

−− ⎛ ⎞
≥ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ +∞→ p ， 

由 Cauchy收敛准则，可知 在∫ −1

0

21 ln xdxx p ),0( +∞∈p 上不一致收敛。 

（4）（I）当 00 >≥αα ， xx exe 0sin αα −− ≤ )0( ≥x ，而 收敛，由

Weierstrass判别法， 在

∫
+∞ −

0
0 dxe xα

∫
∞+ −

0
sin xdxe xα ),[ 0 +∞∈ αα 上一致收敛。 

（II）当 0>α ，取 0 2e πε −= ， 0A∀ > ，取 , ( 1)A n A A nπ π′ ′′= > = + ， 
1

1n n
α α= =

+
，则当 充分大时， n

( 1)

0sin 2n
n x

n
e xdx e

π α π

π
ε

+ − −≥ =∫ ， 

由 Cauchy收敛准则， 在∫
∞+ −

0
sin xdxe xα ),0( +∞∈α 上不一致收敛。 

5.  证明函数 ∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在 ),0( +∞ 上连续。 

证 任取 [ , ，] (0, )a b ⊂ +∞ 2cos
1

≤∫
A

xdx ，即 关于∫
A

xdx
1

cos ],[ ba∈α 一致有

界； αx
1
关于 单调，且x ],[ ba∈∀α 成立 axx

11
≤α ，所以当 +∞→x 时， αx

1

关于 ],[ ba∈α 一致趋于零。由 Dirichlet判别法，可知 ∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在

],[ ba∈α 上一致收敛，从而 ∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在 上连续，由 的任

意性，即知

],[ ba ba,

∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在 ),0( +∞ 上连续。 

6. 确定函数 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 的连续范围。 

解  函数 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 的定义域为 。下面我们证明(0, 2)

∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 在 上 内 闭 一 致 收 敛 ， 即(0, 2) 0>∀η ，

∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 在 ]2,[ ηη −∈y 上一致收敛，从而得到 在

上的连续性。 

( )F y )2,0(

 4



    由于积分有两个奇点，所以将 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 写成 

2
20

sin( )
( )y y

xF y dx
x x

π

π −=
−∫ 2

2

sin
( )y y

x dx
x x

π

π π −+
−∫ )()( 21 yFyF += 。 

当 ，)1,0(∈x η−≤ 2y 时， yy xx
x

−− 2)(
sin
π η−≤ 2

sin
x

x
，而

1

20

sin x dx
x η−∫ 收敛，由

Weierstrass 判别法的证明，可知反常积分 2
1 20

sin( )
( )y y

xF y dx
x x

π

π −=
−∫ 在

]2,[ ηη −∈y 上一致收敛。 

当 ( 1,x )π π∈ − ， η≥y 时， yy xx
x

−− 2)(
sin
π ηπ −−

≤ 2)(
sin

x
x
，而 21

sin
( )

x dx
x

π

ηπ π −− −∫
收 敛 ， 由 Weierstrass 判 别 法 的 证 明 ， 可 知 反 常 积 分

2 2
2

sin( )
( )y y

xF y dx
x x

π

π π −=
−∫ 在 ]2,[ ηη −∈y 上一致收敛。 

所以 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 在 ]2,[ ηη −∈y 上一致收敛。 

7. 设 存在。证明 的 Laplace 变换 在

上连续。 
∫

∞+

0
)( dxxf )(xf ∫

∞+ −=
0

)()( dxxfesF sx

),0[ ∞+

证 由于 收敛即关于 在∫
∞+

0
)( dxxf s ),0[ +∞ 上一致收敛， 关于 单调，

且

sxe− x

1≤−sxe ，即 在sxe− ),0[),,0[ +∞∈+∞∈ sx 上一致有界，由 Abel判别法，

在 上一致收敛，从而 在 上连续。 ∫
∞+ −=

0
)()( dxxfesF sx [0, )s∈ +∞ ( )F s ),0[ +∞

8. 证明函数 ∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 在 ),( +∞−∞ 上可微。 

证 首先反常积分 ∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 对任意 ( ,t )∈ −∞ +∞ 收敛。其次有 

20

cos
1 ( )

x dx
t x t

+∞ ⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂ + +⎣ ⎦

∫ 20 2

2( ) cos
1 ( )

x t xdx
x t

+∞ +
= −

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
∫ 。 

任取[ , ， ，]a b 0>∀A 2cos
0

≤∫
A

xdx ，即 关于∫
A

xdx
0

cos ],[ bat ∈ 一致有界；

记 },max{ bac = ，当 ，cx > ],[ bat ∈ 时， 22 ])(1[
)(2

tx
tx

++
+

关于 单调，且x

22 ])(1[
)(2

tx
tx

++
+

2)(1
1

cx −+
≤ ，即当 +∞→x 时， 22 ])(1[

)(2
tx
tx

++
+

关于 一

致趋于零。由 Dirichlet判别法，可知 

],[ bat ∈

2 20

2( ) cos
[1 ( ) ]

x t xdx
x t

+∞ +
−

+ +∫ 在

上一致收敛，所以

],[ bat ∈

∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 在 ],[ bat ∈ 上可微，且有 

 5



         ∫
∞+

++
+

−=′
0 22 ])(1[

cos)(2)( dx
tx

xtxtI 。 

由 的任意性，即知ba, ∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 在 ),( +∞−∞ 上可微。 

9. 利用 ∫ −
−−

=
− b

a

xy
bxax

dye
x

ee
，计算 ∫

∞+ −− −
0

dx
x

ee bxax

  （ ）。 0>> ab

解   当 时，[ , ]y a b∈ xy axe e− −≤ ，而 收敛，所以 关于

一致收敛，由积分次序交换定理， 
0

axe dx
+∞ −∫ 0

xye dx
+∞ −∫

[ , ]y a b∈

∫
∞+ −− −

0
dx

x
ee bxax

a
b

y
dydxedydyedx

b

a
xyb

a

b

a
xy ln

00
==== ∫∫∫∫∫

+∞ −−∞+
。 

10．利用 ∫=
− b

a
xydy

x
axbx cossinsin

，计算 ∫
∞+ − −

0

sinsin dx
x

axbxe px   （ ，

）。 

0>p

0>> ab

解  当 时，[ , ]y a b∈
0

2cos
A

xydx
a

≤∫ ，即
0

cos
A

xydx∫ 关于 [ , ]y a b∈ 一致有界；

pxe− 关于 单调，且当x x →+∞时， pxe− 关于 一致趋于零。由 Dirichlet
判别法， 关于

y

0
cospxe xydx

+∞ −∫ [ , ]y a b∈ 一致收敛，由积分次序交换定理， 

∫
∞+ − −

0

sinsin dx
x

axbxe px ∫∫∫∫
+∞ −∞+ − ==
00

)cos()cos( dxxyedydyxydxe pxb

a

b

a
px 。 

利用分部积分， 

∫
+∞ −
0

)cos( dxxye px
22 yp

p
+

= ， 

于是 

∫
∞+ − −

0

sinsin dx
x

axbxe px

p
a

p
bdy

yp
pb

a
arctanarctan22 −=

+
= ∫ 。 

11．利用 ∫
∞+

=
+0 2 2 axa
dx π

（ ），计算0>a ∫
∞+

++
=

0 12 )( nn xa
dxI  （ 为正整

数）。 

n

解 由于 ∫
∞+

+0 2xa
dx
对一切 ),0( +∞∈a 收敛， 20

1 dx
a a x

+∞ ∂ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠∫ ( )20 2

dx

a x

+∞ −

+
∫

关于 在 上内闭一致收敛，因此a (0, )+∞ ∫
∞+

+0 2xa
dx
在 ),0( +∞∈a 上可微且

成立 

20

d dx
da a x

+∞
=

+∫ 20

1 dx
a a x

+∞ ∂ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠∫ 2 20 ( )
dx

a x
+∞

−
+∫ ， 

所以 

2 2
dI
da a

π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

同理上述积分仍可在积分号下求导，并可不断进行下去。由 
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1 1
2 2(2 1)!!( 1)

2

n nn
n n

d na a
da

− −⎛ ⎞ −
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
 

与 

2 2

1 ( 1)
( )

n n

n n

n
a a x a x 1

!
+

∂ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ + +⎝ ⎠
， 

即可得到  

∫
∞+

++
=

0 12 )( nn xa
dxI = π2

12

!)!2(2
!)!12( +

−− n

a
n

n
。 

12．计算 ∫
∞+

−
=

1 22 1
arctan)( dx

xx
xg αα 。 

解 ∫∫
∞+∞+

+
−

−=−=
1 22

2

1 2 )1(
1sgn

2
11arctan)( dx

xx
x

x
xdg

α
ααπαα 。 

在最后一个积分中，令 12 −= xt ，则 

 ∫
∞+

+++
−=

0 2222

2

)1)(1(
sgn

2
)( dt

xt
tg

αα
ααπα  

     ∫
∞+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

++
+

−=
0 2222

2

1
1

1
1sgn

2
dt

ttαα
αααπ  

     = [ ]211||sgn
2

αααπ
+−+⋅ 。 

13．设 在 上连续，且)(xf ),0[ +∞ 0)(lim =
+∞→

xf
x

，证明 

a
bfdx

x
bxfaxf ln)0()()(

0
=

−
∫

∞+  （ ）。 0, >ba

证 设 ， 0>′>′′ AA

=
−

∫
′′

′
dx

x
bxfaxfA

A

)()(
∫∫

′′

′

′′

′
−

A

A

A

A
dx

x
bxfdx

x
axf )()(

 

      ∫∫
′′

′

′′

′
−=

Ab

Ab

Aa

Aa
dx

x
xfdx

x
xf )()(

∫∫
′′

′′

′

′
−=

Ab

Aa

Ab

Aa
dx

x
bxfdx

x
axf )()(

 

      a
bff ln)]()([ 21 ξξ −= ， 

最后一个等式利用了积分中值定理，其中 1ξ 在 Aa ′与 Ab ′之间， 2ξ 在 Aa ′′

与 之间。令 ，Ab ′′ 0+→′A +∞→′′A ，则 +∞→→ 21 ,0 ξξ ，由 在

上连续，且 ，即得 

)(xf ),0[ +∞

0)(lim =
+∞→

xf
x

           
a
bfdx

x
bxfaxf ln)0()()(

0
=

−
∫

∞+
。 

14．（1）利用
20

2 π
=∫

∞+ − dye y 推出 cy
cy

edyecL 2

0 2
)(

2

2
2

−∞+ −−

== ∫
π

（ ）； 0>c

 7



   （2）利用积分号下求导的方法引出 L
dc
dL 2−= ，以此推出与（1）同

样的结果，并计算 ∫
∞+ −−

0

2
2

dye y
bay

（ ）。 0,0 >> ba

解（1）令
t
cy = ，则 

2
2

2

0
( )

cy
yL c e dy

− −+∞
= =∫ ∫

∞+ −−

0 2
2

2
2

dt
t
ce t

ct
2

2
2

20

cy
y ce d

y

− −+∞
= ∫ y， 

于是 

∫∫
∞+ −−−∞+ −−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

0

2)(

0 2 )(1)(2
2

2

2
2

y
cydedy

y
cecL

c
y
cy

y
cy

。 

再令
cy
y

− = x，得到 

2
2

2

0
( )

cy
yL c e dy

− −+∞
= =∫ ∫

∞+

∞−
−

−

dxee x
c

2

2

2
2

2
ceπ −= 。 

（2）利用积分号下求导， 

=
dc
dL Ldye

y
c y

cy
212

0 2

2

2
2

−=− ∫
∞+ −−

， 

于是  
dc

L
dL 2−= ， 

对等式两边积分，得到 
 ， ceLcL 2

0)( −=

注意到
2

)0( π
=L ，所以   

cecL 2

2
)( −=

π
。 

令 yat = ，得到 

∫
∞+ −−

0

2
2

dye y
bay

= =∫
∞+ −−

0

2
21 dte

a
t
abt

abe
a

2

2
1 −π

。 

15．利用 220

)( 122

x
dte xt

+
=∫

∞+ +−

α
α ，计算 ∫

∞+

+
=

0 22

cos dx
x
xJ

α
β

（ 0>α ）。 

解 首先有 

∫
∞+

+
=

0 22

cos dx
x
xJ

α
β 2 2( )

0 0
cos t xxdx e dtαβ

+∞ +∞ − += =∫ ∫ ∫∫
+∞ +−∞+

0
)(

0
cos

22

xdxedt xt βα 。 

利用例 15.2.8的结果  

 8



       22

2
2cos)(

0
xt extdtexI −∞+ − == ∫

π
， 

可得  

=∫
∞+ −

0
cos

2

xdxe tx β ttx e
t

xtdxt
t

e
t

4
0

2

2 1
2

)(
2

2cos1 βπβ −∞+ − =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ ， 

于是  

== ∫
∞+ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

0

4

2
2

tdeJ t
t βα

π ||

2
βα

α
π −e ， 

其中最后一个等式利用了上题的结论。 
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习  题  15.3   Euler 积分 
 
1.  计算下列积分： 

（1） ∫ −
1

0

2 dxxx ；    （2） ∫ −

π

0 cos3 x
dx

； 

（3） ∫
−

1

0 1n nx
dx
（ ）；  （4）0>n ∫

∞+ −

+0

1

1
dx

x
x

n

m

 （ ）； 0>> mn

（5） dx
x
x

∫
∞+

+0 2

4

)1(
；    （6） ∫ 2

0
2
1

7 cossin
π

xdxx ； 

（7）  （ ）； （8）∫  （ ）。 ∫
∞+ −

0
dxex

nxm 0, >nm −− −
1

0

11 )1( dxxx qnp 0,, >nqp

解（1） ∫ −
1

0

2 dxxx
8

)
2
1(

8
1

)3(

)
2
3(

)
2
3,

2
3()1( 2

2
1

0
2
1

2
1 π

=Γ=
Γ

Γ
=Β=−= ∫ dxxx 。 

（2）作变换
2
cos1 xt −

= ，则  
1
42arcsinx t= ，

3 1
4 22 1

dtdx

t t

=

−

，
1
23 cos 2(1 )x t− = + ， 

于是 

∫ −

π

0 cos3 x
dx )

2
1,

4
1(

22
1)1(

22
1 1

0
2
1

4
3

Β=−= ∫
−−

dttt 。 

（3）作变换 ，则 nxt =

∫
−

1

0 1n nx
dx

=−Β=−= ∫
−−

)11,1(1)1(1 1

0

111

nnn
dttt

n
nn

n
n π
π

sin
。 

（4）作变换 θtan2 =
n

x ，则 

∫
∞+ −

+0

1

1
dx

x
x

n

m

∫∫
−−−

== 2
0

2112
2
0

12

cossin2tan2 ππ

θθθθθ d
n

d
n

n
m

n
m

n
m

， 

再作变换 ，得到 θ2sin=t

∫
∞+ −

+0

1

1
dx

x
x

n

m

=−Β=−= ∫
−−

)1,(1)1(1 1

0

1

n
m

n
m

n
dttt

n
n
m

n
m

n
mn π

π

sin
。 

（5）作变换
x

xt
+

=
1
，则  

dt
t

dx
t

tx 2)1(
1,

1 −
=

−
= ， 

于是 

 1



dx
x
x

∫
∞+

+0 2

4

)1( 22
4

sin4
)

4
3()

4
1(

4
1)

4
3,

4
5()1(

1

0
4
1

4
1 π

π
π

==ΓΓ=Β=−= ∫
−

dttt 。 

（6）作变换 ，则 xt 2sin=

∫ 2
0

2
1

7 cossin
π

xdxx
1155
256

4
3

4
7

4
11

4
152

!3

)
4
34(

)
4
3()4(

2
1)1(

2
1 1

0
4
1

3 =
⋅⋅⋅⋅

=
+Γ

ΓΓ
=−= ∫

−
dttt 。 

（7）作变换 ，则 nxt =

∫
∞+ −

0
dxex

nxm )1(11
0

11

n
m

n
dtet

n
tn

m
+

Γ== ∫
∞+ −−

+

。 

（8）作变换 ，则 nxt =

∫ −− −
1

0

11 )1( dxxx qnp =−= ∫ −−1

0
11

)1(1 dttt
n

qn
p

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ q

n
pB

n
,1
。 

2．证明 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=∫

∞+ −

nn
dxe

nx 11
0

（ 为正整数），并推出 。 n 1lim
0

=∫
∞+ −

∞→
dxe

nx

n

证 令 ，则  nxt =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ== ∫∫

∞+ −−∞+ −

nn
dtte

n
dxe ntxn 111

0

11

0
。 

利用 以及 函数的连续性，得到 )()1( sss Γ=+Γ Γ

1)1(11limlim
0

=Γ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ=

∞→

∞+ −

∞→ ∫ n
dxe

n

x

n

n

。 

3． 证明 在 上可导，且 。进一步证明

（ ）。 

)(sΓ 0>s ∫
∞+ −−=Γ′

0

1 lne)( xdxxs xs

( )∫
∞+ −−=Γ

0

1)( lne)( dxxxs nxsn 1≥n

证 1

0
( e )s xx dx

s
+∞ − −∂

=
∂∫ 1

0
e lns xx xdx

+∞ − −∫ 。任意取 0 00 s S< < < +∞。 

当 ， 时，0ss ≥ ]1,0(∈x xxxex sxs lnln 11 0−−− ≤ ，而 ∫ −1

0
1 ln0 dxxx s 收敛，

所以 在 上一致收敛； ∫ −−1

0
1 lne xdxx xs

0ss ≥

当 ， 时， 0s S≤ ),1[ +∞∈x 01 ln Ss x xx e x x e− − −≤ ，而 0

1
eS xx dx

+∞ −∫ 收敛，

所以 在 上一致收敛。 ∫
∞+ −−

1
1 lne xdxx xs

0s S≤

   这说明 ∫ 关于 在
∞+ −−

0
1 lne xdxx xs s (0, )+∞ 上内闭一致收敛。于是 在

在 上可导，且 。 

)(sΓ

0>s ∫
∞+ −−=Γ′

0

1 lne)( xdxxs xs

   进一步，若 ，类似于上述的论证过程，

可知

( )∫
∞+ −−−− =Γ

0
11)1( lne)( dxxxs nxsn

( ) 11

0
e ln ns xx x dx

s
+∞ −− −∂ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦∂∫ ( )∫

∞+ −−
0

1 lne dxxx nxs 在 (0, )+∞ 上内闭一致收

 2



敛，从而 在 上可导，并且 。 )()1( sn−Γ 0>s ( )∫
∞+ −−=Γ

0

1)( lne)( dxxxs nxsn

4． 证明 。 +∞=Γ
+∞→

)(lim s
s

证  首先易知 1)2()1( =Γ=Γ 。由于 )(sΓ 在 上可导，由 Rolle定理，
可知 ，使 。 

0>s
)2,1(0 ∈∃x 0)( 0 =Γ′ x

由上题， ，于是在0ln)(
0

21 >=Γ ′′ ∫
+∞ −− xdxexs xs ),( 0 +∞x 上 ，因 0)( >Γ′ s

此 在 上单调增加。再由)(sΓ ),( 0 +∞x )1]([)(])([ +Γ≤Γ≤Γ sss ， 以及

，得到  
)( 0xs >

+∞→=+Γ !)1( nn
+∞=Γ

+∞→
)(lim s

s
。 

5． 计算 。 ∫ Γ
1

0
)(ln dxx

解 作变换 tx −=1 ，则  

∫ Γ
1

0
)(ln dxx =−Γ= ∫

1

0
)1(ln dtt ∫ −Γ

1

0
)1(ln dxx ， 

相加后利用余元公式，即得到 

∫ Γ
1

0
)(ln2 dxx [ ] ∫∫ −=−ΓΓ=

1

0

1

0
)sinln(ln)1()(ln dxxdxxx ππ 。 

再由 
2lnsinln1sinln

0

1

0
−== ∫∫

π

π
π uduxdx ， 

得到 

∫ Γ
1

0
)(ln dxx = π2ln 。 

6．设 。确定正数}1|),,{( 222 ≤++=Ω zyxzyx p，使得反常重积分 

( )∫∫∫
Ω −−−

= pzyx
dxdydzI

2221
 

收敛。并在收敛时，计算 I的值 
解 利用球坐标变换，可得 

     =I ∫∫∫∫ −
=

−

1

0 2

21

0 2

2

0

2

0 )1(
4

)1(
sin pp r

drr
r
drrdd πϕϕθ

ππ
。 

由此可知当 时，反常重积分1<p
( )∫∫∫

Ω −−−
= p

zyx

dxdydzI
2221
收敛。 

且当 时， 1<p

=I ∫∫ −−=
−

1

0
2
1

1

0 2

2
)1(2

)1(
2 dttt

r
rdr p

p ππ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= pB 1,

2
32π 。 

7．设 。确定正数{ 0,0,0|),,( ≥≥≥=Ω zyxzyx } γβα ,, ，使得反常重积分 

                ∫∫∫
Ω +++

= γβα zyx
dxdydzI

1
 

   收敛。并在收敛时，计算 I的值。 

 3



解 作变换

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

γ

β

α

2

2

2

wz

vy

ux

，则 

dudvdw
wvu

wvuI ∫∫∫
Ω′

−−−

+++
= 222

1212
12

1
8 γβα

αβγ
， 

其中 。 { }0,0,0|),,( ≥≥≥=Ω′ wvuwvu

再令 ，则  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

rz
rv
ru

∫
−−

= 2
0

1212

cossin8 π
αβ θθθ

αβγ
dI ∫

−−+
2

0

12122

cossin
π

γβα ϕϕϕ d ∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

。 

对于上式中所包含的前两个积分，有 

∫
−−

2
0

1212

cossin
π

αβ θθθ d = ( ) ( )∫
−−

2
0

211
211

2 sincossin
2
1 π

αβ θθθθθ d  

 
1 11 11

0

1 1(1 ) ( , )
2 2

t t dtβ α 1 1
α β

− −
= − = Β∫ ； 

∫
−−+

2
0

12122

cossin
π

γβα ϕϕϕ d )1,11(
2
1

γβα
+Β= 。 

对于第三个积分，有 

∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

+
+

= ∫
−++

1

0 2

1222

1
dr

r
r γβα

∫
∞+

−++

+1 2

1222

1
dr

r
r γβα

。 

因 为 11222
−>−++

γβα
， 所 以 积 分 ∫ +

−++
1

0 2

1222

1
dr

r
r γβα

收 敛 ， 而 积 分

∫
∞+

−++

+1 2

1222

1
dr

r
r γβα

当且仅当 11222
<−++

γβα
即 1111

<++
γβα
时收敛。所以当

1111
<++

γβα
时， ∫

∞+
−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

收敛，从而原积分收敛。 

这时作变量代换 ，得到 tr =2

2 2 2 1 1 11 1

20 0

1
1 2 1

r tdr dt
r t

α β γ α β γ
+ + − + + −

+∞ +∞
=

+ +∫ ∫
1 1 1 1 1 1 1,1
2

B
α β γ α β γ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

所以  

 4



=I 1 1 1 1 1 1( , ) ( , )
αβγ α β α β γ

Β Β +
1 1 1 1 1 1,1
α β γ α β γ
⎛ ⎞

Β + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 )1111()1()1()1(1
γβαγβααβγ

−−−ΓΓΓΓ= 。 

注  对积分 ∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

，也可令 θtan=r ，同样得到 

∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

( )∫ −++= 2
0

1222
tan

π

γβα θθ d  

 ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−++Β== ∫ −−−−++

γβαγβα
θθθ

π

γβαγβα
1111,111

2
1cossin2

0

22211222
d 。 

8．计算 
∫∫ −−− −−=
D

pnm dxdyyxyxI 111 )1( ， 

 其中 是由三条直线D 0=x ， 0=y 及 1=+ yx 所围成的闭区域， pnm ,,
均为大于 0的正数。 

解  作变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

+=

yx
yv

yxu
，则 ，且

⎩
⎨
⎧

=
−=

uvy
vux )1(

u
vu
yx

=
∂
∂

),(
),(
，这变换将区域 映

照成正方形： 

D

                { }10,10),( ≤≤≤≤ vuvu 。 

于是  

),(),()1()1(
1

0
111

0
11 mnpnmdvvvduuuI mnpnm Β+Β=−−= ∫∫ −−−−+  

       =
)(
)()()(

pnm
pnm

++Γ
ΓΓΓ
。 

注  当 时也可以有如下解法： 1>p

    将积分化成 

∫∫∫
Ω

−−−−= dxdydzzyxpI pnm 211)1( ， 

其中 是由平面 ， ，Ω 0=x 0=y 0=z 与 1=++ zyx 所围的区域。 
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再令  与 ，就得到 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

2

2

2

wz

vy

ux

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

rz
rv
ru

∫ −−−= 2
0

1212 cossin)1(8
π

θθθ dpI mn ∫ −−+2
0

32122 cossin
π

ϕϕϕ dpnm ∫ −++1
0

3222 drr pnm 。 
其中 

∫ −−2
0

1212 cossin
π

θθθ dmn ),(
2
1sin)sin1()(sin

2
1 2

0
21212 mndmn Β=−= ∫ −−

π

θθθ ， 

∫ −−+2
0

32122 cossin
π

ϕϕϕ dpnm   

)1,(
2
1sin)sin1()(sin

2
1 2

0
22212 −+Β=−= ∫ −−+ pnmdpnm

π

ϕϕϕ ， 

∫ −++1
0

3222 drr pnm

)1(2
1

−++
=

pnm
， 

于是 

     =−+ΒΒ
−++

−
= )1,(),(

1
1 pnmmn
pnm

pI
)(
)()()(

pnm
pnm

++Γ
ΓΓΓ
。 

9．证明

2
cos2

tan2
0 απ

ππ
α =∫ dxx （ 1|| <α ）。 

证   xdxxdxx α
π

α
π

α −∫∫ = cossintan 2
0

2
0

)
2

1,
2

1(
2
1 αα −+
Β=  

2
cos2

2
1sin22

1
2

1
2
1

απ
π

πα
παα

=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ= 。 

10．证明 

πα
π

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

α
π

α

2
sin1

1
1

1
cos1cos1

sin
0

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫

−

k
k

kk
d   

（ 10,20 <<<< kα ）。 

证 作变量代换
2

tan ϕ=t ，则 

∫∫
∞+ −−

−++
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 0 2

1

0

1

)1()1(
2

cos1cos1
sin

tkk
dtt

k
d απ

α

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

， 

再作变量代换 θtan
1
1

=
+
− t

k
k

，则  
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∫
∞+ −

−++0 2

1

)1()1(
2

tkk
dttα = 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+ ∫∫ −−−

2
1

21
1

1
1

2
1,

21
1

1
1

cossin
1
1

1
2tan

1
1

1
2 2

0
112

0
1

αααα

θθθθθ

αα

π
αα

απ
α

α

k
k

k
B

k
k

k

d
k
k

k
d

k
k

k

 

πα
π

α

2
sin1

1
1

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

k
k

k
，  

这里最后一个等式利用了余元公式。所以  

πα
π

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

α
π

α

2
sin1

1
1

1
cos1cos1

sin
0

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫

−

k
k

kk
d

。 

11．设 ，正整数 。证明 10 <≤ h 3≥n
( )
( ) hdtt n

nh n

2

2
1

0
2

3
2

2)1(
Γ
Γ

≥−
−−

∫
π

。 

证 作变量代换 ，则 hut =

∫∫∫
−−−

−≥−=−
1

0
2

3
21

0
2

3
22

0
2

3
2 )1()1()1( dtuhdtuhhdtt

nn
h

n

， 

再作变量代换 θsin=u ，得到 

∫
−

−
1

0
2

3
2 )1( dtuh

n

= 22
0

1 1cos ,
2 2 2

n h nh d B
π

θ θ− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

1 1 1
2 2 2

2 2
2 2

n n
h h

n n
π

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

所以 

( )
( ) hdtt n

nh n

2

2
1

0
2

3
2

2)1(
Γ
Γ

≥−
−−

∫
π

。 
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第十六章  Fourier 级数 

 
习题  16.1  函数的 Fourier 级数展开 

 
 
 
 

        
(a) 

 
 
 

        
(b) 

 

图 16.1.5 

⒈ 设 交 流 电 的 变 化 规 律 为

，将它转变为直流电

的整流过程有两种类型： 
E t A t( ) sin= ω

       ⑴  半波整流（图 16.1.5(a)） 

         f t
A

1 2
( ) (sin=

f t A t2 ( ) |sin |

t t|sin | )+ω ω ； 

       ⑵  全波整流（图 16.1.5(b)） 
= ω

) x)
； 

    现取 ，试将 和 在ω = 1 f x1( f2 (
],[ ππ− 展开为 Fourier级数。 

解 （1） 0a = 1
1 ( )f x dx

π

ππ −∫
2A
π

= ， 

an = 1
1 ( ) cosf x nxdx 2

2
( 1

A
nπ

= −
)−
 ( 2, 4,6,n = ), 

π

ππ −∫

na = 1
1 ( ) cos 0f x nxdx

π

ππ −
=∫ ，（ 1,3,5,n = ）； 

1b = 1
1 ( )sin

2
Af x xdx

π

ππ −
=∫ ， 

bn = 1
1 ( ) sin 0f x nxdx

π

ππ −
=∫ ，( 2,3, 4,n = )。  

1( )f x ∼ 2
1

2 cos 2sin
2 4k 1

A A Ax
kπ π

∞

=

+ −
kx
−∑ 。 

（2） 0a = 2
1 ( )f x dx

π

ππ −∫
4A
π

= ， 

an = 2
1 ( ) cosf x nxdx 2

4
( 1

A
nπ

= −
)−
 ( 2, 4,6,n = …), 

π

ππ −∫

na = 2
1 ( ) cos 0f x nxdx

π

ππ −
=∫ （ 1,3,5,n = …）； 

bn = 2
1 ( )sin 0f x nxdx

π

ππ −
=∫ ，( 1, 2,3,n = )。 

2 ( )f x ∼ ∑
∞

= −
−

1
2 14
2cos42

k k
kxAA

ππ
。 

⒉ 将下列函数在 ],[ ππ− 上展开成 Fourier级数： 
⑴ xxf sgn)( = ; ⑵ f x x( ) | cos |= ; 

 1



⑶ 2
2

2
)( π−=

xxf ; ⑷ f x( )
⎩
⎨
⎧

∈
−∈

=
);,0[,0
),0,[,

π
π

x
xx  

⑸ f x( )
⎩
⎨
⎧

∈
−∈

=
).,0[,
),0,[,

π
π

xbx
xax   

 

解（1） 为奇函数，所以( )f x 0na = ，（ 0,1, 2,n = …）， 

bn =
1 ( )sinf x nxdx

π

ππ −∫
2(1 cos( ))n

n
π

π
−

= ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ ∑
∞

= −
−

1 12
)12sin(4

k k
xk

π
。 

（2） 为偶函数，所以( )f x 0nb = ，（ 1, 2,3,n = ）， 

0a =
1 ( )f x dx

π

ππ −∫
4
π

= ， 

na =
1 ( ) cosf x nxdx

2

2

4( 1)
( 1

n

nπ
−

= −
)−
 ，( 2, 4,6,n = ), 

π

ππ −∫

na =
1 ( ) cos 0f x nxdx

π

ππ −
=∫ ，（ 1,3,5,n = ）。 

( )f x ∼ ∑
∞

= −
−

−
1

2 2cos
14

)1(42
k

k
kx

kππ
。 

（3） 为偶函数，所以( )f x 0nb = ，（ 1, 2,3,n = ）， 

0a =
1 ( )f x dx

π

ππ −∫
25

3
π= − ， 

na =
1 ( ) cosf x nxdx 2

2( 1)n

n
−

=  ( 1, 2,3,n = )。 
π

ππ −∫

( )f x ∼ nx
nn

n
cos)1(2

6
5

1
2

2 ∑
∞

=

−
+− π 。 

（4） 0a =
1 ( )f x dx

π

ππ −∫ 2
π

= − ， 

na = 
1 ( ) cosf x nxdx 2

1 ( 1)n

nπ
− −

= ，( 1, 2,3,n = ), 
π

ππ −∫

bn =
1 ( )sinf x nxdx

π

ππ −∫
cos( )n

n
π

= − ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ ∑
∞

= +
+

+−
0

2)12(
)12cos(2

4 k k
xk

π
π nx

nn

n
sin)1(

1

1

∑
∞

=

+−
+ 。 

（5） 0a =
1 ( )f x dx

π

ππ −∫
( )

2
b aπ −

= ， 
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na =
1 ( ) cosf x nxdx

π

ππ −∫ 2

( )(1 ( 1)na b
nπ

− − −
=

)
，( 1, 2,3,n = ), 

bn =
1 ( )sinf x nxdx ( ) cos(a b n

n
)π+

= − ，( 1, 2,3,n = )。 
π

ππ −∫

( )f x ∼ ∑
∞

= +
+−

+
−

−
0

2)12(
)12cos()(2

4
)(

k k
xkbaba

π
π nx

n
ba

n

n
sin)1()(

1

1

∑
∞

=

+−
++ 。 

⒊   将下列函数展开成正弦级数： 
⑴ xxf += π)( , ],0[ π∈x ; ⑵ f x x( ) e= −2 , ],0[ π∈x ; 

⑶ f x( )
⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
];,[,
),,0[,2

2

2

ππ π

π

x
xx  ⑷ f x( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈=
].2,1[,0

),1,0[,
2

cos

x

xxπ
 

解（1）bn = 0

2 ( )sinf x nxdx
π

π ∫
1 2( 1)2

n

n
− −

= ⋅ ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼
1

1 2( 1)2 s
n

n

nx
n

∞

=

− −∑ in 。 

（2）bn = 0

2 ( )sinf x nxdx
π

π ∫
2

2

2 1 ( 1)
(4 )

nn e
n

π

π

−⎡ ⎤− −⎣ ⎦=
+

，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ [ ] nx
n

en
n

n
sin

4
)1(12

1
2

2

∑
∞

=

−

+
−− π

π
。 

（3）bn = 0

2 ( )sinf x nxdx
π

π ∫ 2

2 ( 1) 2sin
2

n nn

n

ππ

π

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎣ ⎦= ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ nxn
nnn

n sin
2

sin4)1(2
1

2
1∑

∞

=

+
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

π
π

。 

（4） 1b =
2

0

2 1( )sin
2

f x xdx
π

=∫ ， 

bn =
2

0

2 ( )sin
2

f x nxdx∫ 2

2( sin )
2

( 1)

nn

n

π

π

−
=

−
，( 2,3, 4,n = )。 

( )f x ∼ xn
n

nn
x

n 2
sin

1
2

sin2
2

sin1
2

2
π

π

π
π

π ∑
∞

= −

−
+ 。 

⒋    将下列函数展开成余弦级数： 
⑴ f x x x( ) ( )= −π , ],0[ π∈x ; ⑵ f x x( ) e= , ],0[ π∈x ; 
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⑶ f x( )
⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
];,[,1
),,0[,2sin

24

4
ππ

π

x
xx

  ⑷ 22
)( ππ

−+−= xxxf , ],0[ π∈x . 

解（1） 0a =
0

2 ( )f x dx
π

π ∫
2

3
π

= ， 

na =
0

2 ( ) cosf x nxdx
π

π ∫ 2

2(1 ( 1) )n

n
+ −

= − ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ ∑
∞

=
−

1
2

2 2cos
6 k k

kxπ
。 

（2） 0a =
0

2 ( )f x dx
π

π ∫
2 ( 1eπ
π

= − )， 

na =
0

2 ( ) cosf x nxdx
π

π ∫ 2

2 ( 1) 1
(1 )

ne
n

π

π

⎡ ⎤− −⎣ ⎦=
+

，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ )1(1
−π

π
e [ ] nx

n
e

n

n
cos

1
1)1(2

1
2∑

∞

= +
−−

+
π

π
。 

（3） 0a = 2
0

4 ( )f x dx
π

π ∫
2 π
π
+

= ， 

1a = 2
0

4 ( ) cos 2f x xdx
π

π ∫
1
π

= − ， 

na = 2
0

4 ( ) cos 2f x nxdx
π

π ∫ 2

2 sin
( 1) 2

n n
n n

π
π

⎛ ⎞= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
，( 2,3,4,n = )。 

( )f x ∼ 1 1 1( ) cos 2 2
2

2 1 1 sin 1 cos 2
1 2n

n nx
n n

π
π

∞

=

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ 。 

2
x

π π
+ −

（4） 0a =
0

2 ( )f x dx
π

π ∫ 2
π

= ， 

na =
0

2 ( ) cosf x nxdx
π

π ∫ 2

4 ( 1) cos
2

n n

n

π

π

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦= ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ nx
n

n

n

n

cos2
cos)1(

4
4 1

2∑
∞

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

+

π

π
π

。 

⒌  求定义在任意一个长度为 π2 的区间 ]2,[ π+aa 上的函数 的

Fourier级数及其系数的计算公式。 
f x( )
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解 设 f x( ) ~
a

a nx b nn n
n

0

12
+ +

=

∞

∑ ( cos sin x)，则 

2 2 0

1

( ) cos ( cos sin ) cos
2

a a

n na a
n

af x mxdx a nx b nx mxdx
π π ∞+ +

=

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫  

2 2 20

1

cos ( cos cos sin cos )
2

a a a

n na a a
n

a mxdx a nx mxdx b nx mxdx
π π π∞+ + +

=

= + +∑∫ ∫ ∫  

ma π= ，( ), 0,1, 2,m = …

2 2 0

1

( )sin ( cos sin ) sin
2

a a

n na a
n

af x mxdx a nx b nx mxd
π π ∞+ +

=

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫ x 

2 2 20

1
sin ( cos sin sin sin )

2
a a a

n na a a
n

a mxdx a nx mxdx b nx mxdx
π π π∞+ + +

=

= + +∑∫ ∫ ∫  

mb π= ，( ), 1, 2,m = …

所以 

an = ∫
+ π

π
2 cos)(1 a

a
nxdxxf  ( ,2,1,0=n ), 

bn = ∫
+ π

π
2 sin)(1 a

a
nxdxxf   ( ,2,1=n )。 

⒍  将下列函数在指定区间展开成 Fourier级数： 

⑴ 2
)( xxf −
=
π

, ]2,0[ π∈x ; ⑵ f x x( ) = 2, ]2,0[ π∈x ; 

⑶ xxf =)( ,  ; x ∈[ , ]0 1 ⑷ f x( )
⎩
⎨
⎧

∈
−∈

=
);1,0[,0
),0,1[,e3

x
xx

 

⑸ f x( )
⎩
⎨
⎧

∈
−∈

=
),0[,0
),0,[,

Tx
TxC
(C是常数).   

解（1） na =
2

0

1 ( ) cos 0f x nxdx
π

π
=∫ ，( 0,1, 2,n = ), 

bn =
2

0

1 ( )sinf x nxdx
π

π ∫
1
n

= ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ nx
nn

sin1
1
∑
∞

=
。 

（2） 0a =
2 2

0

1 8( )
3

f x dx
π

π
π

=∫ ， 

na =
2

0

1 ( ) cosf x nxdx
π

π ∫ 2

4
n

= ，( 1, 2,3,n = ), 

bn =
2

0

1 ( )sinf x nxdx
π

π ∫
4
n
π

= − ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

1
2

2 sincos14
3
4

n
nx

n
nx

n
ππ 。 
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（3） 0a =
1

0
2 ( ) 1f x dx =∫ ， 

na =
1

0
2 ( ) cos 2f x nxdx 0=π∫ ，( 1, 2,3,n = ), 

bn =
1

0
2 ( ) sin 2f x nxdxπ∫

1
nπ

= − ，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ nx
nn

π
π

2sin11
2
1

1
∑
∞

=
− 。 

（4） 0a =
1 3

1

1( ) (1 )
3

f x dx e−

−
= −∫ ， 

na =
1

1
( ) cosf x nxdxπ

−∫
3

2 2

3 1 ( 1)
9

n e
n π

−⎡ ⎤= − −⎣ ⎦+
，( 1, 2,3,n = ), 

bn =
1

1
( ) sinf x nxdxπ

−∫
3

2 2 1 ( 1)
9

nn e
n
π
π

−⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦+
，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ )1(
6
1 3−− e ( ) ( )

∑
∞

=

−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−−

−
+

−−
+

1
22

3

22

3
sin

9
)1(1cos

9
)1(13

n

nn
xn

n
enxn

n
e π

π
ππ

π
。 

（5） 0a = 1 ( )
T

T
f x dx C

T −
=∫ ， 

na = 1 ( ) cos
T

T

nxf x dx
T T

π
−∫ 0= ，( 1, 2,3,n = ), 

bn =
1 ( )sin

T

T

nxf x dx
T T

π
−∫ 1 ( 1)nC

nπ
⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦，( 1, 2,3,n = )。 

( )f x ∼ x
T

n
n

CC
n

π
π

)12(sin
12

12
2 1

−
−

− ∑
∞

=
。 

⒎  某可控硅控制电路中的负载电流为  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

图 16.1.6 

<≤
<≤

,,
,0

0

0

TtT
Tt   

⎩
⎨
⎧

=
sin5

,0
)(

t
tI

ω

    其中 为圆频率，周期ω
ω
π2

=T 。现设初

始导通时间T
T

0 8
= （见图 16.1.6），求

在[ , 上的 Fourier级数。 

I t( )

]0 T

解 0a =
0

2 5(( )
2

T
f x dx

T π
−

=∫
2 2)

， 

1a =
0

2 2( ) cos
T xf x dx

T
5

4π
= − ， T

π
∫

na =
0

2 2( ) cos
T nxf x dx

T T
π

∫ 2

5 1 ( 1) 1 ( 1) 2cos cos
2 1 4 1 4

n n
n n

π π
π

+ −
1n

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦
， 

 6



( ), 2,3, 4,n =

1b =
0

2 2( )sin
T xf x dx

T T
π

∫
5(7 2)

8
π
π
+

= ， 

bn = 0

2 2( )sin
T nxf x dx

T T
π

∫
5 1 ( 1) 1 ( 1)sin sin

2 1 4 1 4
n n

n n
π π

π
+ −⎡ ⎤= −⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

， 

( )。 2,3, 4,n =

( )f x ∼ tt ω
π

ω
ππ

sin
8
35

4
5cos

4
5)22(

4
5

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−−  

tn
n

n
n

n
nn

ωππ
π

cos
1

2
4

)1(cos
1

1
4

)1(cos
1

1
2
5

2
2∑

∞

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+

−
−

−
+

+
+  

tnn
n

n
nn

ωππ
π

sin
4

)1(sin
1

1
4

)1(sin
1

1
2
5

2
∑
∞

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−
−

+
+

+ 。 

⒏ 设 在f x( ) ],[ ππ− 上可积或绝对可积，证明： 

    ⑴  若对于任意 ],[ ππ−∈x ，成立 )()( π+= xfxf ，则 ； a bn n2 1 2 1 0− −= =

    ⑵  若对于任意 ],[ ππ−∈x ，成立 )()( π+−= xfxf ，则a b . n n2 2 0= =

证 (1) 2 1na − =
1 ( ) cos(2 1)f x n x

π

ππ −
−∫ dx

 
0

0

1 1( ) cos(2 1) ( ) cos(2 1)f x n xdx f x n x
π

ππ π−
= − +∫ ∫ dx−  

0 0

1 1( )cos[(2 1) (2 1) ] ( ) cos(2 1) ( )f t n t n dt f x n xdx t x
π π

π π
π π

= − − − + −∫ ∫ = +  

0= , ( ), 1, 2,3,n = …

2 1nb − =
1 ( )sin(2 1)f x n x

π

ππ −
−∫ dx

 
0

0

1 1( )sin(2 1) ( )sin(2 1)f x n xdx f x n x
π

π
dx

π π−
= − +∫ ∫ −  

0 0

1 1( )sin[(2 1) (2 1) ] ( )sin(2 1) ( )f t n t n dt f x n xdx t x
π π

π π
π π

= − − − + −∫ ∫ = +  

0= , ( )。 1, 2,3,n = …

(2) 2na =
1 ( ) cos(2 )f x nx

π

ππ −∫ dx
 

0

0

1 1( ) cos(2 ) ( ) cos(2 )f x nx dx f x nx
π

ππ π−
= +∫ ∫ dx  

0 0

1 1( )cos(2 2 ) ( ) cos(2 ) ( )f t nt n dt f x nx dx t x
π π

π π
π π

= − − + = +∫ ∫  

0= , ( ), 1, 2,3,n = …
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2nb =
1 ( )sin(2 )f x nx

π

ππ −∫ dx
 

0

0

1 1( )sin(2 ) ( )sin(2 )f x nx dx f x nx
π

ππ π−
= +∫ ∫ dx  

0 0

1 1( )sin(2 2 ) ( )sin(2 ) ( )f t nt n dt f x nx dx t x
π π

π π
π π

= − − + = +∫ ∫  

0= , ( )。 1, 2,3,n = …
⒐  设 在f x( ) ( 2/,0 )π 上可积或绝对可积，应分别对它进行怎么样的延

拓，才能使它在[ , 上的 Fourier级数的形式为 ]−π π

⑴ f x a n xn
n

( ) ~ cos( )2 1
1

−
=

∞

∑ ; ⑵ f x b nxn
n

( ) ~ sin 2
1=

∞

∑ . 

解 （1）显然， 为偶函数，而且 f x( )

2na =
0

2 ( ) cos(2 )f x nx
π

π ∫ dx
 

2
0

2

2 2( ) cos(2 ) ( ) cos(2 )f x nx dx f x nx dx
π π

ππ π
= +∫ ∫ （令 t xπ= − ） 

2 2
0 0

2 2( )cos(2 ) ( )cos(2 )f x nx dx f t nt
π π

π
π π

= + −∫ ∫ dt  

[ ]2
0

2 ( ) ( ) cos(2 )f x f x nx dx 0
π

π
π

= + −∫ = ,  

所以 

( ) ( ) 0f x f xπ+ − = ， 

于是 可以按下面方式进行延拓 f x( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈−−

∈

−∈−

−−∈+−

=

),
2

()(

)
2

,0()(

)0,
2

()(

)
2

,()(

)(~

πππ

π

π

πππ

xxf

xxf

xxf

xxf

xf 。 

（2）显然， 为奇函数，而且 f x( )

2 1nb − = [ ]
0

2 ( )sin (2 1)f x n x
π

dx
π

−∫
 

[ ] [ ]2
0

2

2 2( ) sin (2 1) ( )sin (2 1)f x n x dx f x n x dx
π π

ππ π
= − +∫ ∫ − （令 t xπ= − ） 
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[ ] [ ]2 2
0 0

2 2( )sin (2 1) ( )sin (2 1)f x n x dx f t n t
π π

π
π π

= − + −∫ ∫ dt−  

[ ] [ ]2
0

2 ( ) ( ) sin (2 1)f x f x n x
π

π
π

= + − −∫ dx 0= ,  

所以 

( ) ( ) 0f x f xπ+ − = ， 

于是 可以按下面方式进行延拓 f x( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈−−

∈

−∈−−

−−∈+

=

),
2

()(

)
2

,0()(

)0,
2

()(

)
2

,()(

)(~

πππ

π

π

πππ

xxf

xxf

xxf

xxf

xf 。 

⒑  设周期为 π2 的函数 在[ ,f x( ) ]−π π 上的 Fourier系数为 a 和 ，求下

列函数的 Fourier系数 和
n bn

~an
~
bn： 

⑴ g x f x( ) ( )= − ; ⑵ h x f x C( ) ( )= +  (C是常数)；

⑶ ∫− −=
π

ππ
dttxftfxF )()(1)(   （假定积分顺序可以交换）。 

解（1） na =
1 1( ) cos ( ) cosg x nxdx f x nxdx

π π

π ππ π− −
= −∫ ∫ （令 t x= − ） 

1 ( ) cosf t ntd
π

ππ −
= ∫ x， 

所以 

nn aa =~  ),2,1,0( =n ， 

nb = 1 1( )sin ( )sing x nxdx f x nxdx
π π

π ππ π− −
= −∫ ∫ （令 t x= − ） 

1 ( )sinf t ntd
π

ππ −
= − ∫ x， 

所以 

nn bb −=
~

 ),2,1( =n 。 

（2）因为 [ ,x C ]π π+ ∈ − ，所以 [ , ]x C Cπ π∈ − − − 。 
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1 1( ) cos ( ) cos
C C

n C C
a h x nxdx f x C nxdx

π π

π ππ π
− −

− − − −
= = +∫ ∫  （令 t x C= + ） 

1 ( ) cos ( )f t n t C d
π

π
x

π −
= −∫  

1 1( ) cos cos ( )sin sinf t nt nCdx f t nt nCd
π π

π π
x

π π− −
= +∫ ∫  

cos sinn na nC b n= + C   ),2,1,0( =n ， 

nb 1 1( )sin ( )sin
C C

C C
h x nxdx f x C nxdx

π π

π ππ π
− −

− − − −
= = +∫ ∫  （令 t x C= + ） 

1 ( )sin ( )f t n t C d
π

π
x

π −
= −∫  

1 1( )sin cos ( ) cos sinf t nt nCdx f t nt nCdx
π π

π ππ π− −
= −∫ ∫  

cos sinn nb nC a n= − C   ),2,1( =n 。 

（3） na = 1 1 1( )cos ( ) ( ) cosF x nxdx f t f x t dx nxdx
π π π

π π ππ π π− − −

⎡= −⎢⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ⎤
⎥ （交换次序） 

1 1 ( ) cos ( )f x t nx dx f t dt
π π

π ππ π− −

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ 。 

当 时， 0n =

2
0 0

1 1 1( ) ( ) ( )a f x t dx f t dt a f t dt a
π π π

π π ππ π π− − −

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ 0= ， 

当 时， 0n >

1 1 ( )[cos ( ) cos sin ( )sin ] ( )na f x t n x t nt n x t nt dx f t dt
π π

π ππ π− −

⎡ ⎤= − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

1 ( cos sin ) ( )n na nt b nt f t dt
π

ππ −
= −∫ 2

na b2
n= − ， ),2,1( =n 。 

nb = 1 1 1( )sin ( ) ( ) cosF x nxdx f t f x t dt nxdx
π π π

π π ππ π π− − −

⎡= −⎢⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ⎤
⎥ （交换次序） 

1 1 ( ) cos ( )f x t nx dx f t dt
π π

π ππ π− −

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

1 1 ( )[sin ( ) cos cos ( )sin ] ( )f x t n x t nt n x t nt dx f t dt
π π

π ππ π− −

⎡ ⎤= − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  
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1 ( cos sin ) ( )n nb nt a nt f t dt
π

ππ −
= +∫ 2 n na b=    ),2,1( =n 。 
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习题 16.2 Fourier 级数的收敛判别法 

 

1．设 )(xψ 在[ , )0 +∞ 上连续且单调， 0)(lim =
+∞→

x
x

ψ ，证明 

0sin)(lim
0

=∫
∞+

+∞→
dxpxx

p
ψ . 

证 因为 0)(lim =
+∞→

x
x

ψ ，所以存在 ，使得当 时，0>N Nx ≥ 1|)(| <xψ 。利

用积分第二中值定理可得 

( )sin ( ) sin ( ) sin
A A

N N
x px dx N px dx A px dx

ξ

ξ
ψ ψ ψ= +∫ ∫ ∫  

4sin sin
A

N
px dx px dx

p
ξ

ξ
< + ≤∫ ∫ NA >（∀ ）， 

因此
p

dxpxx
N

4sin)( ≤∫
∞+ ψ ，从而 

lim ( )sin 0
Np

x pxdxψ
+∞

→+∞
=∫ 。 

而由 Riemann引理， 

0sin)(lim
0

=∫+∞→

N

p
dxpxxψ 。 

因此 

0 0
lim ( )sin lim ( )sin lim ( )sin 0

N

Np p p
x px dx x px dx x px dxψ ψ ψ

+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞
= +∫ ∫ ∫ = 。 

2．设函数 )(uψ 在 ],[ ππ− 上可积或绝对可积，在 u = 0点连续且有单侧

导数，证明 

∫∫ −−=
−

−+∞→

ππ

π
ψψψ

0 2
cot)]()([

2
1

2
sin2

cos
2

cos
)(lim duuuudu

u

puu

u
p

。 

证  ∫∫
−

−−=
−

−

ππ

π
ψψψ

0

2
sin2

cos
2

cos
)]()([

2
sin2

cos
2

cos
)( du

u

puu

uudu
u

puu

u 。 

由于 
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)0()0(

2
sin

2)]0()([)0()(lim

2
sin2

)()(lim
00 −+
+→+→

′+′=
−−−−

=
−− ψψψψψψψψ

u

u

u
uu

u
uu

uu
， 

可知函数
( ) ( )

2sin
2

u u
u

ψ ψ− −
在[0, ]π 上可积或绝对可积，由 Riemann引理可得 

+∞→p
lim 0

2
sin

cos)]()([
2
1

0
=−−∫

π
ψψ du

u
puuu 。 

于是 

0

cos cos 12( ) [ ( ) ( )]cot
2 22sin

2

u pu uu du u uu
π π

π
ψ ψ ψ

−

−
− − −∫ ∫ du

 

0

1 cos du 0→[ ( ) ( )]
2 sin

2

puu u u
π
ψ ψ= − −∫ ，（ p →+∞）。 

3．设函数 )(uψ 在 ],[ δδ− 上单调，证明 

0sin)]0()0([
2
1)(lim =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −++−∫−+∞→

δ

δ
ψψψ du

u
puu

p
. 

证   1 s( ) [ (0 ) (0 )]
2

puu d
u

δ

δ
ψ ψ ψ

−

⎧ ⎫− + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭∫

in u
 

{ }
0

sin[ ( ) (0 )] [ ( ) (0 )] puu u
u

δ
ψ ψ ψ ψ= − + + − − −∫ du

 

0 0

sin sin[ ( ) (0 )] [ ( ) (0 )]pu puu du u
u u

δ δ
ψ ψ ψ ψ= − + + − − −∫ ∫ du， 

因为 )(uψ 在 ],[ δδ− 上单调，所以 ( ) (0 )uψ ψ− + 和 ( ) (0 )uψ ψ− − − 都在 [0, ]δ 上

单调，利用 Dirichlet引理即得结论。 

4．证明 Dirichlet 引理对 )(uψ 是分段单调有界函数的情况依然成立。 

证  由于 )(uψ 在 [0, ]δ 分段单调，所以存在 1 (0, )δ δ∈ ，使得 )(uψ 在 1[0, ]δ

上单调，从而满足 Dirichlet 引理条件。由于在 1[ , ]δ δ 上 )(uψ 分段单

调有界，所以
( ) (0 )u

u
ψ ψ− +

在 1[ , ]δ δ 上满足 Riemann引理条件。于是 
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0

( ) (0 )lim sin
p

u pudu
u

δ ψ ψ
→∞

− +
∫  

1

10

( ) (0 ) ( ) (0 )lim sin lim sin
p p

u upudu pudu
u u

δ δ

δ

ψ ψ ψ ψ
→∞ →∞

− + − +
= +∫ ∫ =0。 

5．证明 Lipschitz判别法的推论。 

证  取 1α = 。设
0

( ) ( )lim
u

f x u f x A
u→

+ − +
= ，则存在 1 0δ > ，当 10 u δ< < 时， 

成立 

( ) ( ) 1f x u f x A
u

+ − +
− ≤ ， 

令 ，则有 1 | | 1L A= +

1| ( ) ( ) | | |f x u f x L u+ − + ≤ 。 

同理存在 2 0δ > 与 ，当2 0L > 20 u δ< < 时，有 

2| ( ) ( ) | | |f x u f x L u− − − ≤ 。 

于是令 1 2min{ , }δ δ δ= ， 1 2max{ , }L L L= ，当0 u δ< < 时，有 

| ( ) ( ) | | |f x u f x L u± − ± ≤ ， 

所以 满足 Lipschitz判别法的条件，推论成立。 ( )f x

6．对§16.1 的习题 2、3、4、6 中的函数，验证它们的 Fourier级数

满足收敛判别法的条件，并分别写出这些 Fourier级数的和函数。 

解 容易验证这些函数都是分段单调有界，因而可积或绝对可积，所

以满足 Dirichlet-Jordan判别法的条件。 

习题 2各函数 Fourier级数的和函数为 

（１） 。   （２）

1, (0, ),
0, 0, ,

1, ( ,0),

x
x
x

π
π
π

∈⎧
⎪ = ±⎨
⎪− ∈ −⎩

| cos |x ， [ ,x ]π π∈ − 。 

（３）
2

2

2
x π− ， [ ,x ]π π∈ − 。 
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（４）

0, [0, ),

, ,
2

, ( ,

x

x

x x

π
π π

π

∈⎧
⎪⎪− = ±⎨
⎪

∈ −⎪⎩ 0),

。（５）

, [0,

( ) ,
2

, ( ,

bx x

b a x

ax x

π
π

),

,

0),

π

π

∈⎧
⎪⎪ − = ±⎨
⎪

∈ −⎪⎩

。 

习题３各函数 Fourier级数的和函数为 

（１） 。  （２）  

, (0, )
0, 0, ,

, ( ,0

x x
x

x x

π π
π

π π

+ ∈⎧
⎪ = ±⎨
⎪ − ∈ −⎩

,

),

2

2

e , (0, ),
0, 0, ,

e , ( ,0),

x

x

x
x
x

π
π

π

−⎧ ∈
⎪ = ±⎨
⎪− ∈ −⎩

（３）

2 , ( , ),
2 2

0, ,
( )

, ( , ),
2

, ( ,
2

x x

x
f x

x

x

π π

π
ππ π

),ππ π

⎧ ∈ −⎪
⎪

= ±⎪⎪= ⎨
∈⎪

⎪
⎪− ∈ − −⎪⎩

。（４）

cos , (0,1 ),
2

0, 0, [1, 2] [ 2, 1],

cos , ( 1,0),
2

x x

x x
x x

π

π

⎧ ∈⎪
⎪

= ∈ − −⎨
⎪
⎪− ∈ −
⎩

∪ 。 

习题 4各函数 Fourier级数的和函数为 

（１） 2| |x xπ − ， [ ,x ]π π∈ − 。  （２） ，| |e x [ ,x ]π π∈ − 。 

（３） 4 4

4 2 2 4

sin 2 | |, ( , ),
1, [ , ] [ , ].

x x
x

π π

π π π

∈ −⎧
⎨ ∈ − −⎩ ∪ π

。（４）| | | |
2 2

x xπ π
− + − ， [ ,x ]π π∈ − 。 

习题 6各函数 Fourier级数的和函数为 

（１）
, (0, 2

2
0, 0, 2 .

x x

x

π ),π

π

−⎧ ∈⎪
⎨
⎪ =⎩

。  （２）
2

2

, (0, 2
2 , 0, 2 .
x x

x
),π

π π

⎧ ∈⎪
⎨

=⎪⎩
。 

（３）
, (0,

1 , 0,
2

x x

x

∈⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

1),

1.
。 

（４）

3

3

e , ( 1, 0 ),
0, (0,1),
1 , 0,
2
e , 1.
2

x x
x

x

x
−

⎧ ∈ −
⎪ ∈⎪
⎪
⎨ =
⎪
⎪

= ±⎪
⎩

。（５）

, ( , 0
( ) 0, (0, ),

, 0,
2

C x T ),

.

f x x
C

T

x C

⎧
⎪ ∈ −
⎪

= ∈⎨
⎪
⎪ = ±
⎩

。 

 4



7．利用∑
∞

=

=
1

2

2 6
1

n n
π
，证明： 

    ⑴  
124

1
3
1

2
11

2

222

π
=+−+− ；     ⑵   

87
1

5
1

3
11

2

222

π
=++++ . 

证 （1）由∑
∞

=

=
1

2

2 6
1

n n
π
可得 

2

2 2
1 1

1 1
(2 ) 4 24n nn n

π∞ ∞

= =

= =∑ ∑ ， 

所以 

2 2 2 2 22
)1 1

1 1 1 1 11
2 3 4 (2n nn n

∞ ∞

= =

− + − + = −∑ ∑
2 22

6 24 12

2π π π
= − = 。 

⑵ 2 2 2

1 1 11
3 5 7

+ + + + 2 2
1 1

1 1
(2 )n nn n

∞ ∞

= =

= −∑ ∑
2 2

6 24 8

2π π π
= − = 。 

8. 求 sin x全部非零零点的倒数的平方和。 

解 sin x全部非零零点为{ , 2 , , ,n }π π π± ± ± ，所以其倒数的平方和为 

2 2 2
1 1 1

1 1 2 1
( ) ( ) 3n n nn n nπ π π

∞ ∞ ∞

= = =

+ =
−∑ ∑ ∑ 2

1
= 。 

9.  证明下列关系式： 

⑴ 对 π20 << x 且a ，有 ≠ 0

axeπ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

+−= ∑
∞

=1
22

2 sincos
2
1)1(e

n

a

na
nxnnxa

a
π ； 

⑵ 对 π20 << x 且a不是自然数，有 

axcosπ ∑
∞

= −
−+

+=
1

22

sin)12(coscos2sin
2
2sin

n na
nxannxaa

a
a πππ

； 

π=x⑶ 对⑵，令 ，有 

∑
∞

= −
−

+=
1

22
2 )1(21

sin n

n

na
a

a
a

π
π

 . 
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证  ⑴ ( ) eaxf x π= 在 (0,2 )π 上单调连续有界，所以它在 [0,2 ]π 上的

Fourier 级数在 (0,2 )π 上收敛到自身。由 

2

0

1 ( ) cosna f x nxdx
π

π
= ∫

2

2 2

( aa e
a n

π 1)−
=

+
，（ 0,1, 2,n = ）， 

2

0

1 ( )sinnb f x nxdx
π

π
= ∫

2

2 2

( an e
a n

π 1)−
= −

+
，（ 1, 2,3,n = ）， 

可知（1）式成立。 

（2） ( ) cosf x axπ= 在 (0,2 )π 上单调连续有界，所以它在 [0,2 ]π 上的

Fourier 级数在 (0,2 )π 上收敛到自身。由 

2

0

1 ( ) cosna f x nxdx 2 2

sin 2a a
a n

π
=

−
，（ 0,1, 2,n = ）， 

π

π
= ∫

2

0

1 ( )sinnb f x nxdx 2 2

(cos 2 1)n a
a n

π −
=

−
，（ 1, 2,3,n = ）， 

π

π
= ∫

可知（2）式成立。 

（3）对⑵，令 π=x ，利用 sin 2 2sin cosa a aπ π π= ，有 

2 2
1

sin 2 sin 2 coscos
2 n

a a aa
a a n

nπ π ππ π
∞

=

= +
−∑  

2
2 2

1

sin cos ( 1)1 2
n

n

a a a
a a

π π ∞

=

⎡ ⎤−
= +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ n
， 

所以（3）式也成立。 

10．⑴验证函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0,0

,0,
ln

1
)(

2
||

x

x
xf x

π
 

满足 Dirichlet-Jordan判别法条件而不满足 Dini-Lipschitz判别

法条件。 

    ⑵ 验证函数 
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⎩
⎨
⎧

=
≠

=
0,0
,0,cos

)( 2

x
xx

xf x
π

 

     满足 Dini-Lipschitz判别法条件（今后会学到，它不满足

Dirichlet-Jordan判别法条件，在此从略）。 

证 （1） 是偶函数，( )f x
0

lim ( ) 0
x

f x
→ +

= ，且当 时，0x >
( )2| |

2

1 1'( ) 0
ln x

f x
x

π

= − ⋅ <

]

， 

所以 在[ ,( )f x π π− 上是分段单调的连续函数，满足 Dirichlet-Jordan判 

别法条件。但对于任意的 (0,1]α ∈ ，由于
0

lim ln 0
2u

uuα

π→ +
= ，所以

| (0 ) (0 ) | 1

ln
2

f u f
uu u

α
α

π

+ − +
=  

无界，因此 在 点不满足 Dini-Lipschitz判别法条件。 ( )f x 0x =

（2）当 时，0x ≠ 2 2 2'( ) cos sinx xf x x
π π= + π ，导数存在；在 0x = ，成立 

| (0 ) (0 ) | | cos | | |
2

f u f x x
x
π

± − ± = ≤ ， 

即满足 Lipschitz条件，所以 满足 Dini-Lipschitz判别法条件。

今后会学到，对任意的

( )f x

0δ > ， 在区间 [ ,( )f x ]δ δ− 上不是有界变差函数，

所以不能写成两个单调有界函数之差。 
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习题  16.3 Fourier 级数的性质 

 

⒈  由例 16.1.2 的结果 

                    ~x ∑
∞

=

+−

1

1
sin)1(2

n

n
nx

n
，    ),( ππ−∈x ， 

用逐项积分法求 x 2和 x 3的 Fourier级数。 

解 由于ｘ在[ , ]π π− 有界可积，其 Fourier级数可以逐项积分， 

1
2

0 0
1

( 1)2 4 sin
nx x

n
x tdt ntdt

n

+∞

=

−
= = ∑∫ ∫

 
1

2 2
1 1 1

( 1) ( 1) ( 1)4 (cos 1) 4 4 co
n n

n n n
nt nt

n n

+∞ ∞ ∞

= = =

− −
= − = +∑ ∑ ∑ 2 s

n

n
−

(习题 16.2.7.(1)) 

2

2
1

( 1)4 co
3

n

n
nx

n
π ∞

=

−
= + ∑ s ]， [ ,x π π∈ − 。 

对 23x  的 Fourier级数逐项积分， 

3 2

0
3

x
x t dt= ∫

2

20 0
1

( 1)3 12 cos
3

nx x

n
dt ntdt

n
π ∞

=

−
= + ∑∫ ∫

 

2
3

1

( 1)12 sin
n

n
x nx

n
π

∞

=

−
= + ∑

 

2 2

3
1

( 1) (6 )2 sin
n

n

n nx
n

π∞

=

− −
= ∑ ( , )x， 。 π π∈ −

2．证明定理 16.3.2 的推论 16.3.1： a
a nx b nn n

n

0

12
+ +

=

∞

∑ ( cos sin x)是某个

可积或绝对可积函数的 Fourier级数的必要条件是 b
n
n

n=

∞

∑
1
收敛。 

证  设 

( ) ~f x
a

a nx b nn n
n

0

12
+ +

=

∞

∑ ( cos sin x)， 

令 

 1



F x( ) = ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

x

c
dt

a
tf

2
)( 0 。 

根据定理 16.3.2 的证明过程， 满足 Dini-Lipschitz 判别法的推
论的条件， 可展开为收敛的 Fourier级数 

F x( )
F x( )

0

1

( ) cos sin
2

n n

n

A b aF x nx nx
n n

∞

=

⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ [ , ]x， ， π π∈ −

令 ，得到0x = 0

1
(0)

2
n

n

A bF
n

∞

=

= −∑ ，这就说明了级数
b
n
n

n=

∞

∑
1
收敛。 

3．说明级数 ∑
∞

=2 ln
sin

n n
nx
 和 ∑

∞

=2 lnln
sin

n n
nx
点点收敛，但不可能是任何可积或

绝对可积函数的 Fourier级数。 

解 对于任意固定的 x， 1
ln n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

，
1

ln ln n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

单调趋于 0，
1

sin
n

k

kx
=

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ 有界，

根据 Dirichlet 判别法，∑
∞

=2 ln
sin

n n
nx
 和 ∑

∞

=2 lnln
sin

n n
nx
收敛。 

因为
2

n

n

b
n

∞

=
∑

2

1
lnn n n

∞

=

= ∑  和 
2

1
ln lnn n n

∞

=
∑ 都是发散的，所以这两个级数不

可能是可积或绝对可积函数的 Fourier级数。 

4．利用例 16.1.1 的结果 

f x( )
[ )
[ )⎩

⎨
⎧

∈
−∈

=
π
π
,0,0

0,,1
x

x
∑
∞

= −
−

−
1 12

)12sin(2
2
1~

n n
xn

π
 

     和 Parseval等式，证明 1
2 1 2

1 ( )nn −=

∞

∑
8

2π
= 。 

证  因为 在)(xf [ , ]π π− 可积且平方可积，由 Parseval等式， 

2

0

1 1( ) 1f x dx dx
π π

ππ π−
= =∫ ∫

2

1

1 2
2 (2 1n nπ

∞

=

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ )
， 

所以 

1
2 1 2

1 ( )nn −=

∞

∑
211

2 2
π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎟
⎠

= −⎜ ⎟⎜
⎝ ⎠⎝ 8

2π
= 。 
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5．利用例 16.1.2 的结果 

f x( )
[ )
[ ) ~

0,
,0

⎩
⎨
⎧

−∈−
∈

=
π
π

xx
xx

∑
∞

=

−−
+

1
2 cos1)1(2

2 n

n

nx
nπ

π
， 

和 Parseval等式，求∑
∞

= −1
4)12(

1
n n

。 

解  因为 在)(xf [ , ]π π− 可积且平方可积，由 Parseval等式， 

2 2 22
0

1 2( )
3

f x dx x dx
π π

π
π

π π−
= =∫ ∫

22

2
1

4
2 (2 1)k k
π

π

∞

=

⎡ ⎤
= + ⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ ， 

所以 

∑
∞

= −1
4)12(

1
n n

22
22

3 2 4
π ππ

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

4

96
π

= 。 

6. 利用 

∑
∞

=

−
+=

1
2

2
2 cos)1(4

3 n

n

nx
n

x π
， ),( ππ−∈x  

    和 Parseval等式，求∑
∞

=1
4

1
n n

。 

解  因为 在)(xf [ , ]π π− 可积且平方可积，由 Parseval等式， 

2 4 42
0

1 2( )
5

f x dx x dx
π π

π
π

π π−
= =∫ ∫

2 22

2
1

42
3 n n
π ∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ， 

所以 

∑
∞

=1
4

1
n n

4
4 42 2 1

5 9 16 90
ππ π⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

7．设 为 上以)(xf ),( +∞−∞ π2 为周期，且具有二阶连续导数的函数，

记 

∫−=
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1
,  ∫− ′′=′′

π

ππ
nxdxxfbn sin)(1
。 

 证明：若∑ 绝对收敛，则 
∞

=

′′
1n

nb

 3



⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′′+< ∑∑
∞

=

∞

= 11
||2

2
1||

n
n

n
n bb 。 

证  利用分部积分法， 

∫− ′′=′′
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1
 

1 '( ) sin '( ) cosf x nx n f x nxdx
ππ

π ππ − −

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

( ) cos ( )sinn f x nx n f x nxdx
ππ

π ππ − −

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ 2
nn b= − ， 

由于 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤= ||1

2
1||1

2
1||1|| 2

2
2

2
nnnn b

n
bn

n
bn

n
b （ ,2,1=n ）， 

所以 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′′+<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′+=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′′+≤ ∑∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= 11

2

11
2

1

||2
2
1||

62
1||1

2
1||

n
n

n
n

n
n

nn
n bbb

n
b π

。 

8．设 为 上的以)(xf ),( +∞−∞ π2 为周期的连续函数。证明：若 的

Fourier系数全为零，则

)(xf

0)( ≡xf 。 

证   由于 的 Fourier 系数全为零，利用 Parseval 等式，可知

。再由 为连续函数，即可得到

)(xf

0)(2 =∫−
π

π
dxxf )(xf 0)( ≡xf 。 

9．设 是周期为)(xf π2 的任意一个连续函数，证明对于任意给定的

0>ε ，存在三角多项式 

=)(xnψ ∑
=

++
n

k
kk kxBkxA

A
1

0 )sincos(
2

， 

使得 

εψ
π

π
<−∫− dxxxf n |)()(| 。 

证  设 的 Fourier 级数为 )(xf

( )0

1
( ) cos sin

2 n n
n

af x a nx b
∞

=

+ +∑∼ nx 。 
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因为 是周期为)(xf π2 的连续函数，由 Parseval等式 

21 ( )f x dx
π

ππ −∫
2

2 20

1
( )

2 n n
n

a a b
∞

=

= + +∑ ， 

可知 0ε∀ > ， ， ，N∃ n N∀ >
2

2 2
2

1
( )

2k k
k n

a b ε
π

∞

= +

+ <∑ 。令 

( )n xψ = 0

1
( cos sin )

2

n

k k
k

a a kx b kx
=

+ +∑  ， ( )n N>

则由定理 16.3.3， 

21 | ( ) ( )|nf x x dx
π

π
ψ

π −
− =∫

2
2 2

2
1
( )

2k k
k n

a b ε
π

∞

= +

+ <∑ 。 

于是 

2 2| ( ) ( )| | ( ) ( )| 1n nf x x dx f x x dx
π π

π π
ψ ψ

− −
− ≤ − ⋅∫ ∫ dx

π

π−∫  

2 212 | ( ) ( )|nf x x dx
π

π
π ψ

π −
= ⋅ −∫ ε< 。  
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习题  16.4  Fourier变换和 Fourier积分 
 

1．求下列定义在 的函数的 Fourier变换： ),( +∞−∞

⑴ 
⎩
⎨
⎧ <<

=
;,0

,0,
)(

其它

δxA
xf  ⑵ f x a x( ) e | |= − ， ; a > 0

⑶ f x a x( ) e= − 2， ; a > 0 ⑷
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

;0,0
,0,e

)(
2

x
x

xf
x

 

⑸ 
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
;||,0
,||,cos

)( 0

δ
δω

x
xxA

xf  00 ≠ω 是常数，
0ω
πδ = 。 

解 （1） ( ) ( ) i xf f x e dxωω
+∞ −

−∞
= ∫ 0

i xAe dx
δ ω−= ∫ = )1( ωδ

ω
ie

i
A −− 。 

（2） ( ) ( ) i xf f x e dxωω
+∞ −

−∞
= ∫

0( ) ( )

0

a i x a i xe dx eω ω+∞ − + −

−∞
= +∫ ∫ dx  

1 1
a i a iω ω

= +
+ −

= 22

2
ω+a

a
。  

（3） ( ) ( ) i xf f x e dxωω
+∞ −

−∞
= ∫

2ax i xe dxω+∞ − −

−∞
= =∫

2

cosaxe xω
+∞ −

−∞∫ dx  

2

0
2 cost t te d

a a
ω+∞ −= ∫   (利用例 15.2.8 的结果) 

2

2 ae
a

ωπ ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= = ae

a
4

2ωπ −
。 

（4） ( ) ( ) i xf f x e dxωω
+∞ −

−∞
= ∫ (2 )

0

i xe dxω+∞ − += =∫ ωi+2
1
。 

（5） ( ) ( ) i xf f x e dxωω
+∞ −

−∞
= ∫ = 0cos i xA xe dx

δ ω

δ
ω −

−∫  

0cos cosA x x
δ

δ
ω ω

−
= ∫ dx（虚部为奇函数，积分为 0） 

0 0[cos( ) cos( ) ]
2
A x x dx

δ

δ
ω ω ω ω

−
= − + +∫  

＝ 0 0

0 0

sin( ) sin( )
( ) ( )

A ω ω δ ω ω δ
ω ω ω ω

⎡ ⎤− +
+⎢ ⎥− +⎣ ⎦

。 

2．求 （ ， ）的正弦变换和余弦变换。 f x ax( ) e= − ),0[ +∞∈x a > 0

解  正弦变换： 

0
( ) ( )sinf f x xdxω ω

+∞
= ∫ 0

sinaxe xdx 22 ω
ω
+a
, ω

+∞ −= =∫
余弦变换： 

 1



 
0

( ) ( ) cosf f x xdxω ω
+∞

= ∫ 0
cosaxe xdx 22 ω+a

a
。 ω

+∞ −= =∫

3．设  
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

,0,0
,0,e

)(1 x
x

xf
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤=

,,0

,
2

0,sin)(2
其它

πxxxf  求 )(21 xff ∗ 。 

解  记 ( )F x = 2
1 2 2 1 10

( ) ( ) sin( ) ( )f f x f f x t f x t dt
π

∗ = ∗ = −∫ ，考虑 [0, ]
2

t π
∈ ， 

当 时，0x ≤ 1( )f x t 0− = ，所以 ( ) 0F x = ； 

当
2

x π
> 时， ，所以 ( )

1( ) x tf x t e− −− =

2 2
0

1( ) sin( ) (1 )
2

x t xF x e e t dt e e
π π

− −= =∫ + ； 

当0
2

x π
< ≤ 时，

( )

1
,

( )
0,

x te x
f x t

t
x t

− −⎧ >
− = ⎨

≤⎩
，所以 

0

1( ) sin( ) (sin cos )
2

xx t xF x e e t dt x x e− −= = −∫ + 。 

于是 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>+

≤<+−

≤

=∗

−

−

.
2

),1(
2
1

,
2

0),cos(sin
2
1

,0,0

)(

2

21

π

π

π

xee

xexx

x

xff

x

x  

 2



习题  16.5  快速 Fourier变换 
 

1． 说明离散 Fourier变换 X j x n i
n j
N

n

N

( ) ( ) e= −

=

−

∑ 2

0

1
π
可以看成 Fourier变换 

∫
∞+

∞−

−= dxxff xiωω e)()(ˆ  

    的离散近似形式的推广。 

解  假设 0ω >  

2
2ˆ ( ) ( ) e

xi
f f x dx

ωπ
πω

−+∞

−∞
= ∫

2 ( )
2( ) e
n xi

n

f n x x
ωπ

π
∆+∞ −

=−∞

≈ ∆ ∆∑ ， 

取 使x∆ 1
2

x
N

ω
π
∆

= ，记
2

e
i

NW
π

−
= ，则 为整数时， 。于是 k kN n nW W+ =

1

0

ˆ ( ) (( ) )
N

n

n k
f W f kN n xω

− +∞

= =−∞

= +∑ ∑ x∆ ∆ ， 

记 ( ) (( ) )
k

x n f kN n x
+∞

=−∞

= + ∆∑ x∆ ，所以 

ˆ( ) ( )X j f jω=
1

0

( )
N

jn

n

W x n
−

=

= ∑
1 2

0
( )e

njN i
N

n
x n

π− −

=

=∑ 。 

2． 证明正交关系式 

kj
N
kniN

n

N
jni

N ,

21

0

2
ee1 δ

ππ
=∑

−

=

−
。 

解  显然， 时，j k=
1 2 2

0

1 e e
nk nkN i i
N N

nN
π π− −

=

1=∑ 。 

下面考虑 j k≠ ，不妨设 j k< 。根据当 1≠ξ 是方程 的一个根时，

有 ，令

1=Nx

0
1

0
=∑

−

=

N

n

nξ
( )2

e 1
k ji
N

π
ξ

−

= ≠ ，则 2( )eN k j iπξ − 1= = 。于是 

1

0

N
n

n

ξ
−

=

=∑
( )1 12 2 2

0 0

1 1e e e
n j nk n k jN Ni i i
N N N

n nN N
π π π −− −−

= =

0= =∑ ∑ 。 

3． 设 （ ），构造只需N p= q qp, N∈ ))(( NqpO + 次运算的 Fourier变换

 3



算法。 

解  令
2

e
i

NW
π

−
= ，则 k为整数时， 。假设 kN n nW W+ =

1 0 1 0, 0,1, , 1, 0,1, ,j j q j j p j q= + = − = −1, 

1 0 1 0, 0,1, , 1, 0,1, , 1n n p n n q n p= + = − = − 。 

X j x n i
n j
N

n

N

( ) ( ) e= −

=

−

∑ 2

0

1
π

1

0

( )
N

jn

n

x n W
−

=

= ∑  

1 0

0 1

1 1
( )

1 0
0 0

( )
p q

j n p n

n n

x n p n W
− −

+

= =

= +∑∑  

0 1

0 1

1 1

1 0
0 0

( )
p q

jn n j p

n n

W x n p n W
− −

= =

= +∑ ∑ 0 。 

固定 ，计算 需要j 1 0

1

1

1 0
0

( )
q

n j p

n

x n p n W
−

=

+∑ 1q − 次乘法（ 1 0n = 不需要做乘

法），对于相同的 ， 是相同的，无需重复计算，所

有此类和式共需 次乘法。对 求和需要

0j 1 0

1

1

1 0
0

( )
q

n j p

n

x n p n W
−

=

+∑

( 1q q − ) 0n ( 1)p N− 次乘法，所以，

总共需要 次乘法。 ( 1) ( 1) (( )q q p N O p q N− + − = + )

4． 对 N = 23，具体写出以 2为底的 FFT的计算流程。 

解  记
2

8 4e e
i i

W
π π− −

= = ，则 4 81, 1W W= − = 。可得计算公式 
7

0

( ) ( ) , 0,1, ,7.jn

n
X j x n W j

=

= =∑  

[ (0) ( 1) (4)] [ (1) ( 1) (5)]j j jx x W x= + − + + − x  

2 {[ (2) ( 1) (6)] [ (3) ( 1) (7)]}j j j jW x x W x x+ + − + + − 。

.

 

计算流程 

第一步： 

1

1

( ) ( ) ( 4),

( 4) [ ( ) ( 4)], 0,1, 2,3i

x i x i x i

x i W x i x i i

= + +

+ = − + =
 

 4



第二步： 

2 1 1
2

2 1 1

( ) ( ) ( 2),

( 2) [ ( ) ( 2)], 0,1, 4,5i

x i x i x i

x i W x i x i i .

= + +

+ = − + =
 

第三步： 

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( 1),
( 4) ( ) ( 1), 0, 2,
( ) ( 3) ( 4),
( 4) ( 3) ( 4), 1,3

X i x i x i
X i x i x i i
X i x i x i
X i x i x i i .

= + +
+ = − + =
= + + +
+ = + − + =
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计 算 实 习 题 
（在教师的指导下，编制程序在电子计算机上实际计算） 

⒈ 利用现成的数学通用软件（如MATLAB、Mathematica、Maple等），
对于  ： N = 32 64 128, ,

   ⑴  生成实数序列{ (  ； )}x k k
N
=
−
0
1

⑵  用 FFT计算{ (  的离散 Fourier变换序列{ ( ； )}x k k
N
=
−
0
1 )}X j j

N
=
−
0
1

⑶  作出 和{ | 的图并进行分析（参见图 16.5.4）； { ( )}x k ( ) | }X j
   ⑷  设定 00 >δ ，将{ | 中满足( )| }X j 0|)(| δ<jX 的数据全部置为零，

再进行离散 Fourier逆变换，将得到的数据与{ ( 比较； )}x k
⑸  改变 0δ 的值，重复⑷，分析不同的 0δ 对逆变换所得到的数据

的影响。 

解  源程序为 

function ex1601(N) 

t=0:N-1; 

x=randn(N,1)*20;%randn 

y=fft(x,N); 

z=abs(y); 

plot(t,x,'+',t,z,'o') 

% 

delta=input('请输入误差'); 

for i=0:N-1 

    if z(i+1)<delta  

        y(i+1)=0; 

    end 

end 

z=real(ifft(y)); 

plot(t,x,'+',t,z,'o') 

运行结果分析：以 N=128 为例。本程序数据是随机产生的，“+”为
原始数据，“o”为变换后的模的数据。 

 
取 0 5δ = ，将{ | 中满足( ) | }X j 0|)(| δ<jX 的数据全部置为零，再进行离散
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Fourier 逆变换。“+”为原始数据，“o”为置零后变换得到的数据，
与{ ( 比较几乎重合 )}x k

 
取 0 50δ = ，同样处理后得到的数据，与{ ( 比较有些小误差。 )}x k

 
取 0 100δ = ，同样处理后得到的数据，与{ ( 比较误差清晰可见，但

不很大。 
)}x k

 
由于数据源不同，结果会有所差异。 
⒉  对于  ， N = 32 64 128, ,
   ⑴  产生两个实数序列  和{ (  ； { ( )}x k k

N
=
−
0
1 )}y k k

N
=
−
0
1

⑵  用直接方法计算 和{ ( 的卷积{ ( ； { ( )}x k )}y k )}z k k
N
=
−
0
1

⑶  改用离散 Fourier变换的思想，用 FFT计算{ (  ； )}z k
   ⑷  结合 N比较两种算法所用的时间。 

解  源程序为 

function t=ex1602(N) 

x=randn(N,1)*20;%randn 

y=randn(N,1)*20;%randn 

tic %启动秒表 

%z=conv(x,y); 
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for i=0:N-1 

   z(i+1)=0; 

   for j=0:i 

      z(i+1)=z(i+1)+x(j+1)*y(i-j+1); 

   end 

   for j=i+1:N-1 

      z(i+1)=z(i+1)+x(j+1)*y(N+i-j+1); 

   end 

end 

 

t1=toc;%计时 

tic; 

x1=fft(x,N); 

y1=fft(y,N); 

z1=ifft(x1.*y1); 

t2=toc; 

t=[t1,t2]; 

分析： 

计算所化时间与使用的计算机性能有关，由于计算机计时器的最

小单位较大，对于较新的计算机，即使对于 N=128，所化时间几乎为
0。而且由于卷积采用代码解释执行速度较慢，Fourier变换采用内部
函数速度很快，用 FFT计算速度要快得多。 

⒊ 用 FFT计算多项式 ( )
( )!
−

+

+

=
∑

1
2 1

2 1

0

n n

n

m x
n

和
( )

( )!
−

=
∑

1
2

2

0

n n

n

m x
n
的乘积，并与

sin 2
2

x
的

Taylor级数的相应项比较。 

解  源程序为 

function [z,maxerror]=ex1603(m); 

% z:乘积，maxerror：最大误差，m：阶数 

len=4*m+2; 

a=zeros(len,1);%被乘式系数 

a(2)=1; 

for i=4:2:2*m+2 

   a(i)=-1*a(i-2)/(i-2)/(i-1); 

end 
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b=zeros(len,1);%乘式系数 

b(1)=1; 

for i=3:2:2*m+1 

   b(i)=-1*b(i-2)/(i-2)/(i-1); 

end 

c=zeros(len,1);%乘积系数 

c(2)=1; 

for i=4:2:len 

   c(i)=-4*c(i-2)/(i-1)/(i-2); 

end 

 

x=fft(a,len);%Fourier 变换 

y=fft(b,len);%Fourier 变换 

z1=x.*y; 

z=ifft(z1);%Fourier 逆变换 

maxerror=0; 

for i=1:len 

   e=abs(z(i)-c(i)); 

   if e>maxerror  

      maxerror=e; 

   end 

end 
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计算结果误差分析： 

m 误差 

1 0.05 

2 0.001587 

3 2.756e-005 

4 3.006e-007 

5 2.248e-009 

6 1.224e-011 

随着 m的增加，误差迅速减少。 
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